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INTRODUCTION. 


J'avais  conçu  dépuis  long-temps  un  vif  désir  de 
contribuer  de  tout  mon  pouvoir  à  l'avancement  des 
sciences  dont  l'étude  a  fait  l'une  des  plus  heureuses 
occupations  de  ma  vie;  mais  j'étais  encore  incertain 
sur  la  marche  que  j'avais  à  suivre  pour  atteindre  ce 
but,  lorsque  plusieurs  savants  qui  veulent  bien 
m'honorer  de  leur  amitié  se  réunirent  poiir  me  per^ 
suader  que  je  rendrais  un  service  éminent  à  l'ensei- 
gnement des  mathématiques  si  j'arrivais  à  popula«- 
riser  les  belles  et  rigoureuses  méthodes  dû  plus 
habile  de  nos  géomètres.  Je  me  suis  laissé  convain- 
cre sans  effort;  j'avais  eu  moi-même  cette  pensée; 
je  savais  d'ailleurs  que  M.  Cauchy,  qui ,  à  la  qualité 
glorieuse  d'élève,  me  permet  d'ajouter  celle  plus 
glorieuse  encore  d'ami,  m'accepterait  volontiers 
pour  intermédiaire  et  pour  écho  dans  ses  savantes 
<;ommunications  avec  le  public. 
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On  apprécie  généralement  les  grands  et  beaux 
travaux  de  M.  Cauchy  sur  la  théorie  des  nombres , 
sur  la  mécanique  céleste ,  et  sur  la  théorie  de  la  lu- 
mière. Le  monde  savant  a  applaudi  et  applaudit 
bien  plus  encore  aujourd'hui  aux  admirables  mé^ 
moires  par  lesquels  il  a  reculé  toutes  les  limites  de 
la  science;  mais  il  me  semble  qu'on  ignore  ce  que 
l'enseignement  classique  des  mathématiques  lui  doit 
de  perfectionnements  inespérés.  Depuis  plus  de 
trente-quatre  ans,  celui  qu'on  affectait  naguère 
d'appeler  un  jeune  professeur,  n'a  pas  cessé  de 
combler  quelqu'une  des  lacunes  que  présente  l'en- 
seignement élémentaire  des  sciences.  On  l'a  vu 
chaque  année  substituer  des  méthodes  simples  et 
rigoureuses  aux  méthodes  empiriques  et  incom- 
plètes que  l'on  gémit  de  rencontrer  jusque  dans 
des  auteurs  très  estimés.  La  justice  et  la  reconnais- 
sance me  font  un  devoir  de  prouver  ce  que  j'avance. 
*  M.  Cauchy  a  rédigé  sur  des  bases  nouvelles ,  et 
l'on  sait  à  quelle  occasion ,  des  traités  élémentaires 
d'Arithmétique  et  de  Géométrie  ;  on  aime  à  voir  un 
grand  génie,  inspiré  par  un  noble  dévouement ^ 
suspendre  la  poursuite  de  ses  brillantes  découverte 
pour  rendre  accessibles  à  un  jeune  et  royal  exil 
les  importants  secrets  des  sciences. 

Si  de  l'arithmétique  et  de  la  géométrie  nous  p 
«ons  à  l'algèbre  et  à  l'analyse  algébrique,  nous  ^ 
rons  M.  Cauchy  lutter  sans  cesse  contre  des  diff 
tés  qui ,  jusqu'à  lui,  avaient  semblé  grandir  av 
science.  Il  commence  d'abord  par  substituer  de 
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finiticms  précises  ^  das  démonstrations  rigoureuses , 
aux  pàrak>gismes  et  aux  cercles  vicieux  qui  servent 
malheureusement    d'introduction   au. plus   grand 
nombre  des  trs^ités  d'analyjse;  puis  c'est  une  succes- 
sion jQpn  intieirrompue  d'améliorations  longtemps 
atteiufaoies  en  train*  La  scienci^.  reçoit  de  lui  tour  à 
tour,  i^^ne  métèode  génétâa  de  résolution  d'un 
nQifilH*e  ^quelconque  d'équations  du  premier  degré 
à  plusieurs  inconnues,  méthode  ifim  ^^ante  et 
plus^facile^qt^e^Ue  deLaplaçe^  a""  aaëthéprienou- 
velfé  et  tr^asiii^le  dés combinaisonâet  des  nombres 
ligurés({!ièi;]\fM  Mayer  et  Chpqu^  ont  introduite  ep 
partie  4a9&  leur  Traité  cf  âlg^ç  $  3?  une  démonstra- 
tion ,  aussi  élémentaire  qu'dle  peut  l'être,  du  théo- 
rème fondamental  que  toute  équation  a  une  racine  ; 
4^  une  théorie  très  ingénieuse .  des  fonctions  symé- 
triques, qui  permet  de  calculer  directement,  à  l'aide 
de  simples  divisions  algébriques ,'  une  fonction  sy- 
métrique quelconque  des  racines   d'une  équatiou 
donné^;  5®  un  moyen  sûr  d'éviter  l'équation  aux 
carrés  des  différences  et  d'obtenir  immédiatement  • 
par  un  calcul  arithmétique ,  quand  les  coefficients 
de  l'équation  primitive  sont  des  nombres  entiers, 
une  limite  inférieure  à  la  plus  petite  différence  entre 
les  racines  réelles  de  cette  équation  ou  entre  les  mo- 
dules de  ses  racines  imaginaires  ;  6^  la  première  so- 
lution connue  du  problème  proposé  par  Lagrange 
sur  la  détermination  exacte  du  nombre  des  racines  v 
réelles  d'une  équation  algébrique;  7°  une  théorie  en- 
tièrement neuve ,  conduisant  à  des  démonstrations 
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simples  et  directes  des  beaux  théorèmes  de  Descar- 
tes,  de  Dubuat ,  de  Budan,  de  Fourier  et  de  Sturm, 
sur  la  détermination  exacte  ou  approchée  des  raci- 
nes réelles  d'une  équation  donnée  ;  7**  un  théorème 
nouveau  et  vraiment  extraordinaire^  qui  donne  le 
nombre  des  racines  imaginaires  dont  lapartie  réelle 
et  la  partie  imaginaire  sont  comprises  entre  des  li- 
mites données,  théorème  qui  contient,  comme  cas 
particulier ,  le  théorème  de  Sturm  et  tous  les  théo- 
rèmes analogues  ;  8**  une  méthode  rigoureuse  pour 
le  calcul  par  approximations  successives  des  racines 
d'une  équation  numérique  quelconque  :  cette  mé- 
thode ,  qui  se  réduit  à  celle  de  Newton  quand  cette 
dernière  est  applicable ,  donne  réellement  à  chaque 
opération  une  approximation  plus  grande  ;  9®  des 
considérations  importantes  sur  la  convergence  des 
séries ,  et  deux  règles  très  simples  pour  l'apprécia- 
tion de  cette  convergence;  10**  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  questions  difficiles  d'analyse. 

Je  me  propose  de  réunir  sous  peu  de  jours, 
dans  un  petit  volume ,  l'ensemble  de  ces  perfection- 
nements; ce  sera  une  exposition  nouvelle  et  très 
élémentaire  de  la  théorie  générale  des  équations ,  et 
du  grand  problème  de  la  résolution  des  équations 
numériques. 

Nous  devons  encore  à  M.  Cauchy  une  rédaction 
complètement  neuve  des  deux  trigonométries  rec- 
tiligne  et  sphérique ,  et  de  l'application  de  l'algèbre 
à  la  géométrie.  Il  a  eu  l'heureuse  idée  de  ramener 
l'étude  des  lignes  et  des  surfaces  du  second  degré  à  1' 
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discussion  facile  et  simple  d'une  équation  à  trois  ter- 
mes r*H-2^r-4-M— A:=o.  Il  suffit  alors  dequelques  rai- 
sonnements évidents,  de  quelques  calculs  élégants, 
sans  transformation  aucune  des  coordonnées,  pour 
faire  ressortir  toutes  les  propriétés  de  ces  lignes  et 
de  ces  surfaces.  S'il  s'agit  par  exemple  des  surfaces 
du  second  degré ,  on  arrive  dans  deux  ou  trois  le- 
çons ,  en  suivant  une  marche  très  uniforme  et  tout-à- 
fait  analytique ,  aux  équations  du  centre ,  du  plan 
diamétral,  des  plans  diamétraux  principaux,  des 
axes  principaux ,  du  plan  tangent,  des  sections  rec- 
tilignes ,  des  sections  circulaires ,  des  foyers  ;  aux  re- 
lations qui  unissent  les  axes  principaux  aux  diamè- 
tres conjugués,  etc.,  etc.  Il  me  tarde  aussi,  en 
publiant  cette  admirable  méthode,  de  simplifier 
l'enseignement  de  la  géométrie  analytique.  ^ 

Quant  à  ce  qui  concerne  les  traités  de  Calcul  dif- 
férentiel, de  Calcul  intégral  et  de  Mécanique  dont 
j'entreprends  aujourd'hui  la  publication ,  il  suffira 
de  les  parcourir  pour  se  convaincre  qu'ils  diffèrent 
totalement  des  traités  publiés  par  d'autres  auteurs , 
qu'ils  sont  presque  en  entier  l'œuvre  de  l'ilkistre 
géomètre.  Quand  il  emprunte  à  ses  devanciers  les 
énoncés  des  théorèmes,  le  mode  au  moins  de  démons- 
tration est  à  lui.  On  verra  mieux  ce  qui  lui  appar- 
tient plus  en  propre  dans  l'analyse  que  je  placerai  à 
la  tête  de  chacun  des  volumes  de  cet  ouvrage.  Je 
n'ai  à  m' occuper  aujourd'hui  que  du  Calcul  diffé- 
rentiel. 

Ce  Traité  doit  être  regardé  comme  une  édition 
T.  I.  h 
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nouvelle  9  mais  considérablement  augmentée  ^  des 
Leçons  de  M.  Cauchy.  Je   l'ai  fait  aussi  complet 
qu'il   m'a  été  possible;   ce  n'était  pas  assez  qu'il 
fiit  au  niveau  de  la  science  telle  que  l'avaient  faite 
jusqu'ici  les  traités  classiques;  ces  traités  ne  prépa- 
raient pas  suffisamment  à  la  lecture  des  ouvrages 
des  grands  maîtres;  il  fallait  nécessairement  donner 
à  l'enseignement  un  nouvel  essor  :  j'ai  essayé  de  le 
faire.  J'ai  fait  entrer  dans  la  composition  de  ce  pre- 
mier volume  les  ouvrages  suivants  de  M.  Cauchy  : 
i^  les  Leçons  sur  le  Calcul  différentiel ^  deuxième 
édition ,  Paris ,  1 829;  2®  les  Leçons  sur  l'application 
du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géométrie ,  t.  i®*",  Pa- 
ris ,  1 826  ;  3®  un  Mémoire  publié  dans  le  troisième 
volume  des  Exercices  de  mathématiques  ^  sur  les 
surfaces  que  peuvent  engendrer,   en  se  mouvant 
dans  l'espace,    des  lignes  droites    ou  courbes  de 
forme  constante  ou  variable  ;  4**  un  Mémoire  sur  la 
théorie  des  suites  et  les  lois  de  leur  convergence, 
imprimé  d'abord  dans  les  Comptes  rendus  de  V Aca- 
démie des  Sciences  y  et  plus  tard ,  avec  des  additions 
importantes ,  dans  la  neuvième  livraison  des  Exer- 
cices d' Analyse  et  de  Physique  mathématique;  5®  un 
Mémoire  sur  l'interpolation ,  d'abord  lithographie , 
puis  inséré  dans  le  troisième  volume  du  Journal  de 
Mathématiques  de  M.  Liouville  ;  6^  divers  Mémoi- 
res sur  le  calcul  des  résidus,  faisant  partie  des  Exer- 
cices de  mathématiques;  7*^  un  Traité  inédit  du  calcul 
aux  différences  finies  ;  8**  enfin  un  cahier  manus- 
crit que  M.  Cauchy  a  bien  voulu  me  confier,  et  qui 
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devait  former  le  troisième  volume  des  applications 
du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géométrie.  L'ensemble 
de  ces  Traités  et  Mémoires  formait  plus  de  io4o 
pages  in-4°  ;  pour  le  resserrer  dans  les  limites  d'un 
seul  volume  in-S*',  il  a  fallu  changer  presque  en- 
tièrement la  rédaction.  J'avais  à  la  rendre  à  la  fois 
plus  concise  et  plus  élémentaire;  puissé-je  avoir 
réussi! 

Ce  qui,  je  l'espère,  attirera  surtout  l'attention 
dans  ce  nouvel  ouvrage,  c'est  la  rigueur  et  la  netteté 
des  démonstrations.  La  rigueur  est  le  caractère ,  j'o- 
serais presque  dire  le  caractère  distinctif  de  la  ma- 
nière de  M.  Cauchy;  son  esprit  éminemment  exact 
et  pénétrant  n'a  jamais  pu  s'accommoder  de  ces 
demi-preuves  auxquelles  tant  d'autres  géomètres  se 
sont  résignés.  Cette  rigueur  n'est  pas  ennemie  de  la 
simplicité,  elle  en  est  au  contraire  la  compagne  insé- 
parable. Une  démonstration  incomplète  est  une  dif- 
ficulté cachée,  mais  non  résolue ,  qui  tôt  ou  tard  se 
fera  jour  et  deviendra  la  source  de  difficultés  plus 
grandes  encore;  une  preuve  rigoureuse  est  toujours, 
au  contraire,  unedifficulté  vaincue.  Avant  que  M  .Cau- 
chy publiât  ses  Traités,  les  démonstrations  des  théorè- 
mes fondamentaux  du  Calcul  différentiel  reposaient 
trop  souvent  sur  la  considération  de  certaines  séries 
que  Ton  employait  sans  discernement ,  sans  avoir  pu 
s'assurer  qu'elles  étaient  convergentes ,  ou  qu'elles 
étaient  l'expression  exacte  des  fonctions  qui  sem- 
blaient leur  avoir  donné  naissance.  C'était  un  vérita- 
ble abus  contre  lequel  M.  Cauchy  n'a  pas  cessé  de 
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réclamer  ;  il  n'a  jamais  eu  recours  à  im  développe- 
ment en  série  sans  avoir  d'abord  mis  en  évidence  sa 
possibilité ,  sa  forme ,  sa  convergence ,  son  existence 
en  un  mot,  comme  expression  de  telle  fonction 
donnée.  Je  crois  pouvoir  affirmer  sans  crainte  qu'en 
étudiant  ou  en  enseignant  ces  Leçons,  on  ne  rencon- 
trera pas  une  seule  démonstration  qui  ne  satisfasse 
pleinement  l'esprit.  Je  suis  même  convaincu  que  dès 
qu'on  se  sera  familiarisé  avec  les  notations,  d'ailleurs 
très  simples  et  très  élégantes,  de  M.  Cauchy ,  on  sera 
forcé  de  reconnaître  que  ses  méthodes  sont  les  plus 
élémentaires  de  toutes. 

J'ai  cru  devoir  prendre  pour  base  et  pour  point 
de  départ  du  Calcul  différentiel  la  considération  de 
la  fonction  dérivée,  dont  on  se  fait  toujours  une  idée 
nette  et  précise  en  disant  qu'elle  est  la  limite  du  rap- 
port de  l'accroissement  de  la  fonction  à  l'accroisse- 
ment de  la  variable  indépendante.  De  la  définition 
de  la  dérivée  je  passe  à  la  dififérentielle ,  qui  est  le 
produit  de  la  dérivée  par  l'accroissement  arbitraire 
attribué  à  la  variable  indépendante.  Je  n'ai  pas  craint 
de  dire  que  cette  différentielle,  regardée  par  Euler 
comme  rigoureusement  égale  à  o ,  est  en  réalité  une 
quantité  indéterminée  finie  ou  indéfiniment  petite , 
suivant  que  l'accroissement  arbitraire  attribué  à  la  va- 
riableindépendante  est  lui-même  fini  ou  indéfiniment 
petit  :  de  fait  cependant,  dans  le  calcul  différentiel 
considéré  comme  distinct  du  calcul  aux  différences 
finies,  la  différentielle  est  toujours  une  quantité  très' 
petite.  M.  Cauchy  a  cru,  dans  ces  dernières  année? 
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devoir  donner  de  la  dififérentielle  une  définition  di- 
recte ,  immédiate ,  indépendante  de  la  considération 
des  fonctions  dérivées.  Se  rapprqchant  des  idées  de 
Maclaurin  et  de  d'Alembert,  il  appelle  différentielles 
des  quantités  doât  les  rapports  sont  équivalents  aux 
dernières  raisons  des  accroissements  que  peuvent 
prendre  simultanément  les  variables.  En  partant  de 
cette  définition  on  peut  calculer  les  différentielles 
sans  passer  par  les  dérivées,  comme  je  l'ai  fait  voir 
avec  détail  dans  la  quatorzième  leçon  ;  mais  je  n'ai 
pas  voulu  la  prendre  pour  point  de  départ  :  elle 
n'est  réellement  avantageuse  que  lorsqu'il  est  ques- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes; j'aurais  craint,  en  l'employant  trop  tôt,  de 
jeter  quelque  obscurité  sur  les  principes  du  Calcul 
différentiel  qu'il  importait  tant  d'éclaircir. 

On  verra  que  je  me  suis  efforcé  de  faire  compren- 
dre parfaitement  le  sens  des  notations  du  Calcul  dif- 
férentiel et  de  leur  enlever  tout  ce  qu'elles  pouvaient 
présenter  d'obscur  ou  d'ambigu.  Je  regrette  de  n'a- 
voir pas  banni  complètement  de  ces  leçons  les  no- 
tations vagues  et  incommodes  ^,    ^^>  ;r^>  ^> 

-T-  dx^   -j-  -T-  dx^  pour  leur  substituer  les  notations 

plus  tranchées j^=D^jr?  d^Xt  ^x=^x^i  2,==PyZ, 
</j:2,  dy%^  etc. 

Puisque  le  développement  des  fonctions  en  séries 
n'est  qu'une  des  nombreuses  applications  du  Calcul 
différentiel ,  j'ai  cru,  toujours  en  suivant  M.  Cau- 
chy ,  et  quoique  l'opinion  contraire  ait  été  soutenue 
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par  Lagrange ,  dans  son  remarquable  et  célèbre  ou-^ 
vrage  sur  le  calcul  des  fonctions,  qu'il  importait 
d'établir  les  principes,  fondamentaux  de  cette  bran- 
che importante  de  l'analyse,  indépendamment  de 
ce  développement  ou  indépendamment  de  la  for- 
mule de  Taylor.  M.  Cauchy  ramène  dans  tous  les 
cas  le  calcul  des  dérivées  à  la  considération  des 
valeurs  que  prennent  pour  x  =  o   les  trois    ex- 


1 


pressions  (h-j:)*,   -^ — -'-,  ^l?^j  cette  méthode 

paraît  au  premier  abord  trop  subtile ,  elle  n'est  réel- 
lement qu'ingénieuse ,  et  il  est  presque  impossible 
de  l'éviter  sans  tomber  dans  quelque  cercle  vicieux, 
ou  sans  cesser  de  marcher  du  simple  au  composé. 
Il  est  d'ailleurs  utile  de  montrer  de  bonne  heure 
aux  élèves  le  parti  qu'on  peut  tirer  d'une  heureuse 
transformation  analytique.  Dans  une  Note  sur  la  li- 
mite de  (  H-- j  ,  insérée  dans  le  dernier  numéro  du 

Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  y 
M.  Liouville  dénonce  comme  insufiBsantes  les  dé- 
monstrations dont  on  fait  ordinairement  usage  pour 
prouver  que  cette  limite  a  pour  valeur  le  nombre 

e  =  I  H \ +  etc.  J'aime  à  croire  que  cette 

Qbservation  ne  s'étend  pas  à  la  marche  suivie  pr 
M.  Cauchy,  et   que. M.  Liouville,    dans  sape 
sée  du  moins,  a  fait  une  exception  en  faveur 
son  illustre  confrère.  Dans  tous  les  cas,  com^ 
cette  limite  est  pour  M.  Cauchy  la  base  du  Ca^ 
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différentiel ,  je  ne  puis  me  dispenser  de  faire  res- 
sortir en  peu  de  mots  la  rigoureuse  exactitude  de 
sa  méthode.  Il  n'a  pas  à  prouver  que  la  limite  de 

l'expression  (i  +  -  )  est  égale  au  nombre  e,  cette  vé- 
rité est  pour  lui  le  résultat  d'une  définition ,  car 
il  appelle  e  cette  limite,  qui,  toujours  la  même 
quel  que  soitx,  positif  ou  négatif,  entier  ou  fraction- 
naire, est  une  quantité  finie  plus  grande  que  2  et 
plus  petite  que  3.  La  seule  chose  à  démontrer,  pour 
M.  Cauchy,  c'est  que  le  nombre  e  ainsi  défini  est 

égal  à  la  somme  i  H 1 1 =-4-etc.,  cequ'il 

^  11.21 .2.3  ^ 

fait  très  rigoureusement  quand,  après  avoir  prouvé 

que  la  série  6^  =  1  H 1 h  etc.  .  .  est  conver- 

^  I       1 .2 

gente  quel  que  soit  jc ,  il  y  fait  jc  =  i . 

Au  point  de  vue  où  je  me  suis  placé  avec  M.  Cau- 
chy, la  cinquijème  leçon,  sur  les  relations  qui  existent 
entre  les  fonctions  d'une  seule  variable  et  leurs  dé- 
rivées, est  la  plus  essentielle  de  toutes.  Elle  contient 
réellement  en  germe  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul 
intégral  tout  entier,  avec  leurs  plus  importantes  ap- 
plications. Quand  les  élèves  l'auront  bien  comprise, 
rien  ne  pourra  plus  les  arrêter.  Les  démonstrations 
des  deux  théorèmes  fondamentaux  de  cette  leçon 
me  semblent  ne  laisser  rien  à  désirer  sous  le  rapport 
de  la  simplicité  et  de  la  clarté  ;  elles  demandent  ce- 
pendant à  être  l'objet  d'une  étude  sérieuse ,  car  la 
généralité  de  ces  théorèmes  leur  donne  je  ne  sais 
quelle  apparence  d'abstraction  qui  effraie  au  pre- 
mier abord. 
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J'ai,  rangé  dans  le  meilleur  ordre  possible  les  ap- 
plications analytiques  du  Calcul  différentiel;  on 
n'étudiera  pas  sans  intérêt  et  sans  fruit  la  leçon  sur 
les  quantités  infiniment  petites,  et  les  règles  dont 
l'ensemble  constitue  la  méthode  infinitésimale.  Dans 
les  dernières  années  de  sa  vie,  le  grand  géomètre 
enlevé  trop  tôt  à  la  France,  dont  il  faisait  la  gloire , 
M.  Poisson,  déclara  la  guerre  à  la  théorie  des  fonc- 
tions telle  que  l'avait  faite  le  génie  de  Lagrange,  et 
s'arma  de  toute  sa  puissance  pour  ramener  le  monde 
savant  à  la  méthode  infinitésimale.  Il  affirma  que 
les  infiniment  petits  ne  sont  pas  seulement  un  moyen 
d'investigation  imagina  par  les  géomètres,  mais 
qu'ils  ont  une  existence  réelle,  c'est-à-dire  qu'il 
existe  des  grandeurs  qui  ne  sont  point  nulles ,  qui 
même  peuvent  être  doubles,  triples,  quadruples 
d'autres  grandeurs ,  et  sont  cependant  moindres  ac- 
tuellement que  toute  grandeur  donnée.  Quoique 
appuyées  d'une  si  imposante  autorité,  ces  assertions 
furent  vivement  combattues  et  repoussées  :  elles 
n'énonçaient  pas  seulement  un  mystère  dont  la 
raison  aurait  pu  s'effi^ayer  sans  avoir  le  droit  de  le 
rejeter;  beaucoup  d'esprits  judicieux  y  virent  une 
évidente  impossibilité.  En  effet,  ou  ces  grandeurs, 
plus  petites  que  toute  grandeur  donnée,  sont  encore 
étendues  et  divisibles,  bu  elles  sont  simples  et  indi- 
visibles :  dans  le  premier  cas  leur  existence  est  une 
chimère,  puisque,  nécessairement  plus  grandes  qu 
leur  moitié,  leur  quart,  etc.,  elles  ne  sont  pi 
moindres  actuellement  que  toute  grandeur  donnée 
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dans  la  seconde  hypothèse,  elles  ne  seraient  plus  des 
grandeurs  mathématiques,  les  adopter,  ce  serait 
renoncer  à  l'idée  du  continu  divisible  à  l'infini, 
point  de  départ  nécessaire  et  fondement  de  toutes 
les  sciences  mathématiques.  Quelques  applications 
moins  heureuses  de  ces  principes,'dont  le  plus  grand 
inconvénient  était  de  ramener  trop  ouvertement  la 
science  à  son  berceau,  firent  mieux  comprendre 
la  nécessité  des  méthodes  plus  rigoureuses  dont 
MM.  Poinsot  etCauchy  s'étaient  faits  les  défenseurs. 
Pour  ces  géomètre,  un  infiniment  petit  n'est  qu'une 
quantité  variable  ou  indéterminée  qui  a  zéro  pour 
limite,  qui  peut  décroître  indéfiniment  sans  s'arrê- 
tera une  valeur  appréciable;  une  quantité  qui,  prise 
isolément,  peut  être  conçue  plus  petite  que  toute 
quantité  donnée.  Il  suffit  de  cette  définition  pour 
mettre  hors  de  doute  les  règles  fondamentales  de  la 
méthode  infinitésimale.  Convenablement  appliquées, 
ces  règles  ne  peuvent  pas  égarer;  si  j'ai  évité  d'en 
faire  usage ,  c'est  uniquement  parce  que  leur  em- 
ploi entraîne  nécessairement  des  considérations  pré- 
liminaires assez  délicates ,  qui  font  perdre  à  la  mé- 
thode infinitésimale  le  seul  avantage  qu'on  semblait 
ne  pouvoir  pas  lui  disputer,  la  promptitude  avec  la- 
quelle elle  conduit  au  but.  Pour  faire  mieux  com- 
prendre ma  pensée,  je  me  hâte  de  recourir  à  un 
exemple.  Si  l'on  veut  obtenir  par  la  méthode  infini- 
tésimale la  différentielle  de  l'arc  s  d'une  courbe ,  il  ne 
suffit  pas  de  remarquer  que  l'accroissement  Ùls  de 
l'arc  étant  sensiblement  égal  à  sa  corde  ,  on  a 
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Pour  que  cette  marche  soit  admissible,  il  faut  néces* 
sairement  démontrer  avant  tout  que  l'accroissement 
de  l'arc  diffère  de  la  corde  d'une  quantité  infini- 
ment petite  du  second  ordre ,  ou  du  moins  que  le 
rapport  de  l'accroissement  de  l'arc  à  sa  corde  a  pour 
limite  l'unité.  Entravée  par  cette  démonstration  et 
ramenée  aux  proportions  de  la  méthode  que  nous 
avons  adoptée  dans  notre  Traité,  la  méthode  infini- 
tésimale devient,  ce  semble,  rigoureuse,  mais  en  ces- 
sant d'être  expéditive ,  et  l'on  est  forcé  de  convenir 
que ,  très  avantageuse  quand  il  s'agit  de  prévoir  ou 
de  retrouver  les  résultats,  elle  ne  constitue  pas  à 
elle  seule  une  méthode  d'exposition  suffisamment 
exacte  et  classique. 

Pour  me  conformer  à  un  usage  reçu  et  distinguer 
l'une  de  Tautre  les  formules  qui  donnent  les  déve- 
loppements deF{x  -\-  h)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  Z( ,  et  de  F  {ai)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  JCj  j'ai  appelé  la  première  formule  de 
Taylor,  la  seconde  formule  de  Maclaurin;  mais  en 
réalité  la  gloire  de  ces  deux  formules ,  qu'on  a  voub 
aussi  attribuer  à  un  aujtre  géomètre  anglais,    a 
partient  tout  entière  à  Taylor,   comme  le  recoi 
naissent  ouvertement  Maclaurin   et   Stirling  dd 
plusieurs  endroits  de  leurs  ouvrages. 

Après  la  démonstration  si  simple  et  si  ingén* 
que  M.  Cauchy  a  donnée  de  ces  deux  formule 


INTRODUCTION.  XXVlj 

damentales  9  je  ne  concevrais  pas  qu'on  pût  recourir 
encore  à  la  méthode  trop  imparfaite  et  trop  inexacte 
des  coefficients  indéterminés ,  qui  suppose  tout  et 
prouve  seulement  que  dans  tous  les  cas  où  les  fonc- 
tions F  (x)  et  F  (a:  +  A)  pourront  être  exprimées 
par  des  séries  convergentes  ordonilées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  ^  ou  de  A,  ces  séries 
coincideront  avec  la  série  de  Maclaurin  ou  avec  la 
série  de  Taylor. 

On  renvoie  ordinairement  au  calcul  intégral  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tions simples,  et  pour  effectuer  cette  décomposition 
on  a  recours  encore  à  la  mauvaise  méthode  des  coef- 
ficients indéterminés;  M.  Cauchy  a  montré  depuis 
long-temps  que  cette  décomposition  est  une  simple 
extension  de  la  formule  de  Taylor  au  cas  où  la  fonc-, 
tion  qu'il  s'agit  de  développer,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  a:  —  a,  devient  infinie  pour  a:  =  a. 

La  douzième  leçon ,  sur  les  formules  de  Moivre , 
sur  la  définition  ou  la  détermination  du  sens  qu'il 
faut  attacher  aux  expressions  x^j  A*,  Lor,  sin^, 
cos  X  j  dans  le  cas  où  la  variable  x  prend  une  valeur 
imaginaire,  mérite  aussi  beaucoup  d'attention.  Les, 
notions  qui  s'y  trouvent  réunies  sont  malheureuse-^, 
ment  fort  peu  répandues,  et  je  regrette  de  n'avoir  pas 
pu  entrer  à  ce  sujet  dans  de  plus  grands  détails,  que 
l'on  trouvera  du  reste  dans  l'analyse  algébrique  da 
M.  Cauchy. 

Je  me  félicité  d'avoir  pu,  dans  la  dix-septième 
leçon,  donner  une  démonstration  élémentaire  de 


XXVllJ  INTRODUCTION. 

cet  admirable  théorème  de  M.  Caiichy,  qui  ra- 
mène la  loi  de  convergence  des  séries  à  la  loi  de 
continuité  des  fonctions  qui  leur  ont  donné  nais- 
sance j  et  suivant  lequel  une  fonction  quelconque , 
réelle  ou  imaginaire ,  d'une  variable  réelle  ou  ima- 
ginaire JCj  est  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  jc  j 
tant  que  le  module  de  cette  variable  conserve  une 
valeur  inférieure  à  celle  pour  laquelle  la  fonction  et 
sa  dérivée  cessent  d'être  finies  et  continues^  c'est-à- 
dire  cessent  de  prendre  pour  chaque  valeur  de  la 
variable  une  valeur  unique  et  finie,  croissant  ou  dé- 
croissant infiniment  peu  avec  cette  même  variable. 
Ce  beau  théorème  j  en  ramenant  le  développement 
d'une  fonction  quelconque  F  (x)  à  celui  de  l'exprès- 

sion  très  simple ,  fournit,  i®  une  démonstration 

très  remarquable  de  la  formule  de  Taylor  ;  2®  une 
.expression  nouvelle  du  reste  de  cette  série.  Il  s'étend 
d'ailleurs  avec  une  extrême  facilité  au  cas  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes. 

On   ne  trouve  dans  aucun   ouvrage  élémentaire 
la  démonstration  de  la  belle  série  donnée  par  La- 
grange  pour  le  développement  des  fonctions  impli- 
cites ;  il  faut  même  nécessairement  convenir  que  If 
raisonnements  par  lesquels  on  a  essayé  jusqu'ici  d'< 
tablir  cette  série  laissent  beaucoup  à  désirer;   o 
admettait  sans  preuves  la  possibilité  et  la  forme 
ce  développement,  on  prétendait  mettre  son  e 
tence  hors  de  doute,  indépendamment  de  la  consi 
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ratiou  des  valeurs  attribuées  à  la  variable ,  ce  qui  ne 
peut  être,  puisque  la  série  n'est  convergente  iqu'entre 
certaines  limites  quelquefois  très  rapprochées.  Il 
m'en  aurait  trop  coûté  de  laisser  dans  l'enseigne* 
ment  une  si  grande  lacune  ;  cédant  à  mes  vives  ins- 
tances^ M..  Cauchy,  pour  qui  lutter  contre  une  dif- 
ficulté est  déjà  l'avoir  vaincue ,  est  heureusement 
parvenu  à  étendre  aux  fonctions  implicites  les  règles 
de  convergence  qu'il  avait  établies  pour  les  fonctions 
explicites ,  et  à  donner  de  la  série  de  Lagrange  une 
démonstration  aussi  neuve  que  rigoureuse,  qui,  je 
n'en  doute  pas ,  sera  bien  accueillie  de  tous  les  géo- 
mètres. L'application  qu'il  a  faite  de  cette  théorie 
nouvelle  à  une  question  importante ,  résolue  avec  de 
grands  efforts  par  le  célèbre  Laplace  dans  deux 
longs  Mémoires,  mettra  mieux  en  évidence  ses  im- 
menses avantages. 

On  a  souvent  besoin ,  dans  la  théorie  du  contact 
des  courbes  et  dans  la  solution  de  plusieurs  autres 
questions  d'analyse ,  de  comparer  entre  elles  les  dé- 
rivées de  deux  ou  de  plusieurs  variables  indépendan- 
tes prises  successivement  par  rapport  à  diverses  va- 
riables considérées  comme  indépendantes.  Les  bases 
de  cette  comparaison  manquent  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires ,  j'ai  essayé  de  la  rendre  ri- 
goureuse et  facile  à  l'aide  d'une  suite  de  théorèmes 
importants  dont  l'ensemble  forme  la  première  partie 
de  la  dix-neuvième  leçon.  Pour  ne  renvoyer  au  Cal- 
cul intégral  rien  de  ce  qui  appartient  proprement 
au  Calcul  différentiel ,  j'ai  pris  soin,  dans  cette  même 
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leçon ,  d'établir  les  principes  et  les  formules  qui  ser- 
vent à  l'élimination  des  constantes  ou  des  fonctions 
arbitraires  avec  l'aide  d'un  certain  nombre  de  dif- 
férentiations. 

Je  ne  m'étendrai  pas,  dans  cette  Introduction,  sur 
la  seconde  partie  du  Calcul  différentiel  ;  elle  est,  plus 
encore  que  la  première,  l'ouvrage  de  M.  Cauchy; 
dans  l'impossibilité  de  mieux  faire,  j'ai  dû  souvent  me 
borner  à  le  copier.  Après  m'être  ainsi  effacé,  j'aurai 
acquis  le  droit  de  dire  que  l'ensemble  de  ces  applica- 
tions géométriques  me  semble  véritablement  un  chef- 
d'œuvre.  Je  ne  crois  pasqu'oi^  puisse  concevoir  plus 
de  précision  et  de  clarté  dans  les  définitions ,  plus 
de  simplicité  et  de  rigueur  dans  les  démonstrations , 
plus  d'élégance  et  de  rapidité  dans  les  transforma- 
tions analytiques.  Dans  ce  bel  ensemble,  je  recom- 
manderai comme  plus  spécialement  dignes  d'at- 
tention, I®  les  considérations  si  ingénieuses  par 
lesquelles  M.  Cauchy  est  parvenu  à  établir  les  équa- 
tions que  doivent  vérifier  les  coordonnées  des  points 
singuliers  ;  a^  la  recherche  de  la  courbure ,  du  rayon 
de  courbure  et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe 
plane  ou  quelconque;  3^  l'appréciation  du  contact 
des  courbes  ou  des  surfaces  courbes  ;  4°  la  détermi- 
nation des  rayons  de  courbure  et  des  lignes  de  cour 
bure  des  surfaces;  5^  la  recherche  des  équation; 
finies  ou  aux  différentielles  partielles ,  des  surface 
que  peuvent  engendrer  en  se  mouvant  dans  l'esp? 
des  lignes  droites  et  courbes  de  forme  constante 
variable,  soit  que  ces  surfaces  doivent  passer 
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une  directrice  déterminée^  soit  qu'elles  doivent  être 
circonscrites  à  une  surfisice  donnée  ;  6®  enfin  la  théo- 
rie des  lignes  et  des  surfaces  enveloppes. 

Ije  calcul  des  résidus,  création  de  M.  Cauchy, 
est  devenu  entre  ses  mains  un  puissant  instrument 
d'investigations  nouvelles  et  profondes.  Il  en  a  dé- 
duit des  procédés  rapides  pour  la  détermination 
d'un  nombre  immense  d'intégrales  définies  et  des 
méthodes  d'intégration  spécialement  applicables  aux 
équations  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent  dans 
la  solution  des  problèmes  de  physique  mathéma- 
tique. J'ai  cru  dès-lors  rendre  service  aux  géomètres 
en  ajoutant  une  leçon  sur  les  principes  élémentaires 
de  ce  calcul ,  complément  nécessaire  du  Calôul  dif- 
férentiel. Le  calcul  direct  aux  différences  finies  avait 
aussi  naturellement  sa  place  dans  ce  premier  volume; 
j'ai  été  heureux  de  trouver  dans  les  manuscrits  de 
M.  Cauchy  tous  les  matériaux  de  la  quarante-cin- 
quième leçon.  On  verra  avec  plaisir  comment 
M.  Cauchy ,  après  avoir  ramené  la  recherche  de  la 
dififérence  finie  de  l'ordre  n  au  cas  très  simple  où  la 
fonction  donnée  F(a:)  est  égale  à  ^*,  déduit  les  deux 
formules  fondamentales  du  calcul  aux  différences 
finies  de  la  considération  des  équations  symboliques. 

Deux  Notes  enfin  complètent  ce  volume.  La  pre- 
mière a  pour  objet  les  formules  nouvelles  d'interpo- 
lation de  M.  Cauchy,  qui  sont  peut-être  l'un  de  ses 
plus  beaux  titres  de  gloire,  et  qui  bientôt,  je  l'es- 
père, seront  exclusivement  adoptées,  parce  qu'elles 
peuvent  seules  résoudre  le  problème  de  l'interpola- 
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tion  avec  une  approximation  certaine  et  suffisante . 
Je  n'aurais  pas  assez  fait  pour  la  clarté  de  cet  ou* 
vrage  si  je  ne  donnais  pas  quelques  explications  au 
sujet  d'un  procédé  d'élimination  employé  presque  à 
chaque  page  et  à  l'aide  duquel  on  échappe  souvent 
à  d'immenses  calculs.  Quand  il  s'agit  de  déduire 
d'un  certain  nombre  d'équations  les  valeurs  d'im 
nombre  égal  d'inconnues,  M.  Cauchy  a  presque 
toujours  soin  de  ramener  ces  équations  à  une  suite 
de  fractions  égales  dont  les  numérateurs,  toutes  les 
fois  que  la  chose  est  possible,  renferment  la  pre- 
mière puissance  d'une  seule  des  inconnues.  Cette 
transformation  faite,  il  achève  l'élimination  avec  une 
dextérité  admirable,  en  égalant  chacune  de  ces  frac- 
tions multipliée ,  s'il  est  nécessaire ,  par  un  facteur 
convenablement  choisi ,  au  rapport  que  l'on  obtient 
en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs,  ou  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  numérateurs  par  la  racine  carrée  de 
la  somme  des  carrés  des  dénominateurs.  Le  choix 
des  facteurs  n'est  jamais  entièrement  arbitraire  ni 
par  conséquent  difficile ,  parce  que  les  équations 
mêmes  de  la  question  indiquent  toujours  ce  qu'ils 
doivent  être.  Pour  mieux  faire  comprendre  cette 
méthode  si  ingénieuse  et  si  féconde,  reprenons  im 
instant  l'exemple  de  la  page  279.  Il  s'agit  de  trouve 
le  rayon  de  courbure  et  les  coordonnées  polair 
du  centre  de  courbure ,  d'une  courbe  plane  ql 
conque;  les  trois  inconnues  r,,  w,  et  jd  doivent  sî 
faire  à  l'équation  du  cercle  osculateur  et  à  ses  éc 
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tions  di£férentielles  du  premier  et  du  second  ordre  : 
ce$  trois  équations  peuvent  se  mettre  sious  la  forme 

(i)  [r,  sm{u  —  ttx)]»  -h  [rj  cos  (a  —  «,)  —  r]*  =  />», 

(2)  rr,  siii(w  —  Ui)du  —  [r,  cos (a  —  m,)  -^^rldr^z  o, 

(3)  Tj  sin  (a  —  a,)  [rd*  u  -h  idudr\ 

on  tire  de  la  seconde 

rxCOs(a  —  Uj)  —  r r^ûvL{u  —  a,) 

rdu  dr  * 

Les  inconnues  r< ,  u^  ne  sontpasiciau  premier  degré, 
mais  il  est  facile  de  voir  que  dès  qu'on  aura 
r<  cos  (m  —  w<)  et  i\  sin  (m  —  w<)  ,  on  aura  immédiate- 


ment r^  =  \/^r\  cos^ {u  —  «4)  +  rj  sin*  (w  —  u^)  et 
sin(w  —  W|)  ou  cos(i<  —  1/4),  et  par  suite  u^.  De 
plus  réquation  (i)  piontre  qu'en  divisant  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  des  numérateurs  des 
fractions  qui  précèdent  par  la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  des  dénominateurs,  on  aura  le 

rapport  très  simple  ^     == ,  dont  le  numéra- 

teur  renferme  la  troisième  inconnue  jo  au  premier 
degré.  Enfin  si ,  ayant  égard  à  l'équation  (3) ,  et 
après  avoir  multiplié  haut  et  bas  la  première  des  frac- 
tions par  d^r  —  rdu^j  la  seconde  par  rd^u  +  ^dudrj 
on  divise  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme 
des  dénominateurs ,  les  inconnues  r^  et  u^  disparaî- 
tront et  l'on  obtiendra  le  rapport 

dr^  -hr*du* 


r(drd*u  —^dud*r)  -h(i2dr*  4-  r*du*)  du  ' 
T.  I.  .  C 
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qui  servira  immédiatement  au  calcul  des  trois  in* 
connues.  Cet  exemple  suffit  pour  montrer,  dans 
tous  les  cas,  la  marche  à  suivre.  Il  est  bien  choisi, 
car  l'élimination  que  nous  venons  de  faire  aurait  été 
trop  pénible  par  d'autres  procédés. 

Les  théorèmes  sur  lesquels  reposent  cette  mé- 
thode d'élimination  de  M.  Cauchy  sont  d'ailleurs 
évidents ,  car  des  équations 


^  — ^,  — ^^—  etc. 


on  tire 


I 


o 


0  0  0 


a  -h  a'  -h  a'^  +  etc.  __a  __  a'  _  a" 

^qrï^ + ^"  4- ete.  '^I^V'^T"     ' 

aA      a' et*      a" cl"      a» -|-a'«'-f-a"«"      a      a' 


fl_û^_a^ .        /a* -h  a'* -h a*'* -h etc. 

b'-Vb'* ^V  6»-f-6'»4-*"»+etc/ 

En  faisant  ressortir  ce  que  j'ai  trouvé  de  neuf 
et  de  vraiment  admirable    dans   les  travaux  de 
M.  Cauchy,  j'ai   accompU  un    devoir  sacré,  j'ai 
répondu  au  premier  besoin  de  mon  cœur.   Qu'il 
me  soit  permis  en  finissant  d'exprimer  ma  recon- 
naissance à  quelques  savants  qui  m'ont  été  gran- 
dement utiles  par  leurs  bienveillants  conseils  ou  pa' 
leurs  écrits  :  à  M.  Lacroix,  le  doyen  de  cette  gén< 
ration  de  géomètres  qui  a  conquis  tant  de  gloire 
notre  France ,  et  qui,  par  ses  ouvrages  si  répandu 
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fut  mon  premier  maître;  à  M.  Poinsot,  qui  nous  a 
donné  dans  sa  Statique  un  modèle  incomparable  de 
rédaction  claire  et  précise  que  les  auteurs  de  trai-. 
tés  classiques  doivent  s'efforcer  d'imiter;  à  M.  Co- 
riolis,  dont  la  modestie  profonde  égale  le  grand 
savoir,  et  qui  a  bien  voulu  me  confier  des  notes  ma- 
nuscrites sur  le  Calcul  différentiel  qu'il  avait  rédi- 
gées pour  rÉcole  Polytechnique.  Je  dirai  mieux 
dans  l'introduction  au  Calcul  intégral  tout  ce  que 
je  dois  à  MM.  Sturm  et  Liouville,  qui,  jeunes  en- 
core, se  plaçant  au  premier  rang  des  analystes, 
préludèrent ,  par  d'élégants  Mémoires  qui  leur  ont 
ouvert  les  portes  de  l'Académie  des  Sdences,  aux 
importants  travaux  par  lesquels  ils  soutiennent  si 
dignement  l'honneui*  du  premier  corps  savant  de 
l'Europe . 

Paris,  a5  novembre  1S40. 
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Pa|][e  20 ,  ligne  i ,  au  lieu  de   second  facteur ,    lises    second  terme 

Page  3a ,  dernière  ligne ,  nu  lieu  de'dwz={sin x  -f-  ^— icos*) , 

dwas  — wl/'— idx,   liêe^     dw^{~-  sinx  +  l/'— i  co8x)<ir, 

dw  =:  w  {/" — 1  dx 
Page  37,  ligne  3,   au  lieu  de    F(x),  lises  f{x) 
Page  1^1  y  lignes  5  et  6,    au  lieu  de   x,   lises    Xo 
Page  64,  lignes,    au  lieu  de    plus  petit,    lises    plus  grand 
Page  71,  ligne  4 n    auUeude    tangx    Uses    arc  tangx 

Page  74,  ligne  dernière,  au  lieu  de  p....  >»^>i»„  ,     lisez    f,.. .  ^   „ 

^>  U    II 

Page  80,  ligne  i4.  aulitude  _l_  =  if^lfr,  /i«,z_i_  =(f^=o 

Page  116,  ligne  la,  au  lieu  de    M    -  )»     ^i*^'     - 

Page  128,  ligne  i,a«/t«»ifc  bd^d^d^uy  lises  bd^d^d'^u  -^  etc. 
Page  i53,  ligne  iQ,  au  lieu  de    H-Io»     ^^<    +  nio 
Pige  i56,  ligne  10,  au /i«»<fc  ^Wl       _,        •    *       | 

n    L   H-r-»x«.,.J 
Page  279,  lignes  19,  20,  22,  au  lieu  de  rcos  (a— u,),  lisez  r,  cos  (a— u,). 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


PRINCIPES  GÉNÉRAUX   ET  APPLICATIONS  ANALYTIQUES. 
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Définitions.  —  Des  variables  et  des  fonctions  continues  ou  discontinues, 
explicites  ou  implicites,  simplet  ou  composées.  —  Des  limites  des 
fonctions.  —  Dérivée  et  difTérentielle.  —  Objet  du  Calcul  différentiel. 


1 .  On  nomme  quantité  variable  celle  que  l'on  considère 
comme  devant  recevoir  successivement  plusieurs  valeurs 
différentes  les  unes  des  autres.  On  appelle  au  contraire 
quantité  constante ,  toute  quantité  qui  reçoit  une  valeur 
fixe  et  déterminée.  Lorsque  des  grandeurs  variables  sont 
tellement  liées  entre  elles  que  les  valeurs  d'une  ou  de 
quelques-unes  étant  données  on  puisse  en  conclure  toutes 
les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  grandeurs  exprimées 
au  moyen  d'une  ou  de  plusieurs  d'entre  elles  qui  prennent 
le  nom  de  variables  indépendantes  ^  les  autres  grandeurs , 
exprimées  au  moyen  des  variables  indépendantes,  sont  ce 
qu'on  appelle  des  fonctions  de  ces  variables. 

2.  Les  fonctions  sont  explicites  et  s'expriment  à  l'aide 
des  notations^  =  F(ar),  y  =  f(x)^  z  =  F(x^y), 
^  =/(^5  j),  w  =  F(x,  J,  z),u  =f(x,y,  z),  quand 
les  valeurs  des  variables  dépendantes  sont  données  immé- 
diatement par  des  équations  résolues  :  elles  sont  impli- 
cites lorsque  les  variables  dépendantes  sont    liées  aux 

T.  I.  I 
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variables  indépendantes  par  des  équations  non  résolues 

n  est  important  de  remarquer  que  si  deux  fonctions 
sont  représentées  par  la  même  caractéristique  F  ou  y,  ou 
f ,  ou  }(,  etc. ,  eUes  sont  formées  de  la  n^èmc  manière  au 
moyen  des  variables  qu'elles  renferment. 

3.  Les  fonctions  se  divisent ,  i^  en  fonctions  simples  ou 
composées  suivant  qu'elles  résultent  d'une  ou  de  plusieurs 
opérations  effectuées  sur  les  variables-,  2^  en  fonctions 
algébriques  rationnelles  ou  irrationnelles  lorsqu'elles  ré- 
sultent des  cinq  premières  opérations  de  l'algèbre ,  et  en 
fonctions  transcendantes. 

4.  Une  fonction  j'  =  F  (x)  est  continue  lorsqu'à  cha- 
que valeur  de  la  variable  répond  une  valeur  unique  et 
finie  de  la  fonction,  et  que  de  plus  un  changement 
infiniment  petit  h  =  ùx  dans  la  valeur  de  la  variable 
indépendante,  produisant  dans  la  valeur  de  la  fonc- 
tion un  changement  Ay  infiniment  peti  t,  la  différence 
ày  =  F(x  -hh)  —  F(x)  =F(a:-f- A:r)  —  F(x)  est  infi- 
niment petite.  Si  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  rem- 
plie la  fonction  est  discontinue.  On  appelle  ici  infini- 
ment petite  une  quantité  très  petite  qui  a  o  pour  limite, 
qui  peut  décroître  indéfiniment ,  sans  s'arrêter  à  une  va- 
leur appréciable,  ou  une  quantité  que  l'on  peut  concevoir 
plus  petite  que  toute  quantité  donnée.  Les  changements 
Ax,  Ay  peuvent  être  positifs  ou  négatifs,  on  les  désigne 
cependant  toujours  sous  le  nom  d'accroissements. 

5.  Lorsqu'une  première  variable  dépend  d'une  ou  de 
plusieurs  quantités  qui  dépendent  elles-mêmes  d'une  ou 
de  plusieurs  autres  variables,  on  dit  que  la  première  va- 
riable est  fonction  de  fonction.  Exemple  :  si  l'on  a 

z  sera  une  fonction  de  fonction  de  x. 
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6.  On  appelle  en  général  limite  d'une  fonction ,  la  va- 
leur vers  laquelle  elle  converge  lorsque  la  variable  dont 
elle  dépend  converge  elle-même  vers  tmé  valettr  déter- 
minée. Cette  limite  p%ut  se  présenter  d'abord  sous  une 
forme  indéterminée,  et  pour  la  calculer  il  faut  souvent 

recourir  à  divers  artifices.  Ainsi,  par  exemple,  les  fonctions 

I 

'         X  .  NX  M^-h^) 

y  =  (^i  ^  X)   -i  y  '=■  —^ '  se  présentent  pour  wC=:o 

sous  les  formes  indéterminées  i** ,  | ,  et  acquièrent  ce- 
pendant, pour  la  valeur  o  donnée  à  la  variable,  les  va- 
leurs finies  e  ==  2,  71828...^  Le  =  p,  a  étant  la  base 

du  système  de  logarithmes  désignés  par  L ,  et  1  représen- 
tant les  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base  se- 
rait e  ou  les  logarithmes  népériens  et  hyperboliques.  La 
considération  de  ces  deux  limites  étant  extrêmement  im- 
portante ,  nous  donnerons  ici  la  preuve  de  leur  existence 
et  le  moyen  de  les  calculer. 

La  variable  x  en  convergeant  vers  o,  ou  plutôt  -  en 

oc 

convergeant  vers  Tinfini,  peut  admettre  des  valeurs  posi- 
tives entières  ou  fractionnaires ,  ou  des  valeurs  négatives. 
Examinons  d'abord  le  premier  cas. 

Si  -  =  m,  m  étant  un  nombre  entier,  on  aura 


X 

I 


(i-|-a?f =(  i-f--)  =i-f-i4-7  — r-- 


m  /»— I  iw— 2    1 
12         6       m^ 


ou,  en  effectuant  la  division , 

(.W-+i(.-i)+ii(-i)( 


m 


2  34V 


I— —  )  (  I—-  iH-etc, 


m  J  \         m  J  \         m 

I.. 
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lorsque  x  egt  très  petit  ou  m  très  grand,  tous  les  termes 


I 

X 


du  second  membre  sont  positifs,  la  limite  de  (i+x) 
est  donc  un  nombre  plus  grand  (me  2.  De  plus  le  second 
membre  croîtra  certainement  si ,  après  avoir  négligé  les 

13  3 

termes  négatifs, , ,——,.„  on  remplace  chacun 

m        m        m  * 

des  dénominateurs  3,  4 9  S-*-  6^*  9  P^i*  un  dénominateur 
plus  petit  2  \  noua  aurons  donc 


I 

«    I   4 


lim.(i4-arf<a4-T+T+74-rî+...ctc.  =  3. 


La  limite  de  (  i  +a:)*  est  donc  comprise  entre  a  et  3.  On 
la  désigne  par  la  lettre  e,  et  Ton  aura  de  e,  qui  est  une 
quantité  incommensurable,  une  valeur  très  approchée  en 
donnant  à  m  une  très  grande  valeur;  en  supposant,  par 
exemple,  m  =  i  000  000,  on  trouve ,  à  un  cenO-x^illièlne 
près,  e  =  2,71828. 

Si  -  eët  un  nombre  fractionnaire ,  il  sera  compris  entre 

deux  nombres  entiers  consécutifs  m  et  n  =:  m  -4i- 1 ,  et 
Ton  aura 

-<- 

I  .  m 

I 

L'expression  (  i  +  ^Y  sera  donc  évidemment  renfermé 
entre  les  deux  suivantes  : 

(■+=f=[('^0'/'""^- 
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Quand  x  décroit  indéfiniment,  ou  cjuand  m  et  /»  cnoissent 
à  l'infini ,  les  deux  quantités  (  i  +  —  J  ,  t  1 4—  j  conver- 
gent l'une  et  l'autre  vers  la  limite  e,  tandis  que  les  expo- 

sants  !-+--,!  H — approchent  indéfinimentde  la  limite  i; 

I  I 

il  en  résultèque  les  deux  expressions  (  i  H —  j  ,  (  i  -f—  )  ? 

lier  CI At»     £ 

et  par  suite  l'expression  intermédiaire  (  i  +  x)'  conver- 
gent encore  vers  la  limite  e. 

Einfin  si  x  devient  négatif,  i+x  sera  plus  petit  que 

I ,  l'on  pourra  poser  i  +  xs=  ,  a  étant  une  quan- 

tité positive  qui  converge  elle-même  vers  zéro,  et  l'on 
trouvera 

I  !■♦-*     r  ilCi-f-»)  . 

(,+a:f=(l+«)    «     =L(l+«)«J 

puis  en  passant  à  la  limite,  lim.  (  i  +  x)'  =  e. 

Considérons  maintenant  l'expression  -^ ^ . 

Ona 

L[(n-*r]=ML±fi, 

donc 

Um.  ï^ii^^  =  lim.  LL  (  I +xf  J  =  L<f, 

ou,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

L(  1 4-^)       I 
X  la 


t* 
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et  par  suite 

lim.  -i — ■ — i  =lrïs:  m-  =  K 
4?  \e 

On  trouvera  aussi  que  le  rapport a  pour  limite  Tu- 

se 

nité,  lorsqu^on  fait  converger  x  vers  la  limite  o.  En  effet, 
sin  X  est  plus  petit  que  Tare  x  ;  Tare  à  son  tour  est  plus 
petit  que  tango:  puisque  le  triangle  formé  par  la  tan-» 
gente ,  la  sécante  et  le  rayon  R ,  et  qui  a  pour  mesure 
-R  tang  X,  est  plus  grand  que  le  secteur  correspondant 
|Rar.  -r 

On  a  donc 

sin^      .  X  9mx  ^    sinor 

<^-=ri,     > •=  oo%x, 

XX  X         Ung« 

Or  coso:  à  la  limite  est  égij  à  i ,  donc  le  rapport  — ? 

X 

toujours  compris  entre  deux  quantités  qui,  à  la  Kmite, 
sont  toutes  deux  égales  à  Tunité,  aura  luî-méme  Tunité 

pour  limite ,  et  nous  aurons  lim.  -^i—  =  i . 

X 

7.  Le  rapport  -^  =— ^ ^-^  se  présente  quand 

o 

néanmoins  en  réalité  une  valeur  finie ,  qui  est  en  général 
une  fonction  nouvelle  de  x,  et  exprime  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  x  la  tan- 
gente à  la  courbe  jr=F(x),  au  point  x^y.  Cette  fonc- 
tion nouvelle ,  limite  du  rapport  de  Taccroissement  de  la 
fonction  à  Faccroissement  de  la  varial^e  indépendante, 
prend  le  nom  de  dérivée  et  se  désigne  par  l'une  desnota- 

tionsj"  ou  r  (o?)  =  liiji.  -~  =  iim,  -«-^ — -i — -^ ^— % 

8,  Puisque  le  rapport-^  a  pour  limite  F' (a:),  il  faut 

c^x 

qu'il  difl%re  de  F'(x)  d'une  quantité  e  qui  s'évanouisse 


on  fait  ^  32.  o  sous  la  forme  indéterminée  -  et  acquiert 
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avec  Ax ,  on  aura  donc 

et  par  suite 

Le  premier  terme  de  l'accroissement  Ay  ou  le  produit  de 
la  dérivée  j<^  par  Faccroissement  Ar  de  la  variable  indé- 
pendante, s'appelle  la  différentielle  de  la  fonction  j^  et  se 
désigne  par  la  notatiom  dys  de  sorte  que  l'an  a  identi- 
quement 

dy  =  j'aj:  ==  Y'{x)^Xy      ou  même      dy  =  ydx  =  F'(j?)éir, 

parce  qu'il  suit  des  définitions  donnéeis,  que  la  difieren- 
tieUe  dx  de  la  variable  indépendante  est  égale  à  son  ac- 
croisseUiènt* 

La  différentielle  sera  d'ailleurs,  en  général,  une  quan- 
tité finie  ou  infinimetit  petite,  suivant  que  l'accroisse- 
ment Ar  =  dx  sera  lui-même  fini  ou  infiniment  petit. 

Quand  Ax  est  infiniment  petit,  e  doit  l'être  aussi,  puisque 

A  y 
le  rapport  —  doit  alors  différer  infiniment  peu  de  sa  li- 

A  Y 

mitey'^  <m  peut  donc,  dans  l'équation  -^  =  j^'  -f-  e,  né- 

gliger  e  par  rapport  à  la  quantité  finie  j^,  ce  qui  donne 
Ay  =^'Ax=  dy^  d*ô^  l'on  conclut  que  la  différentielle, 
lorsqu'elle  esllnfinim^nt  petite,  est  sensiblement  égale  à 
l'accroissement  de  la  fonction  et  réciproquement. 

9.  La  recherche  des  dérivées  et  des  différentielles  des 
fonctions  simples  et  composées ,  l'application  des  proprié-^ 
tés  de  ces  différentielles  et  de  ces  dérivées  à  diverses  ques- 
tions d'analyse  et  de  géométrie,  forment  Fobjet  du  calcul 
différentiel. 
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aurons 


Aj^  ^_    _       «  a* 


=  a* 


Ax  L(i4-ic)~L(i4-i»)' 

et 

Ay  (t' 

si  a  =  e  9  j^=  e*,  on  aura  y  ^le'^  dj ^ e*^*  ^  la  déri- 
vée de  e'  est  cette  même  exp<mentielle  \ 

7«.  Pour  r=Lx,  Ar^L(^  +  ^)-Lx^H"''W^ 


y   •    *  VI 

LAA 

Ax 

Ax 

posons 

zut 

a; 

d'où 

Ax=: 

ax, 

\ 

il  vient 

« 

• 

• 

1 

L(i4-*). 

Ax 

-r'  = 

I 

dy 

X 

z= 

si        a=:ey      7-  =  Le,     on  aura    y  •=.-y     dy  z=. — j 

X  ■        X  ' 

en  posant         . 
d'où 

-—  —  ,9 

sin{x4-^^)— sinx=sin(a+ô)— sin(flr — A)=:2sin6cos^ 

.     ùkX  f         ^    ùiX\ 

=  2Sin  —  cos(  a? 4-—  l 

2      V        2  / 
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il  vient 


sm — 

Ar  a 

-:!.=—- COS 

ùx        nx 


Q*.  Pour  r  =  COS*.      -^  = — ^ — ^ -, 

^  àx  à»  ' 

et  par  une  transformation  semblable  à  celle  qui  précède, 

.   ^x 
sm 

AT 


AX 


lim 


1=  — sm   X  H , 

AJ7         \  îfc  / 


im.  —  =  y=  —  sin4?  =  cosf  j?  H —  ), 
4r  =  — sîndMiv=:;CQô[«H —  j  dxy 


10®.  Pour    jrzrarcsiQx, 


X  =: sin^,    cosj  =  i/^i— 47» ,   Aâ?  =  sin(/ 4- Ax) ''^ si^ ^> 


a       \;        %  J    àx       .   A  j 


ân-^      co8(j  +  ^ 


,.        Ajr  I  1  d:r 


àx  cosj^       V/i  _^*     -^         V^i_««* 

II**.     Pour  /  =  ajrccosx9    j:  =  cosj^,  sinj=l/i— ^, 

Ar  .    /           A r  \ 
\x  =  oos(j  4-  ^x)  "^  cos^  =  —  2  sin  —  sin  (  y'\ 1, 
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AX 


lim.  -=^=7^  = : = 

Ax  srn  j 


V/i  — x* 


,  ^r=- 


d^ 


\/l — ar** 


Remarque.  Si  f  on  ajoiitê  led  différentielles  des  deux 
fonctions  arcsinx,  arccosx,  on  trouvera  o,  ce  qui  doit 
être,  puisque  la-somme  de  ces  deux  arcs  est  ëvidemment 
égale  à  une  quantité  constante  dont  la  différentielle  est 
nécessairement  nulle. 


f:.;'     f. 


;i): 


\.  — 


.-.)■» 


.  *-. 


--  I      ; 


•  •l 


-".«  »  I 


.  ». 


(      1   t" 


TROISIÈME    LEÇON.  l3 


TROISIEME  LEGON. 


DériTées  et  différentielles  des  fonctions  de  fonctions ,  des  fonctions 
composées  et  des  fonctions  implicites. 


11.  Supposons  que  z  soit  une  fonction  de  fonction  de 
x,  déterminée  par  les  équations  z  =  F(/),  j  =f(^x)  5 
en  donnant  à  a:  un  accroissement  Axj  jretz  prendront 
des  accroissements  A/,  Az ,  et  l'on  aura 

&  la  limite ,  le  premier  facteur  -^ — ^  devient 

cyidemment  la  dérivée  de  z ,  prise  par  rapport  à  jr,  comme 
si  jr  était  variable  indépendante  ]  désignons  cette  dérivée 
par  z'^,  nous  désignerons  par  z'j,  la  dérivée  de  z  prise 

par  rapport  à  x,  ou  la  limite  du  rapport  —  ^  le  deuxième 

facteur  -ç-  a  pour  limite  la  dérivée  y,  ou  ^  de  j^  prise 
par  rapport  à  x*^  nous  avons  donc  en  dernier  résultat 

Ainsi  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction ,  est  égale 
au  produit  de  deux  dérivées ,  l'une  z  y  prise  par  rapport 
à^,  comme  sij^  était  variable  indépendante,  et  l'autre j'^^p 
prise  par  rapport  à  x.  En  désignant  par  d^z^  dyZ^  d^y  les 
différentielles  de  z  prises  par  rapport  à  a:  et  à  j^  et  de  j^ 
prise  par  rapport  à  x ,  on  aura  ,  n*^  8 ,  en  vertu  des  défi- 
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nitîons  admises, 

dgZ^=i2fgdXy     dyz:=ztfydyj     d^y  =  y ^dx -=: / dx ^ 

et  par  suite 

dxZ^djZ  d^       ^^:— 4f   ^iL dx 
dx        dy*  dx^     dx  dy'  dx 

On  est  convenu  de  supprimer  les  indices  x^  jr  et  d'ëcrire 
simplement 

dz  dz    dy     ^,    ^  ^^  j 

dx       dy' dx^   dx  dy  dx       ' 

en  laissant  aux  dénominateurs  dx^  dy^  dësonoials  insé- 
parables des  numérateurs,  à  désigner  que  les  dérivées  soiit 
prises  tantôt  par  rapport  à  y ,  tantôt  par  rapport  à  X. 

.  dz 
Ainsi  —  n'est  pas  proprement  une  fraction  ^  mais  un  sym- 
bole, une  notation  qui  indique  la  dérivée  de  z  prise  pair 
rapport  ky.  On  écrit  cependant  souvent  ^^  =  j"  ^  ^i 

au  lieu  de  —dx  =  —  .--f-  dx  ^    pare©  que  Je  second 

membre  indique  suffisamment  par  sa  forme  que  la  diffé- 
rentielle du  I®'  est  prise  par  rapport  à  x. 

Si  l'on  avait    McrF(-c),     z^f(j),    jr  =  ^(jr), 
on  aurait  de  même 

^U_Y{z+^z)—Y{z)     f(y+^r)—/{y)^y 
Aj?  Au  Ay  Ajp 

Les  trois  facteurs  du  2®  membre  ont  respectivement  pour 
limites  les  dérivées  u',,  z'^,  y^^  de  u  par  rapport  à  z,  de 
z  par  rapport  k  y^  de  y  par  rapport  à  ^;  on  aura  donc 
a,  =  u\*z'j  .y^y  et  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonc- 
tions est  toujours  égale  au  produit  des  dérivées  de  toutes 
les  variables  prises  chacune  par  rapport  à  celle  qui  la  suit 
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OU  dont  elle  dépend  immédiatement,  comme  si  elle  était 
variable  indépendante.  En  admettant  les  notations  précé- 
dentes, on  aura 

dgU       d^u  djZ  d^y 
dx        dz*  dy*  dx  '* 

que  Ton  écrit  simplement 

du du  dz  dy  dudz  dy 

dx      dz  dy  dx^  dz  dy  dx 

Applications,  i°.      z=.  y^     z'  -==.  y'^     dz  •=.  dy, 
2°.  z  =z  a  ±^, 

y  étant  une  fonction  de  x ,  on  aura 

une  constante  ajoutée  à  une  fonction  ne  change  rien  à  sa 
dérivée  ou  à  sa  différentielle ,  et  par  conséquent  deux  fonc- 
tions qui  ne  diâërent  que  d'une  quantité  constante  ont 
la  même  différentielle  et  la  même  dérivée. 

-  dz        dy      .  dy  ^ 

3".  z=zay^  — =:a— ,   dz=za—dx=:ady. 

On  différentie  sans  avoir  égard  à  la  constante  qui  reste 
simplement  en  facteur. 

.         a     dz a       dy a      ^ 

dz=.^±^dx=.-^^-^. 
y*dx  y^ 

t.  dz  dy  , 

fiz  =  ar''''^-^i 


ay'^''^~-dx=:ay'^''^dy', 
ux 
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La  diflérentielle  d'un  radical  du  second  drgré  est  donc 
toujours  égale  à  la  différentielle  delà  quantité  sous  le  radi- 
cal diTisée  par  le  double  du  radical. 

'  ^      (Ix  dx      . 

^  -^^    dx^yXadx'  y\adx  y\a  ^ ' 

dz  dr       ^  dy  .  , 

9.°z  =  sin/,  —  =cosj^,  «fz  =cosj^€/x=cosjrf/; 

dz       .     .     dy    .  *      dy  .      . 

I  o«.  z = cos/,  ^  = — sïnr^»^*= ""*^°^^^^=  ~  sinr«r; 

û^^  J dy      .  __       ^r 

11°.    Z=:arCSm/,    -j-  =  — > -:r-»    «2; —  --.: — :^=rr, 

*^       dx         \/i  yidx  \/i  jr* 

dz  ^        dy     ^  dy 

12°.  z=arccosr  -— = — -    rfz= -. . 

^^dx  \/y^y^dx'  .     X/^i—y* 

La  règle  générale  est  donc  de  différentier  conune  si  jr 

,  dy 
était  variable  indépendante,   puis  de  substituer  à  — ou 

à  djr  y  leur  valeur  en  a:  tirée  de  l'équation  j^  =J'(x). 

12.  On  calcule  avec  non  moins  de  facilité  les  dérivées 
et  les  différentielles  des  fonctions  composées. 

1°.  Pour  u  =  z  ±: j^,  on  trouve 

AM       ^z  _.Ay      ,      du        ,_,     ,      dy_.dz       ,  ,     . 

—  =  — ±:— ,  a'=:  — =y±z'=-f  ±:  — ,    du  =  dy±dz. 
^x      ùiX      ^x  dx  dx      dx 

La  dérivée  ou  la  différentielle  de  la  somme  ou  de  la 
différence  de  deux  fonctions  est  égale  à  la  somme  ou  à 
la  différence  des  dérivées  ou  des  différentielles  de  ces 
fonctions. 
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2°.  Pour  M  =  zy, 

Air  Aj?  ao?  aj?       Ax       * 

-.        Aô  ,       du  dy'  dz  ,  ,        , 

Ax  aJ?  dx  ax 

Plus  généralement  si  w  =  vuzy.,,^  on  trouvera 

«»'  =  -T-  =  ««^...p'+pz/...  w'  +  vuy>,.,z'  -f-  vuz,.,y  +  etc.  ; 
//w'  ==  ttzy,.,dç  +  çzy..^du  +  vuy.,^dz  +  t'ttz... c?^  +  etc.  ; 

c'est-à-dîre,  que  pour  avoir  la  dérivée  ou  la  différen- 
tielle d'un  produit,  il  faut  dans  ce  produit  remplacer 
tour  à  tour  chaque  facteur  par  sa  dérivée  ou  sa  différen- 
tielle et  faire  la  somme  des  produits  ainsi  obtenus. 

On  peut  arriver  d'une  autre  manière  à  cette  conclusion. 
En  effet,  l'équation  tv  =  vuzj...  donne 

^»  =  p*M»zy . . . ,     Icv»  =  lii'»  +  la*  +  Iz*  +  \y^  +  etc.  ; 

en  diffërentiant  les  deux  membres  de  cette  équation  iden- 
tique ,  on  trouve 

dw       dv        du    ,   dz        dy 
(V  V  u  z         y 

dw  =  uzy...dv^vzy,,.du  +  puy..,dz  -j-  puz»..dy'{- etc. 

Nota.  Nous  avons  élevé  au  carré  pour  éviter  les  loga- 
rithmes imaginaires,  dans  le  cas  où  les  quantités  t',  «, 
z,  y...  seraient  négatives. 

Exemples  :  zz=zx\x,      z=zafe^', 

Az  Ar 

y _.  3  _^ 

^  Z       AK        /z-|-AZ       2\    I  àX  &x 

3«*.  Pour  u=-,  — =    — — —  =-_ — 

y     AX      \y+  Ay     y)  Ax       j  (7  +  A/) 

Aa          ,       du       yz'—zy'               ydz  —  zdy 
hm.  —  =  m'  =  ^p  = 1 ,   du  z= . 

AX  dx  j*  y^ 

1 
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La  différentielle  d^une  fraction  est  donc  égale  au  déno- 
minateur multiplié  par  la  différentielle  du  nimiérateur, 
moins  le  numérateur  multiplié  par  la  différentielle  du 
dénominateur,  le  tout  divisé  par  le  carré  du  dénominateur. 
On  pourrait  arriver  au  même  théorème  de  la  manfère 
suivante  : 

L'équation  u  =  -   donne 

,  ,  du       dz        dy      ,         y-dz^^zàY 

-^      w      «      r  r* 

4^  PourM=j^% 

du        dy 
lu=z\Xy  —z=z-^+dz\y^    duz=y*'''[zdy+y\ydz]. 

«  X 

13.  On  peut  déduire  de  Texamen  de  ces  divers  cas 
particuliers  la  règle  générale  suivante  :  pour  différentier 
une  fonction  composée  quelconque,  il  suffit  de  différen- 
tier tour  à  tour  par  rapport  à  chacune  des  fonctions  dont 
elle  est  formée,  conune  si  les  autres  étaient  constantes, 
et  de  faire  la  sonmie  des  quantités  ainsi  obtenues.  En 
vertu  de  cette  règle ,  les  équations 

donnent  bien 

dç  =  yzdu  +  uydz  +  uzdy ,     du  =  y*"'  [zdy  '+'y\ydz) , 

du  =r  x*(  1  +  Lf)  dx. 

^     ,.  ^  sinar       ,        cosa:  ,     ,  sin*j:  , 

Applicat.   r  =  tangj?= ,    «r  = or  H or, 

^^  "^  ^         cmx       -^       cosx  cos»x      * 

dx 

008  ar      ,  sin  a:  ,         cos*  x 

y=cotx  =  -; ,   tfr=  — -; //r— -: , 

sm  X  %\nx  sin*x 

dx 
dy=.  —   .   ,     :=  — (i  -t-cot'x)dlr: 
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sin  r       ,  dy 

dx 
dy=zax  ces*  j  = 


dx 
jr=  arc  cota:,    fl[y  ==  — £/lrsln*/=:  — 


I+J:* 


Si  l'on  a  plus  généralement  a  =  F(/,  z)^jrelz  étant 
deux  fonctions  quelconques  de  or,  d'après  la  règle  ci-dessus 
énoncée ,  la  diflFérentielIe  du  se  composera  de  deux  par- 
ties^ l'une  sera  la  différentielle  de  F(j^,  z)  prise  par  rap- 
port à  y  comme  si  z  était  constant ,  différentielle  que 
l'on   peut   et  que   Ton    doit  désigner  par   la   notation 

— ^'^^  ■  -?-dx.  ou  simplement  ^-rfr: l'autre  seraladiffé- 

dy       dx        ^  ^  dy  -'  ^ 

rentieDe-7-  dz  ^{^^{y^  z)  prise  par  rapport  à  z  comme 

si  y  était  constant  ;  on  aura  donc  du  ^=.  —  dy  -{- —  dz  \ 

or  cette  équation,  qui  est  d'une  très  grande  importance 
dans  la  recherche  des  différentielles ,  peut  se  démontrer 
facilement  comme  il  suit.  En  effet ,  donnons  à  x  un  ac- 
croissement Lx^y^  z^  u  prendront  des  accroissements 
t^y ,  tiz ,  Au ,  et  nous  aurons 

Atf__F(jr-f-Aj,  z+Az)— F(7,  z)_F(j-f-Ay,  z)—Y{y,  z)  b.y 

tiX  Lx  Ay  AJ7 

Y{y  +  ^yy   z  +  ^z)—Y{y  +  ^y,  z)  Az 

£iZ  Ax' 

En  passant  à  la   limite,  le  i®'^  membre  devient  —  ^    le 

dx 

i®*^  terme  du 2® membre  est  -r-  .  -^  ou  le  produit  de—  nar 

dy    dx  ^  dx  '^ 

la  dérivée  de  F(y^z)=:u  prise  par  rapport  ày,  comme  si 

y  était  seul  variable,  et  z  constant.  Pour  mieux  connaître 

2. . 
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ce  que  sera  à  la  limite  le  second  facteur,  faisons  d'aboiti 
ùy  =  o,  il  devient 


^  AO? 


9 


et  si  Ton  y  fait  de  plus  Az  =  o ,  on  voit  évidemment  que 
ce  terme  à  la  limite  est  bien  le  produit  de  -p  par  la  déri- 
vée de  F(j^,  z)  prise  par  rapport  à  z,  comme  si  z  était 
seul  variable ,  et  j  constant.  Nous  avons  donc  réelle-^ 
ment 

du       du  dy       du  dii  ,  du    ,     ,    du    , 

—  =  —  -^  -4 et  du  =  —  dy  +  —  dz . 

dx       dy  dx       dz  dx  ^X  ^^ 

Si  l'on  avait  w  =  F(j',  js,  ii,  t^ ,.••)>  ^^  trouverait  de  la 
même  manière 

dw   ^      ^    dw        ,    dw         ,    dw  ,    ^ 
dfP  ^=.  -T-  dy  A-  —-  dz-\ — —  duA — ^d('  +  etc. , 
dy    '^         dz  du  dp 

et  la  règle  que  nous  avons  donnée  plus  haut  pour  la  dif- 
férentiation  des  fonctions  composées,  se  trouve  rigou- 
reusement démontrée;  c'est-à-dire  que  pour  obtenir  la 
différentielle  d'une  fonction  composée ,  il  suffit  de  diffé- 
rentier  tour  à  tour  par  rapport  à  chacune  des  fonctions 
composantes,   et  de   faire  la  somme  des  différentielles 

ainsi  obtenues.  Ces  différentielles  -j-dr.   -r-dz.  -r  du. 

dy   ^  ^    dz  du 

"j-dv^  s'appellent  les  différentielles  partielles  de  la  fonc- 
tion F(j^v  ^1  ^1  ^v)' 

Exemple  :  si  u = F  (sin  x ,  cos  x) ,  en  posant  sin  x  =  J^^ 
cos  jc:  =  z ,  on  aura 

du  du 

dwzn-r  ces  xdx  —  -r-  sinxr/j?; 
dy  dz 

et  si  a  =  cos*  x  -(-  sin*  j?  , 

du-=.  —  2  cos  x^viixdx-\-  2  sin  j:  cos  xdx  •=.  o^ 

ce  qui  doit  être  puisque  cos*  x  -f-  sin*  jc  =  i . 
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14.  n  reste  à  déterminer  les  dérivées  et  les  diflFéren- 
tielles  des  fonctions  implicites. 

On  a  déjà  vu  que  si  deux  fonctions  de  x  ^  y  et  z 
sont  identiquement  égales,  c'est-à-dire  ofirent  toujours 
la  même  valeur ,  quel  que  soit  x ,  Téquation  y  =  z  en- 
traîne les  suivantes 

jr^Ajr  =  z  +  A7iy  — =  — ,  y'  =  z\  dyzrzdz-, 

aX        aX 

les  dérivées  et  les  dîflerentielles  de  ces  fonctions  seront 
donc  aussi  toujours  égales.  De  plus,  si  une  fonction  de  x 
est  nulle  identiquement,  c'est-à-dire  quel  que  soit  x^  sa 
dérivée  et  sa  difierentielle  seront  encore  identiquement 
nulles.  En  effet,  l'équation  identique  j^=:;  F  (jr)  =^0, 
donne 

y  +  ^X  =  ¥(x  +  ^x)—F{x)=:o,  aj  =  o,  ^  =  0, 

àx 

rfr 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  implicite  quelconque 
donnée  par  l'équation  u  =  F  (x  ^  y)  =  o.  Si  dans  cette 
équation  l'on  substituait  à  j^  la  valeur j^  =y*(:p)- qu'on  en 
retirerait  en  la  résolvant,  l'équation  résultant  de  la  substi- 
tution, F[j:,  f(x)]=o^  serait  identiquement  nulle  ou  serait 
vérifiée  quelle  que  fût  x ,  sa  différentielle  et  sa  dérivée  se- 
raient par  conséquent  nulles  aussi.  Si  donc ,  en  considé- 
rant y  comme  tenant  la  place  de  sa  valeur  en  x ,  on 
différentie  l'équation  F(x^  y)  =  o^  il  faudra  égaler 
cette  différentielle  à  o-,  or  l'équation  F(a:,j^)  =  o  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  l'équation  u  =  F  (y^  z) ,  celui 
où  zi=  o,  y  =J'(x)  ,  z  =  X'^  sa.  différentielle  sera  donc 

du  du  du  du 

-~  dx  +-r-  dy.  et  nous  aurons  -j-  dx  +--r-  dx  =  o, 

dx  dy    ^  ^  dx  dy 
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d'où 

du  du 

dy  dx         .  dx    ^  ^ 

-j-:=  —  -7-,     iary:=— -—  dx,     .  ' 
dx  du         '^  du 

n  est  donc  facile  dans  tous  les  cas ,  sans  résoudre  Féqna- 

dr 
tion  F(a:,  r)  =  o,  d'obtenir  la  dérivée  -^  ,  oula  diffé- 

dx 

rentielle  dj  ;  il  suffit  pour  cela  de  prendre  les  dérivées  du 

I*'  membre  tour  à  tour,  comme  si  x  et  j^  étaient  variables 

indépendantes  ;  le  quotient  de  ces  dérivées  pris  en  signe 

contraire  donnera  la  dérivée^;  en  le  multipliant  par 

dx  on  aura  la  différentielle  dy. 

1^^  Exemple: 

^^+x^— 3flrj:j=o  ;    —  =  Zx^  —  Zay ,      —  =  3/*  —  Zax\ 

donc 

dy 3^'-^ay ay^-^x* 

dx  y^^^ax      y^-^^ax 

a®  Exemple  : 

du  .  du  - 

y* — a:/=:o,      ^=^*^ — X^^^^y     —  =  xy*"^  —  xX  Ix; 

donc 

dy  _yxf^^  — y*  \y  _y* — xy\y 

dx       xy*"^  —  x^ l  X       X*  —  xy  \x  ' 

Nota.  Dans  les  équations  qui  précèdent,  aux  notations 

— ,  ;!-•••?  on  substitue  souvent  les  notations  équivalentes 

dY    d¥ 
dx  ^  dy* y  ' 
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Des  dérivées  et  différentielles  suncessives.  —  ChangemeDt  de  la  variable 
indépendante.  —  Différentielles  des  fonctions  imaginaires. 


15.  La  dérivée  F  (or)  d'une  fonction  quelconque  F  (a:) 
étant  généralement  une  nouvelle  fonction  de  x ,  elle  aura 
aussi  sa  dérivée  et  sa  différentielle ,  et  Ton  conçoit  que 
d'une  fonction  donnée  F(x)  on  pourra  déduire  en  géné- 
ral une  suite  de  fonctions  nouvelles,  dont  chacune  sera 
la  dérivée  de  la  précédente.  Ces  fonctions  nouvelles  sont 
ce  qu'on  nomme  les  dérivées  des  divers  ordres  de  y  ou 
F(x),  et  on  les  indique  à  l'aide  des  notations 

/,/',/'' r^"-'^  r^^^ 

ou 

Ainsi  ^'  ou  F'(a:)  sera  la  dérivée  du  premier  ordre  de  la 
fonction  proposée  y  =:  F(x)  \  y  ouF"(jr)  sera  la  dérivée  du 
second  ordre  dej^  et  en  même  temps  la  dérivée  du  premier 
ordre  dej'. . .  EnlÇn  j^^"^  ouF^"^  (x)  {n  désignant  un  nombre 
entier  quelconque)  sera  la  dérivée  de  l'ordre  /i  de  j^  et  en 
même  temps  la  dérivée  du  premier  ordre  de  j^^"~*\  etc. 

16.  Comme  la  différentielle  dy  =ydx^  d'une  fonc- 
tion de  la  variable  x  est  une  autre  fonction  de  cette  va- 
riable ,  on  pourra  la  différencier  plusieurs  fois  de  suite , 
et  l'on  obtiendra  de  cette  manière  les  différentielles  des 
divers  ordres  de  la  fonction  y.  Il  semble  qu'il  faudrait  les 
désigner  par  les  notations  d.dy^  d,d,dy...  d.d.d.d.dy; 
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mais  on  est  convenu,  pour  abréger,  de  les  écrire  de  la 
manière  suivante 


àjTy  d^y  d^jTj  rf^,. . .  d^jr- 

n  existe  entre  les  dérivées  et  les  différentielles  successives 
des  relations  remarquables  qui  peuvent  cependant  être 
regardées  conune  le  résultat  de  certaipes  conventions. 

Pour  calculer  rf*y,  il  faut  différentier  l'expression 
dy  =zydx\  or  dans  cette  expression  on  regarde  le  facteur 
dx^  qui  est  l'accroissement  arbitraire  Aa:  attribué  à  la 
variable  x  dans  la  première  différentiation ,  comme  in- 
dépendant de  cette  variable ,  et  il  l'est  en  effet ,  comme 
ne  variant  pas  avec  elle  :  y'dx  :=^Y'  {x)dx  est  donc  un 
produit  dans  lequel  le  facteur  dx  est  constant,  et  dont  on 
obtiendra  la  dérivée  en  donnant  à  a:  un  nouvel  accrois^ 
sèment  A^ ,  et  prenant  la  limite  de  la  quantité 


dx 


F'(^  +  Ax)-«F'(x) 


Ax 


limite  qui  est  évidemment  égale  ky'dx  :  telle  est  donc  ^a 
dérivée  de  c?jr,  et  si  l'on  conviexit  de  prendre  le  second 
accroissement  Ar  égal  au  premier  dx ,  la  différentielle 
de  dy  seray^/o:',  et  l'on  aura 

d}x^iy^cLc^. 

En  procédant  delà  même  manière,  on, aura  successive- 
ment 

d^X = d  ydx^  =  dx^dy'=f'da^,  d^y  =f"dx^  ...d^y  =y^')daf*. 

La  différentielle  de  l'ordre  quelconque  n  est  donc  égale 
à  la  dérivée  de  l'ordre  n  multipliée  par  la  puissance  »'*""^ 
dx^^  de  l'accroissement  arbitraire  attribué  à  la  variable  Xy 
et  réciproquement  la  dérivée  de  l'ordre  n^  /^"\  est  le  coef- 
ficient par  lequel  il  faut  multiplier  la  n'^'""'   puissance 
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dsf^  de  dx  =  Aa: ,  pour  obtenir  la  différentielle  de  Tor- 
dre n.  C'est  pour  cette  raison  quejr(")  est  quelquefois  ap- 
pelé le  coefficient  différentiel  de  l'ordre  n. 

Appliquons  ces  principes  généraux  d'abord  aux  fonc- 
tions simples  : 

1».    jz=a-|-^,  /  z=  I,  /'z=  o,  ^*'  =  o...7('»)  z=o, 
2°.    y  =  a — 0?,  y= —  I,  y'  =  o,  /'=o.  ..jC»)=o, 

3*».    x=;ax,  y  =  a,  /'  =  o, . .  .j^-C")  =  o^ 

dy  =  adx,   d*jr  =  o,  ..dy=:  o; 

j(«)  =(— l)»1.2.3.  .  ./2fl^"(»+0^ 

d^X  =  { —  i)'i.2.3...««x"(»-**Od:r". 

Le  coefficient  (-r- 1)"  exprime  que  la  dérivée  est  accomr 
pagnée  du  signe  —  quand  n  est  impair,  et  du  signe  -f- 
quand  n  est  pair. 

^C'«)  =  /r(a — i)(a  — 2).  . .  [a^-n  •\-\)af^\ 
d^y'=za{.aT'  1).  .  .(«r—  «  +  1  )af^'^daf'. 

Cette  dérivée  de  l'ordre  n  ne  sera  jamais  nulle  si  a  est  un 
nombre  fractionnaire  ou  une  quantité  négative ,  mais  elle 
s'évanouir^  si  a  est  un  nombre  entier  m ,  quand  n  sera 
égal  à  m  H-  I .  Ainsi  la  dérivée  et  la  différentielle  de  l'or- 
dre (m  -f-  i)  de  x^  sont  nulles^  la  dérivée  de  l'ordre  m 
est  la  quantité  constante  m  (m  —  ')(''*  —  2). . .  i,  ou 

Si 
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toutes  les  dérivées  de  eF  sont  cette  même  exponentielle. 
Les  dérivées  successives  à&  y  -=.  e"*,  sont 

et  l'on  a 

f i)  «-« 

^(n)=ri_^ — _£ .1  .2.3...(«— l)a:"", 

rfC'»)j=:^ -^^ —  .1  .a.3...(/i —  i)a:-"»<i!r" 

,        .       1 .2.3. .  .(/i— I  ).Ltf  , 

8**.  j^=.sina:,  /'  =  sin[dr  +  -)»  j"  =  sinfx  +  2-J... 

sin  (  0?  +  «  -  )  u^a  que  quatre  valeurs  différentes  ;  n  en 
effet  ne  peut  avoir  qu'une  des  formes  suivantes  : 

Dans  le  premier  cas 

sin ( X +^ -  )  =  ^ («V  +  2''''')  =  sin X ; 
dans  le  deuxième  cas 

sin(  x  +  «- j  =  sin  f  x  +  2/w7J  +  -  J  =  cosx; 

dans  te  troisième  cas 

sin(  X  +  «  -  ]  =:  sin  (x  +  2//ît  +  ii)  =:  — sin  x ; 
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dans  le  quatrième  cas 

sinf  4r  +  «-]=smfx+  ^f^''^  +  3  -  j  =  —  oos  j:. 

Les  dérivées  de  sm:c  n'offrent  donc  que  quatre  valeurs 
qui  se  reproduisent  périodiquement. 

90.  yzricosx^y  z=  cos(^+- j,  ^''  =  cosf  x-l-a- J... 
jr(»)  =  cos  (x-^n-jy    </(")j  =  ces (x  +  n-j  daf^. 

Ici  encore  les  dérivées  n'ont  que  quatre  valeurs  distinctes, 
006  a: ,  —  sin  x ,  —  cos  x ,  H-  sin  x^  qui  se  reproduisent 
périodiquement. 

lo®.  j^  =  arcsinj?,  y=(i  —  j?*)""» ,  y  =  a?(i  — ar*)"«, 

y^=;(l +2x»)(i — or*)"»,  etc.; 


11°.  jr=z:arc  cos  x^  ^•'=—(1—0?*)"  a ,  /"== — ir(  1  — <c*)   » ,  etc. 

17.  Quand  z  était  une  fonction  de  fonction,  déterminée 
par  les  équations 

z  =  F(r),  X  =/(*), 

nous  avons  trouvé 

, dz  dz     dy 

dx       dy*  dx^ 

dz 
en  différentiant  une  seconde  fois ,  et  remarquant  que  -^ 

dy 
est  une  fonction  de  y^  -^  une  fonction  de  x^  nous  au- 


rons 


d^z        d*z  dy*    .    dz  d*y      ^         d*z   ,  dz    , 

dx*       dy*  dx*       dy  djfi^  4y*   -^         dy  .  -^ 
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Une  troisième  différentiation  donnerait 

5P~âp5r^"*"     '^^dxdx^'^^dj^* 

^         {Pz    ,  ,    ,    ^  d*z    ,    ^  ^2    rt 

Exemple:  z  =  Ij,  ^  :=  sina:. 

On  trouve 

^(^  =:cosâ?d[r,       rf*^  =  — '  sin  j?£ir* ,       </'^  =  — cpsardlr^, 

«fe I i         rf*z I  I        d^z a 2 

djr      jr      ânx  '  djr*  y*  $in*x'  dy^      jr^     sin^jF  ' 

«s  =  a .  1  sua  a:  =:  — ; — oxt    a*z  i=  a» .  I  sin  a:  = -^r; -: • 

sin;r  8m*ar  ' 

d^z  =  rf'.lsina:=  -r-; —  dx^. 

sin^o: 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  marche  à  suivre 
dans  tous  les  cas  particuliers. 

18.  Supposons  enfin  que  u  soit  une  fonction  composée, 
pu  que  Ton  ait 

Nous  avons  trouvé 

f du du  dy    ^  du  dz 

dx       djr  dx       dz  dx' 

Différentions  une  seconde   fois ,  en  nous  rappelant  que 
—,  —  sont  des  fonctions  immédiates  dej^  et  de  z ,  et  des 

d'Y      d% 

fonctions  de  fonctions  de  x^  tandis  que  -^,  -j-   sont 

^        dx     dx 

seulement  fonctions  de  a:  ;  de  plus ,  désignons  par  les  no- 

d^u         d^u   y       j  r  .    /       -t    du     du      .         , 
tations  -I — T ,   -1 — r  les  dérivées  de  -^ ,  -;-  prises,  la  pre- 
dzdy      dydz  dy     dz  ^  ^ 

mière  par  rapporta  z,la  deuxième  par  rapport  à  j",  ou  ce 
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qu'on  obtient  en  diflerentiant  u  d'abord  par  rapport  à  j^, 
puis  par  rapport  à  z,  ouen  premier  lieu  par  rapport  à  z, 
et  en  second  lieu  par  rapport  à  y  ]  nous  montrerons  plus 
tard   que  ces  deux  quantités  sont  égales,  ou  qu'on   a 

=  :  cela  pose ,  nous  trouverons 


dzdjr         djrdz 

d^u       d*u  dy*    .    du  d^r   .        d*u   dy  dz      du  d*z      d^u  dz* 
^ :L—  -1. £.  -J«  2 — •+• ■+• 

dx*       dx*  dx*       dj- tlx^  dzdy  dx  dx      dz  dx^      dz^  dx^  * 

_  d^u   ,       ,  du  ^     ,       d^u     ,    ,     ,    du  .      .  d*u    , 

'^«  =^''^'+^'^^+»^^*<^+^'^'+^  *•• 

Pour  différentier  une  troisième  fois,  on  désignerait 

d^u         d^u     ,        •■/./.        1  .   /    d^u       d^u 

par    ,      ■  >    r-r-  les  dérivées  des  quantités -7- ,     ,  ,    , 
^       dzdy*^   dydz^  ^  ^*'    cfe^r 

-j-^ ,  prises  pour  la  première  par  rapport  à^,  pour  la  seconde 

par  rapport  k  z  elky^  pour  la  troisième  par  rapport  ky* 

Nous  prouverons  aussi  plus  tard  que  ces  dérivées  offrent 

*  ,  1  •!•    •  d^^       d^^         ^'« 

seulement  deux  valeurs  distinctes  ——--=-- — r-=  ,   ,  ,  , 

dzdy*^      dy^dz      dydzdy 
dès  lors  il  serait  facile  d'é- 


dydz^         dz^dy        dzdydz  ' 

d^u 
crire  la  valeur  de  -7-3  ou  de  iPu. 

Exemples •-  uz=yzj  y  =ismxj  z=  cos Xy 

dy:=zcosxdxy         d*y  =z -^  un  xdx*  ^ 
£/z  =  -—  sin  xdxj     d^z-=  —  cos  xdx^ , 

du du  d^u  d^u  d^u  d*u 

^~"^'    ^""•^'  ^~"^'   ^■~®'  d^'^Tfyd^'^^' 
du  =z  z  cosxdx  —  y  sin  xdlr  1=  cos*  xdx  —  sin*  a:dlr , 
d^u=:  —  cosxsttiâ;^^  —  2  cosxsinxfl/lr*  —  cosj:  sin  x  dx*y 

ou  enfin 

rf»a  ziz"^  ^sinxcosxdx*. 

On  trouvera  facilement,  d'après  ce  qui  précède,  que  les 
dérivées  n'*'^'  des  fonctions 
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az=:j+»,     a=j^  — Z,    Il  =  a/ +  6z  +  ®^» 

sont 

d^{ay  +  ^z  +  etc.  •  •  )  :=  flrf'y  +  bd^z  +  etc. , 

€/»+'(aa?»+  ^a:»-' H- etc. )  =  o. 

La  différentielle  n'*"^  d'une  somme  ou  d'une  différence, 
est  donc  encore  égale  a  la  somme  ou  à  la  différence  des 
différentielles  »'*"**'. 

19.  Scolie.  Reprenons  les  équations 

quand  x  est  variable  indépendante  on  obtient  immédia- 
tement les  dérivées  et  les  différentielles  successives  en  re- 
gardant dx  comme  une  quantité  constante,  mais  si  x 
cesse  d'être  la  variable  indépendante  et  devient  fonction 
d'une  autre  variable,  dx  sera  aussi  une  fonction  de  cette 
variable,  et  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  les 
deux  équations 

V 

et  ayant  égard  aux  règles  ci-dessus  établies ,  on  trouve 

dy  =f'{x)dx,     d^y  T=Lf'\x)dx'  +/'(^)^:p, 
d^y  =/'"{x)dx^'^3/''{x)dxd»a:  +f'{x)d^x. 


,_dy         „ ^  dx  __  dxd^y-^dyd^x 

^  ^di'     -^  -"     'rfï*-  d^  ' 

dxd}y  —  dyd^x 

dï^ 
y    -^z  a, 


dx 
dx(dxd^y'-^dyd^x)''^3d*x(^dxd^y—^dyd*x) 

"""T  d^^ 


•  • 
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Ainsi  y  1^  pour  passer  du  cas  où  la  variable  x  est  varia- 
ble indépendante  au  cas  où  elle  cesserait  de  Tétre ,  il  suf- 
fit de  substituer  aux  valeurs—-,     -r^»     -r^,  etc.,  des 

ax      dx^       dx^ 

dérivées  j/,  j^,  y^ ...  les  nouvelles  valeurs  données  par 
les  équations  qui  précèdent  ;  2®  pour  revenir  au  cas  où  x 
serait  variable  indépendante ,  il  suffit  de  supposer  la  diffé- 
rentielle dx  constante^  et  par  suite  d^x=o^  d^x=o^  etc.^ 
on  retrouvera  en  eflfet  de  cette  manière 

3°  dans  ces  substitutions  ou  dans  ces  cbaugements  de  va- 
riable indépeudante,  la  dérivée  du  premier  ordre  est  la 

seule  dont  l'expression  ^  reste  la  même ,  de  sorte  que  les 

formules  qui  ne  contiendraient  que  des  dérivées  du  pre- 
mier ordre,  conserveront  seules  la  même  forme  dans  tous 
les  cas. 

20.  Pour  obtenir  les  dérivées  ou  les  différentielles  suc- 
cessives d'une  fonction  implicite  donnée  par  l'équation 
Il  z=zT(Xyy)  =  o,  on  pourra  partir  de  l'équation 

I  du  du 

dr  dx*  ,  dx  , 

_=-^   ou   rfr=-^^, 

dy  djr 

qui ,  différentiée  plusieurs  fois ,  donnera  immédiatement 
les  dérivées  et  les  différentielles  cherchées  \  mais  il  y  a 
souvent  de  l'avantage  à  déduire  ces  différentielles  des  équa- 
tions que  l'on  obtient  en  différentiant  de  nouveau  l'équa- 
tion 

du  .        du  , 

Dans  cette  équation  comme  dans  toutes  celles  qu'on  en 

déduit,  les  dérivées  partielles -z~,  -r-,  -7—-,  etc.,  seront, 

•■•  ax     dy     ax^ 
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en  général  y  des  fonctions  de  or  et  de  j*  :  la  fonction  im- 
plicite j",  ail  contraire,  et  ses  différentielles  dy^  rfy, 
^j^^  etc.,  doivent  être  supposées  tenir  la  place  de  leurs 
valeurs  en  x  ;  dans  cette  hypothèse  les  premiers  membres 
des  équations  sont  identiquement  nuls,  et  il  faudra  tou- 
jours égaler  leurs  diflerentielles  à  o.  On  trouvera  de  cette 
manière 

d^u    ,         d*u    dr    ,   d^udy*       dud*Y 
-j«  2 IL.  J_ ±_  «1, :L  ^^2  o 

dx*  dxdydx       dy*  dx*       dy  dx*  ' 

d^u  d^u    djr  du  d^Y 

dx^  tlx^dy  dx  dy  dx^ 

On  a  quelquefois  aussi  besoin  de  prendre  les  dérivées 
et  les  différentielles  des  fonctions  imaginaires  que  nous 
supposerons  toujours  ramenées  à  la  forme  m  -f-  t'  k— i , 
z^  et  f>  désignant  des  fonctions  réelles.  Cela  posé,  si  Ton  ap- , 
pelle  limite  d'une  expression  imaginaire  variable  ce  que  de- 
vient cette  expression  quand  on  y  remplace  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  V^ —  i  par  leurs  limites  respectives, 
et  si ,  de  plus,  on  étend  aux  fonctions  imaginaires  les  dé- 
finitions données  pour  les  diflTérentîelles  et  les  dérivées 
des  fonctions  réelles ,  on  reconnaîtra  que  Téquation 
IV  =  M  +  f^  \/  —  I  entraîne  les  suivantes  : 

.   y AiV  ^U  ^P  _   y 

àX        i^X         ^x 

dw        du       dv      j y 

dx        dx       dx  '  . 

dw  zzz  du  •+•  dif  V^  — i; 

de  sorte  que  pour  différentier  une  fonction  imaginaire ,  il 
faut  opérer  comme  si  la  fonction  était  réelle ,  en  regar- 
dant l/ —  I  comme  un  coefficient  constant.  Cette  règle 
s'étend  évidemment  aux  dérivées  et  aux  différentielles 
successives. 

Exemples  :        w  =  cosj;  +  k— -i  sin^, 

d(vz=  ( — sin  J7-|- K— 1  cosj:)  ,    dw  :=z^^  «'V^— i  V/jp. 
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Relations  qui  existent  entre  les  fonctions  réelles  d\ine  seule  Tariablc 
et  leurs  dérivées  ou  différentielles  de  divers  ordres. 


21 .  Soîent  Aa: ,  Ay,  les  accroissements  simultanés  des 

variables  x  et  y  =  F(a:),  le  rapport  —  ayant  pour  limite 

la  dérivée^',  finira,  quand  Ax  sera  assez  petit,  par  avoir 
le  signe  de  sa  limite ,  et  sera  par  conséquent  positif  si  la 
dérivée  est  positive,  négatif  si  la  dérivée  est  négative. 
Dans  le  premier  cas,  les  différences  infiniment  petites 
Ay,  Aa:,  étant  de  même  signe,  la  fonction  j^  croîtra  ou 
diminuera  en  même  temps  que  la  variable  x  ;  dans  le  se- 
cond cas,  ces  différences  infiniment  petites  étant  de  signes 
contraires,  la  fonction  jr  croîtra  si  la  variable  x  diminue 
et  décroîtra  si  la  variable  x  augmente. 

Corollaire  i**".  Concevons  que  la  fonction  J  =  F  (x) 
demeure  continue  entre  deux  limites  données  x^^  X,  et 
que  l'on  fasse  croître  la  variable  x  par  degrés  insensibles 
depuis  la  première  limite  jusqu'à  la  seconde ,  la  fonction 
F(x)  ne  pourra  cesser  de  croître  pour  diminuer,  ou  de 
diminuer  pour  croître,  qu'autant  que  la  dérivée  P(x) 
passera  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif.  Il 
est  essentiel  d'observer  que  dans  ce  passage  la  fonction  dé- 
rivée, deviendra  nulle,  si  elle  ne  cesse  pas  d'être  continue, 
et  infinie  si,  sans  cesser  d'être  toujours  réelle,  elle  est 
discontinue. 

Corollaire  2®.  Supposons  que  la  fonction  j^  t=  F  (x) 
s'évanouisse  pour  la  valeur  particulière  x^^  et  demeure 

3 
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continue  dans  le  voisinage  de  cette  valeur,  on  aura 

en  supposant  donc  que  la  valeur  x^  +  ^  =  x  diil^re 
ti'ès  peu  de  Xq  , 

F(xo  +  ^x)  =i:  F  {x)  sera  positif  si  F'(xo)  >  o , 
F(^o  +  A^)  =  F  W  sera  négatif  si  F'(xo)  <[  o. 
22.  Soient  F  (x)  elf(x)  deux  fonctions  réelles  de  x 
qui  restent  continues  ainsi  que  leurs  dérÎTces  entre  les 
limites  x  et  x  +  h]  supposons  d'ailleurs  que  la  fonction 
dérivée  de  la  seconde  f'{x)  ne  change  pas  de  signe  entre 
les  limites  dont  il  s'agit,  ou  qu^entre  ces  limites  la  fonc- 
tion/* (or)  aille  toujours  en  croissant  ou  toujours  en  dé^ 
croissant,  le  rapport  des  deux  diflTérences 

F(^  +  A)  — F(x),    f{x  +  h)—f{x), 
sera  égal  à  Tune  des  valeurs  que  prend  entre  les  limites  x 
et  a:  + A  le  rapport  des  dérivées  ^{x)^  f'(j^)y  c'est-à-dire 
qu'en  désignant  par  6^  un  nombre  plus  petit  que  l'unité, 

on  aura 

¥(x  -h  A)  —  ¥{x)  __  r(x  +  M) 

Démonstration.  Soit  A  la  plus  peti  te  et  B  la  plus  grande 

¥'(x) 
des  valeurs  que  prend  le  rapport  77^  entre  les  limites  X 

etx  +  h\  les  deux  différences 

/'W  '     /'(*)"' 

seront  de  signes  contraires  ^  il  en  sera  de  même  de  ce» 
deux  autres 

F'(*)-A/'(:r),     ¥'ix)-B/'{x), 

puisque  y  (x)  est  constamment  de  même  signe  :  or  ces 
deux  dernières  différences  sont  les  dérivées  des  deux 
fonctions 

F(^)-A/(a:),     ¥(x)—Bf(x)i 
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runc  de  ces  fonctions  sera  donc  croissante  et  l'autre  dé- 
croissante, et  par  conséquent,  si  de  ce  que  devient  cha- 
cune de  ces  deux  fonctions  on  retranche  ce  qu'elle  était, 
les  diflTérences  ainsi  obtenues 

seront  Tune  positive  et  l'autre  négative^  et  parce  que 
f(^X'\-h)  — f{x)  est  par  hypothèse  une  quantité  tou- 
jours positive  ou  toujours  négative ,  les  deux  différences 

seront  encore  nécessairement  de  signes  contraires ,  et  par 

,                  F(x+A)— F(x)       .  j 

conséquent  le  rapport  -jz — -t-tt 7(\  »  pl^*^  grand  que 

A,  plus  petit  que  B,  sera  compris  entre  la  plus  grande  et 

1^  plus  petite  des  valeurs  du  rapport  j^jj-A»   De  plus,  si , 

comme  nous  l'avons  supposé,  les  fonctions  dérivées  sont 
elles-mêmes   continues,   pendant  que  x  passera  de  la 

valeur  a:  à  la  valeur  x  +  h^  le  rapport  -777— r passera 
par  toutes  les  valetu's  intermédiaires  entre  A  et  B  •,  or 

-~ — ; — r( 7T— 7  est  une  de  ces  valeurs  intermédiaires  ; 

/{x  +  h)—/(x)  ' 

il  existe  donc  une  valeur  de  x  de  la  forme  j:  -|-  6,  A  propre 
à  vérifier  l'équation 

F  (x+ A) -—F  far)       F'(x-+-6,A) 

-77 — 7-ri 7e— {  =  ttA — .  r\i  »     ce  ^u'il  fallait  démontrer. 

f{x+h)^f{x)      /'{x+6,ky  ^ 

Corollaire  i^^.  En  posant,  dans  l'équation  qui  précède, 
X  =  Xq  ,  on  a 

•  F  (xp  +  A)  —  F  (xq)  _  r  (xq + e,h) 

3.. 
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et  si  les  deux  fonctions  F  (x)  et  f(x)  s'évanouissent  peut* 


X    Xq  9 


F(a:o+A)  __  F'JxoHhM) 


Corollaire  2.  Supposons  que  les  fonctions  ne  s'éva- 
nouissent plus  pour  X  =  x^j  mais  que  leurs  dérivées, 
celles  de  la  seconde  restant  toujours  positives  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  x^  et  Xo  +  hj  s'évanouissent 
seules ,  jusqu'à  celles  de  l'ordre  n  —  i  inclusivement, 
quand  on  donne  à  x  cette  valeur.  En  appliquant  successi»^ 
vement  à  ces  dérivées  la  deuxième  équation  du  corol- 
laire i^',  équation  qui  s'étend  à  toutes  les  fonctions  qui 
satisfont  aux  conditions  énoncées,  on  aura 

F^(3:o  +  M)  __  F^(fo  +  M)  _ 

_F("-0(xo  +  g|»-xA)  __  FC")(a:o+eA) 
~/(»-0(xo+ô^xA)""/C«)(a:o+ôA)' 

et  par  suite,  en  vertu  du  corollaire  i®*", 

F  {xq  -+-h)  —  ¥{xo)  _  FC")(xo  +  eh) 
Axo+h)—/{xo)  ~' f^'^^Xo  +  Ohy 

Si  les  fonctions  s'évanouissaient  en  même  temps  que  leurs 
dérivées,  on  aurait 


F(xo+A)_FC")(a:o+eA) 
et  en  posant  Xq  =  o^  h  =  x  ^ 

Corollaire  3.  Les  conditions  des  théorèmes  précédents 
seront  toutes  vérifiées  si  l'on  prend  h  assez  petit,  pourvu 
que  les  fonctions  et  leurs  dérivées  s'évanouissent,  quand 
îl  le  faudra,  pour  x  =  Xq-^  en  effet,  les  dérivées  de  la 


CINQUIÈME    LEÇON.  Z'J 

seconde  fonctiou  ne  changeront  pas  de  signe  dans  Tinter- 
valle  infiniment  petit  de x^k  Xq  +  h. 

Les  conditions  relatives  à  lt$x)  seront  aussi  remplies 
si  Ton  prendy*(j:)  =  (a:  —  oc^y^  d'où 

f'{x)  =  n{x  —  Xo)«-S    /"  (x)  =  n{n—  i)  (or  — Xo )*""%. . . 
/•(■-«)  (j?)=: il (/l —  I  )  (^n  —  2). .  .  !i{x — Xo)j 

/(»)(«)  =  1 .2.3. . .  /i=/(«)  (ofo  +  ôA). 

Si  donc  les  dérivées  de  F(ar)  jusqu'à  celles  de  l'ordre 
n —  I  inclusivement  s'évanouissent  pour  a:  =0:5 ,  on  aura 

F{xo  +  hy—T{xo)= Ç ¥(-){xo  +  Oh), 

et  en  faisant  n  =  i , 

F(a:o  +  h)—¥{xo)  =  AF  {xo  +  Oh  ), 
Si  F  (oTo)  s'évanouissait  aussi,  on  aurait 

V{xo  +  h)= ^ FC)  (xo+^h). 

I  •  2*3  •  •  72 

Lorsqu'on  fait  XqZ=:o,  A  =  x,  les  équations  qui  précèdent 
deviennent 

F(x)  — F(o)  =3       •^''      F(^)(gjr),  F(^)  — F(o)  =  a:F'(ex), 

F(j:)=      '^''      FW(gx). 

25.  L'écruation  déjà  obtenue  --/—{ =  ^, .  ,,   ,  renferme 

un  théorème  dont  voici  l'énoncé  ;  si  deux  fonctions  F  (x) 
elf{pc)  continues ,  ainsi  que  leurs  dérivées,  s'évanouissent 
pour  a:  =  o  avec  ces  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre 
n  —  I  inclusivement  ^  si  de  plus  les  n  premières  dé- 
rivées de  la  seconde  sont  toujours  positives,  ou  toujours 
négatives  entre  les  limites  o  et  a: ,  la  valeur  du  rappoi  t 
des  fonctions  sera  une  valeur  intermédiaire  du  rapport 
des  dérivées  /î»^"*''^.  On  peut  donner  de  ce  théorème  ira- 
portant  une  démonslratîon  directe  et  très  simple. 
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Supposons  d'abord  que  les  deux  fonctions  s'ëvanouis- 
sant  seules  pour  a:  =  o ,  la  dérivée  première  f\x)  de  la 
seconde  conserve  con8ta!^|kient  le  même  signe,  ce  qui 
exige  que  la  fonction  f(x)  soit  toujours  croissante  on 
toujours  décroissante,  et  par  suite  toujours  positive  ou 
toujours  négative,  puisqu'elle  s'évanouit  avec  x.  Dans 
cette  hypothèse,  désignons  par  A  la  plus  petite,  et 
par  B  la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  le  rapport  des 

dérivées  ^,\  {  entre  les  limites  o  et  x,  les  deux  quan-* 

tites  ^,  \  ;  —  A,     ^  ;  ;  — B,  seront  de  signes  contraires» 

et  il  en  sera  de  même,  puisque y*'(a:)  ne  change  pas  de 
signe,  des  différences  F (x)— A/' (x),  F'(x)  — B/'(x), 
de  sorte  que  des  deux  fonctions  F(x)  —  Af(x)y 
F  (x)' —  Bf(x)  dont  ces  différences  sont  les  dérivées, 
Tune  sera  toujours  croissante,  l'autre  toujours  décrois- 
sante ,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  puisque  ces  fonctions 
s'évanouissent  aussi  toutes  deux  avec  x,  l'une  sera  posi- 
tive et  l'autre  négative  ;  les  quotients 

F(x)-A/(x)_F(x)  F(x)-By(x)_F(x) 

/(x;  -/(x)        ''•  /(x)  -/{x)       "' 

seront  encore  de  signes  contraires,,  parce  que  f(x)  ne 
change  pas  de  signe ,  et  il  restera  démontré  que  la  valeur 
du  rapport  des  fonctions  est  comprise  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  des  valeurs  du  rapport  des  dérivées.  Dé 
plus,  si  l'on  fait  passer  la  variable  de  la  valeur  o  à  la 

valeur  x,  le  rapport  continu  -th-t  passera  par  toutes  les 

valeurs  intermédiaires  entre  A  et  B;  or,  comme  on  Ta 

prouvé,  -77-4  est  une  de  ces  valeurs,  il  existe  donc  une 

valeur  de  x  de  la  forme  diX,  0i  désignant  un  nombre 
compris    entre    o   et   i ,  propre   à   vérifier    Téquation 
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j}.   \  =  ^.  \J  L  Si  les  deux  dérivées  premières,  secondes, 

troisièmes,  quatrièmes,  etc. ,  j|]âqu  à  l'ordre  n —  i  inclu- 
sivement, s'évanouissent  à  leur  tour  avec  x,  en  appli- 
quant aux  dérivées  ce  que  Ton  a  dit  des  fonctions ,  on 
trouvera 

¥(x)       ¥('')(  ex) 
et  par  conséquent  ^  =/^y 

En  changeant  dans  Féquation  qui  précède  a:  en  A, 
F(A)  et /(A)  pn  F(j:„+A)— F(a:„),  /(x„-4-A)— /(a:„), 
et  supposant  que  les  dérivées  des  fonctions  ¥{pc)^f{x) 
s'évanouissent  pour  x  =  x^^  jusqu'à  Tordre  n  inclusive- 
ment, on  retrouverait  l'équation 

F(xo  +  A)— F(a?o)_F(")(xo  +  g^) 

et  si    F(aro)  =  o, /(aro)  =  o, 

F(xo-FA)_F(»)(aro-F6A) 

Les  deux  théorèmes  fondamentaux  des  n^^  qui  précèdent 
peuvent  donc  être  déduits  l'un  de  l'autre  ou  démontrés 
séparément.  * 

Nota.  Les  équations 

F(a:oH-A)  — F(ar„)  =  AF'(xo  +  ÔA), 
Y{x+h)'^Y{x)=hY'{x+eh),    F(x)— F(o)  =  xF'(ôx), 

supposent  seulement  que  la  fonction  F  (x)  et  sa  dérivée 
1*^(0:),  sont  respectivement  continues  entre  les  limites  Xq 
et  Xo  +  A,  x  et  X  +  A,  o  et  x,  ce  qui  arrivera  toujours 
quand  A  ou  x  seront  des  quantités  infiniment  petites. 
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SIXIÈME  LEÇON. 


Applications  des   premiers  principes  du  Calcul  différentiel  à  diverses 
questions  d^analyse  où  il  n'entre  qu'une  seule  Tariable  indépendante. 


Première  application.  Détermination  des  "véritables 
valeurs  des  quantités  qui  se  présentent  sous  F  une  des 
formes  indéterminées 

-,  ±:  — ,  oX±  00,  o*»,  00%  ±  I*. 

O  00 

24.  Supposons  que  deux  fonctions  réelles  de  x^  F(^)î 
f(x\  s'évanouissent  pour  a: = a:o  ^  et  qu'il  en  soit  de  même 
de  leurs  dérivées  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n  exclusivement, 
de  sorte  que  les  deux  dérivées  de  l'ordre  n  soient  les 
premières  qui  ne  s'évanouissent  plus  à  la  fois  pour  x=z  x^^  ^ 
en  désignant  par  A  une  quantité  infiniment  petite,  nous  au- 

rons,  no^,  corollaires  2  et  ^./(^^ +/,)=/(.)  (^^  + g)^)  ' 
et  par  suite,  en  taisant  n  =  o.  -j — (  =  77-77 — { :  de  sorte 

que  la  vraie  valeur  du  rapport  jr-^^  qui  se  présente  sou^ 

la  forme  indéterminée  \ ,  est  le  rapport  des  valeurs  que 
prennent  pour  x=^Xq^  les  deux  dérivées  de  ces  fonctions 
qui,  les  premières ,  cessent  de  s'évanouir  à  la  fois.  Si  Tune 
de  ces  deux  dérivées  s'évanouit,  ]^  vraie  valeur  du  rap- 
port sera  o  ou  00,  elle  sera  au  contraire  line  quantité 
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finie  si  aucune  des  dérivées  /i***^'  ne  s'évanouit.  Si  /ï  =  i, 
c'est-à-dire  si  les  dérivées  premières  ne  s'évanouissent 
pas  à  la  fois,  on  aura 


F(xo)_ 

F  (.:o) 

/(*»)- 

/'(^o)' 

Exemples 

:  pour  a:  =  G, 

e*  —  e"* 

<?»-|-«?-* 

sin' or       2sinxcosx 

:0, 

smj? 

cosar          "* 

• 

X                            I 

sin  X       cosâ? 

I  _  cos  X       sin  X       cos  x 

1 

a?*            IX 

-*'             x» 

207                  2 

2' 

X  —  sin  j? 

I  ^cosx 

sin  X       cos  0?       I 

xî 

~        3a?*       "" 

(w:   ^     6     ""6' 

e*-^e""*— aa; 

^-f-^-' 2 

^ — e~*__^-f-e~' 

.--  #> 

X  ^  sin  X  I  — -  cosx  sin  x  cos  a: 

et  pour  X'=.\^ 

Lr    I 07—1 I  I     X  —  1 I     I 

or— I       X         '  X*— I       IX      2*   a?" — I       «a:""'       «' 

25.    Supposons  maintenant    que  les  deux  fonctions 
F(x),  f{x^  deviennent  infinies  pour  j:  =  Xq,  les  dçux 

quantités  —. — :,  -^ — r  s'évanouiront  et  l'on  aura,  d'après 
ce  qui  précède,  pour  a:  =  x^, 

/(*.)  -  _i_-  r(a:„)  -  /(xo)'  •  F(x.)  ' 
F(x„)       F(x„)' 

d'où  -^^  =  ^J^s ,  de  sorte  que  la  véritable  valeur  du 

rapport  77-^ ,  qiû  se  présente  sous  la  forme  indétermi- 
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née  — ,  coïncide  avec  la  valeur  correspondante  du  rap- 


Exemple.  On  a  pour  a:  =  o, 


unx  cos  X 

=  o. 

cotx  X  I 

Ce  théorème  est  vrai  quel  que  soit  Xy  ainsi  que  le  pré- 
cédent ,  et  il  le  sera  par  conséquent  pour  x  =  oo. 

Exemples.  On  a  pour  j:  =  od, 

a*       a*\a 

I^  —  = =  œ. 

X      .  I 

L'exponentielle   l'emporte  sur  la  variable  X'j  ou  croit 
beaucoup  plus  rapidement. 

hx I     

X         x\a 

Le  logarithme  croit  moins  rapidement  que  le  nombre. 

Corollaire.  Si  les  dérivées  P(x)  elf\x)  devenaient 
elles-mêmes  infinies  pour  o?  =  x^ ,  et  s'il  en  était  ainsi 
jusqu'aux  dérivées  de  l'ordre  n  exclusivement,  jon  aurait 

r{xo)_r{x,)  __       FC)  (xq) 
/'(xo)-'/''(xo)  /(-H^o)' 

et  par  suite 

/(^o)"'/^->(a;o)* 

La  vraie  valeur  d'un  rapport  qui  se  présente  sous  la 

j^rme  —   coïncide  donc  avec  la  valeur  du  rapport  des  " 

dérivées  qui ,  les  premières,  ne  deviennent  pas  infinies  k 
la  fois  pour  .r  —  x^. 
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Exeniple.  On  a  pour  j:  =:  00  ,  et  en  désignant  par  n 
le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  a , 

x"  a{a — i)...(«  —  w+i) 

c'est  toujours  Fexponentielle  qui  l'emporte. 

3®.    Si  le  produit  s-=iV {x) .f{x)  prend  la  forme 
o  X  00  ,  sa  véritable  valeur  coïncidera  avec  celle  du  rap- 

port  — ^— ^  ou*^-^— ^,  qui  se  présente  sous  la  forme  -  ou 

fîT)      W) 

— ,  et  que  Ton  déterminera  facilement  k  l'aide  des  mé- 
00 

thodes  précédentes. 

Exemples.  On  a  pour  jcr  =  00  , 


Le I    


et  pour  a:  =  o , 


\x         x' 


X 


Le  oT^  af^ 

af,\x'=: = =  -»^  -^  =  o. 

x^       —  ax"^'"^  a 

6^.  Enfin  si  l'exponentielle  5  =  F(a:)/(*)  se  présente 
sous  l'ime  des  formes  o®,  00  ®,  i— •  ,  on  aura 

et  alors  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  ^,  il  suffira  de 
calculer  la  vraie  valeur  —  ^/  \},,\  de  l'exposant  r-T^x^r,* 
Exemples»  On  a  pour  ar  =  o , 

Ix  X» 

or-'  X 
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pour 

X 

00 

1 

I 

X 

X    z 

Ix 

X 

I 

X 

e 

l'y 

pour 

X 

— 

I3 

1 

1 

X 

1 

i X 

l(x) 

l  — X 

e 

1 

X 

<?"» 

1 

e 


Deuxième  application.  Comparaison  des  quantités  in^ 
finiment  petites  des  dii^ers  ordres;  détermination  de 
r ordre  d'une  quantité  infiniment  petite,  etc. 

26.  Définition.  Désignons  par  a  un  nombre  constant 
rationnel  ou  irrationnel ,  par  i  une  quantité  infiniment 
petite,  et  par  a  un  nombre  variable.  Dans  le  système  de 
quantités  infiniment  petites  dont  1  sera  la  base ,  une  fonc- 
tion de  i  représentée  fSLrfÇi)  sera  un  infiniment  petit  de 

Tordre  a ,  si  la  limite  du  rapport  — r-  est  nulle  pour  toutes 

les  valeurs  de  a  plus  petites  que  a,  et  infinie  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  plus  grandes  que  a. 

Corollaire.  Toute  quantité  finie  qui  ne  s'évanouit  pas 
ou  ne  devient  pas  infinie  pour  1  =  0,  peut  être  regardée 
comme  un  infiniment  petit  de  Torde  o. 

Ces  définitions  admises ,  si  Ton  désigne  par  n  le  nom- 
bre entier  immédiatement  supérieur  à  Tordre  a  de  la 

quantité  infiniment  petite  /*(«),  le  rapport "^-r;^  sera  le 
premier  terme  de  la  progression  géométrique 

.f,.   /('•)  /('•)  /('•)      /('•)    /('■) 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec  1. 
De  plus,  on  aura  successivement 

liin./(i)  =  o,   /(o)  =  o,    lim.-^^  =  lim./'(0,  /'(o)=o, 
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Km.  -^  =  lira.  ^  =  lim.  ^\  /7o)  =  o. . .  etc. , 


lim 


/('■)  _  i™    /^-HO    _   /<■>  (o) 

.  —  uni*  »  —  ô  > 

l"  l.a.O.../!  1.2.5. ../I 


•  f(i) 

/C«)(o)=i.2.3.../i  lim.  At^; 

on  en  conclura  que  les  dérivées /'(i),  /"(Ov  /  ^""■*^  (0 
s^évanouiront  toutes  avec  i,  et  que  par  conséquent,  dans 
le  cas  où,  comme  nous  l'avons  supposé,  fÇi)  est  un  in- 
finiment petit  de  Tordre  a,  y^"^  (i)  est  la  première  des 
dérivées  de  f(î)  qui  ne  s'évanouit  pas  avec  i  et  qui  cesse 
d'être  une  quantité  infiniment  petite. 

Quant  au  rapport   -r^,  il  peut  avoir  une  limite  fi- 
nie, ou  nulle,  ou  infinie.  Ainsi,  par  exemple, 

sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  a ,  et  le 
quotient  que  l'on  obtient  en  les  divisant  par  i',  savoir 

<?S     JTI      ^'1'» 

ont  pour  Kmi tes  respectives 


ï»     o,     ^. 


27.  Théorème  i*'.  Si  dans  un  système  quelconque  on 
considère  deux  quantités  infiniment  petites  d'ordres  dif- 
férents, pendant  que  ces  deux  quantités  s'approcheront 
indéfiniment  de  o ,  celle  qui  sera  d'un  ordre  plus  élevé  fi- 
nira par  obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numé- 
rique. 

Démonstration.  Concevons  que  dans  le  système  dont 
la  base  est  z ,  on  désigne  par  A  =y(i),  B  =  F  (/)  deux 
quantités  infiniment  petites ,  la  première  de  Tordre  a  la 
seconde  de  Tordre  J,  et  supposons  a<^b:  si  Ton  attribue 
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à  a  une  valeur  comprise  entix;  a  etb^  les  deux  rapports 

—,  —  auront  pour  limites  respectives,  le  premier  ^  ou  oo, 

le  second  o,  et  par  suite  le  quotient  de  ces  rapports  ou 

la  fraction  --  aura  une  limite  nulle,  la  valeur  numérique 

du  numérateur  B  décroîtra  donc  beaucoup  plus  rapide-^ 
ment  que  celle  du  dénominateui*  Â,  et  cette  dernière 
finira  par  devenir  constamment  supérieure  à  Tautre. 

28.  Théorème  2®.  Soient  a,  i,  c, . . .  les  nombres  qui 
indiquent  dans  un  système  déterminé  les  ordres  de  pliiH 
sieurs  quantités  infiniment  petites ,  et  a  le  plus  petit  de 
ces  nombres,  la  somme  ou  la  difierence  des  quantités 
dont  il  s'agit  sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a. 

Démonstration.  Soit  toujours  i  la   base  du  système 

adopté ,  soient  de  plus  À ,  B ,  C , . . . .  les  quantités  don- 

.    nées,  la  première  de  l'ordre  a,  la  seconde  de  l'ordre  i.  • .  ; 

le  rapport  de  la  sonmie  Â±:Bd2Cih..*à  la  quantité 

B        C 
A,  savoir,  i  rfc  7  ifc:  -r  ±. . .  aura  pour  limite  Punitë^ 

A         A 

parce  que  les  termes  t-  9  t  ?  dans  lesquels  les  numérateurs 

sont  des  infiniment  petits  d'un  ordre  plus  élevé  que  les 
dénominateurs,  ont  o  pour  limite;,  et  par  conséquent  le 
produit 

B.C.  \A      .A±B±:C±.., 


fi±-±:-± 
V         A       A 


•  •  • 


— 


Jî*  i* 


A 
ïiura  la  même  limite  que  le  rapport  *■  :  et  puisque  ce  der- 


z* 


nier  rapport  a  une  limite  nulle  ou  infinie ,  suivant  qu'o& 
suppose  a  <  a  ou  a  >  a,  on  pourra  en  dire  autant  du 


A rtr B r*  G zei •••     •■        ^    »    -n  ,   ^^  , 
rapport  ; ;  donc  A  ±:  B  ±:  C  zh . . .  sera 


une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a. 
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On  conclura  facilement  de  ce  qui  précède,  que  pour  de 
très  petites  valeurs  numériques  de  la  base  i ,  la  somme  ou 
la  diflTérence  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites, 
rangées  de  manière  que  leurs  ordres  forment  une  suite 
croissante ,  a  constamment  le  signe  de  son  premier  terme. 

29.  Théorème  3^.  Dans  un  système  quelconque  dont 
la  base  est  z,  le  produit  de  deux  quantités  infiniment  pe- 
tites Â  et  B  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a  et  b  est 
une  autre  quantité  infiniment  petite  de  Tordre  a  +  b. 

Démonstration,  Les  rapports  — ,  -^  auront  des  limites 

nulles  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  a  <^  a^  ë  <Cb'^ 

des  limites  infinies  toutes  les  fois  que  Ton  supposera 

a  >  a,  6  >  i,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  du  produit 

A        B         AB       1)    ^  «i     /    1  1  AB 

—  X  -;;  =  — r-zt  o.  OU  il  résulte  que  le  rapport ^  aura 

une  limite  nulle  pour  a-|-6<;a-|-iet  une  limite  in- 
finie pour  a  +  6  >  a  +  i  5  donc  le  produit  AB  sera  un 
infiniment  petit  de  l'ordre  a  -|-  i.  On  en  conclut  :  i**  que 
si  l'un  des  facteurs  se  réduisait  à  une  quantité  finie,  le 
produit  serait  évidemment  du  même  ordre  que  l'autre 
facteur  ^  2^  que  dans  un  système  quelconque  le  produit 
de  plusieurs  quantités  infiniment  petites  dont  les  ordres 
sont  désignés  par  a,  i,  c . . .  est  une  quantité  infiniment 
petite  de  l'ordre  a  -|-  i  -|-  c  +. . . 

30.  Théorème  4^.  Si  trois  quantités  infibuiment  petites 
I,  A,  B,  sont  telles,  que  la  première  i  étant  prise  pour 
base,  la  seconde  A  soit  de  l'ordre  a,  et  que  la  seconde  A 
étant  prise  pour  base ,  la  troisième  B  soit  de  l'ordre  b  ^ 
ceDe-ci,  dans  le  système  qui  a  pour  base  la  première  ^, 
sera  d'un  ordre  équivalent  au  produit  ab. 

Démonstration.  Les  deux  rapports  -,  -7  ont,  par  hy- 

i"     A 

potbèse,  des  limites  nulles  quand  on  fait  «  <C  a,  ê  <C  &, 
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et  des  limites  infinies  quand  on  suppose  a^a,6^b\ 

f  A  \C         R  H 

donc  le  produit  (  —  )  X  — >= — laura  lui-même  une  H- 

mite  nulle  pour  a6<«&,  une  limite  infime  pour  «6  >  ai, 
et  par  conséipient  si  Ton  prend  i  pour  base ,  B  sera  un  in- 
finiment petit  de  Tordre  ah. 

Corollaire  i®"^.  Le  rapport  entre  les  ordres  de  deux 
quantités  infiniment  petites  B  et  A  reste  le  même  quelle 
que  soit  la  base  du  système  que  l'on  adopte,  et  ce  rap-^ 
port  est  équivalent  au  nombre  h  qui  indique  l'ordre  de  la 
première  quantité  quand  on  prend  pour  base  la  seconde. 
Donc,  si  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  base 
les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  on 
vient  à  changer  de  base ,  les  nombres  qui  indiquent  ces 
divers  ordres  croîtront  ou  décroîtront  tous  à  la  fois  dans 
un  rapport  donné. 

Corollaire  2"***.  Si  dans  le  théorème  4  on  fait  B  =  i, 

on  aura  évidemment  ab  •=  i ,  i  ==  -  ,   donc  si  dans  le 

a 

système  dont  la  base  est  i  la  quantité  A  est  un  infiniment 

petit  de  Tordre  a,  /  sera  de  Tordre  -  dans  le  système  qui 

aura  pour  base  la  quantité  A.  Ainsi ,  par  exemple,  lors- 
que A,  considéré  comme  fonction  de  i,  est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre ,  on  pourra  en  dire  autant  de  i 
considéré  comme  fonction  de  A. 

Corollaire  3"*^.  Si  deux  quantités  infiniment  petites 
sont  telles ,  que  Tune  étant  prise  pour  base ,  Tautr/e  soit 
du  premier  ordre ,  le  nombre  qui  exprimera  Tordre  d'une 
quantité  quelconque  restera  le  même  dans  les  deux  sys- 
tèmes qui  auront  pour  base  les  deux  quantités  données. 

31.  Théorème  5®.  Si  Ton  désigne  par  i  et  pary(/)  deux 
quantités  infiniment  petites ,   zéro  sera  la  valeur  unique 
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OU  l'une  des  valeurs  que  prendra  le  pix)duît    j"  .    lors- 
qu'on y  fera  évanouir  la  quantité  i. 

Démonstration,  Il  suffit  évidemment  de  démontrer  ce 

« 

théorème  dans  le  cas  où  la  fonction  dérivée  y  (i)  s'éva- 
nouit en  même  temps  quey*(i)  pour  /  =  o  ;  or  on  y  par- 
viendra sans  peiue  dans  le  cas  où  les  deux  fonctionsy*(i  ) , 
y  (i  )  sont  continues  par  rapport  à  i  dans  le  voisinage  de 
la  valeur  particulière  /  =  o  :  en  effet,  on  aura  dans  cette 
hypothèse 

or  puisquey*'(o)  est  nul  et  que  0  désigne  une  quantité 
comprise  entre  o  et  /,  f  (  6/)  convergera  plus  rapidement 
qaef^(i)  vers  la  limite  o,  d'où  il  résulte  que  la  fonction 

^/.  .^  sera  plus  petite  que  1  unité,  et  que  le  produit  i  -7rr\ 

aura  une  valeur  sensiblement  nulle  ;  doue  la  limite  ou 
l'une  des  limites  vers  lesquelles  convergeront  ce  même 

produit ,  et  par  suite  le  rapport  jrrk  ?  sera  égale  à  o. 

On  pourrait  démontrer  encore  que  si  la  foûctiony*(i), 
dans  le  système  de  quantités  infiniment  petites  dont  i 
représente  la  base ,  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a , 
le  nombre  a  sera  ordinairement  la  valeur  numérique  ou 

du  moins  l'une  des  valeurs  que  recevra  le  produit    ^. . >  . 

Supposons  en  effet  quey(/)  est  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  a,  et  posons 

De  cette  équation  ,  l'on  tirera  en  différentiant , 
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pt  dans  tous  les  ras  où  le  produit  -^-7:^  s'évanouîraîl  a\er 
/ ,  ce  qui  arrivera  par  exemple  si  le  rapport  — rry  conserve 

une  valeur  finie, •«  =  lim.       .\,  . 

52.  Ces  considérations  sur  les  quantités  infiniment  pe- 
tites conduisent  naturellement  aux  règles  dont  l'ensemble 
constitue  la  méthode  infinitésimale.  Cette  méthode,  qui  est 
comme  une  simplification  pratique  du  calcul  difi*érentiel , 
repose  toute  entière  sur  ce  principe  fondamental  :  Deux 
sommes  de  quantités  infiniment  petites  des  divers  ordres 
ne  peuvent  jamais  être  égales  sans  que,  dans  ces  deux 
soimnes,  les  quantités  infiniment  petites  de  même  ordre 
soijent  égales  séparément ,  c'est-à-dire  que  si 

A«,  A«/,  A«//,...     Ba,  Ba/,  B«//, ... 

sont  des  quantités  infiniment  petites  des  ordres  rt,  a ,  à\ 
Téquation 

A« -f-  A«/  -f-  A«/'. .  •  =  Ba  +  Bfl/  -f-  Bfl/' . . . , 

entraînera  nécessairement  les  suivantes 

A«  =  Ba,     Aa/  =  BoT,     Afl//  =  B^//,  etc. 

Démonstration,  Supposons  que  les  nombres  a,  a ,  a"..« 
soient  rangés  par  ordre  de  grandeur ,  et  que  a  soit  le  plus 
grande  dans  l'équation 

Aa  +  Aa'  +  Aa'' .  »  •    :^  Ba  -f-  Ba^  +  Ba"  , 

mise  sous  la  forme 

(Aa  — Ba)-|-(Aa'—  Ba')+(Aa/'— Ba'/)...   =0, 

le  terme  A^  —  B^  sera  encore  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  a,  et  l'emportera  sur  la  somme  de  tous  les  autres  ; 
donc  5  si  ce  terme  n'est  pas  nul  ou  si  l'on  n'a  pas  A„  =  B^ , 
cette  équation  sera  impossible.  Ce  que  nous  venons  de 
dire  des  deux  termes  A^,  B^  s'étend  évidemment  à  tous 


SIXIÈ!k»E    LEÇON.  5i 

les  autres  5  on  aura  donc  nécessairement 

Aa  =  Bfl,     Aaf  "=.  Ba',     Aq//  =  B^// ,  elc. 

De  cette  proposition  générale  6A  déduit  les  règles  sui- 
vantes : 

Règle  i'*^.  Deux  quantités  finies  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  infiniment  petites  de  l'ordre  o,  qui  ne  diflere- 
raient  l'une  de  l'autre  que  d'une  quantité  infiniment 
petite,  sont  rigoureusement  ^ales. 

Règle  a™*.  Deux  quantités  infiniment  petites  du  pre- 
mier ordre  dont  la  différence  serait  infiniment  petite  du 
second  ordre,  ou  plus  généralement  deux  quantités  infi- 
niment petites  d'un  ordre  quelconque,  qui  ne  différe- 
raient Tune  de  l'autre  que  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite d'un  ordre  supérieur ,  sont  rigoureusement  égales. 

Règle  3™*-  On  peut  rigoureusement,  et  sans  crainte 
d'altérer  les  résultats,  négliger,  dans  une  équation,  soit 
des  infiniment  petits  ajoutés  à  des  quantités  finies,  soit  des 
quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  quelconque  ajou- 
tées à  des  quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  inférieur. 

Règle  ^^^.  Dans  le  cas  où  l'accroissement  Aj:  de  la  va- 
riable indépendante  peut  être  considéré  comme  une  quan- 
tité infiniment  petite  du  premier  ordre ,  ce  qmi  arrive 
toujours  dans  les  applications  à  la  géométrie,  à  la  méica- 
nique,  etc,^  la  différentielle  dy  de  la  variable  dtépen- 
dante,  diflfère  de  son  accroissement  Ùky  d'une  quantité  in- 
finiment petite  du  second  ordre  ;  onx  trouverait  en  effet , 
en  partant  des  principes  déjà  démontrés, 

^X='E'  [x)àX'\ F"(x4-6',Aar): 

I  •  2 

on  poùri'a  donc,  comme  nous  Fa  vous  indiqué,  substituer 
rîgôïireusclnent  l'accroissement  à  la  difFérentielle,  et  ré- 
«iproqûèinent. 

4»  • 
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Suite   des   applications   analytiques. 


Troisième  application.  Recherche  des  maxima  et  des 
ininima  d^ une  fonction  d'une  seule  ^variable. 

35.  Lorsqu'une  valeur  particulière  F  (Xq)  de  la  fonc- 
tion F(x)  surpasse  toutes  les  valeurs  voisines ,  c'est-à-dire 
toutes  celles  cpi'on  obtiendrait  en  faisant  varier  x  en  plus 
ou  en  moins  d'une  quantité  très  petite  h ,  cette  valeur 
particulière  de  la  fonction  est  ce  qu'on  appelle  un 
maximum. 

Lorsqu'une  valeur  particulière  ¥  (x^)  de  la  fonction 
F(j:)  est  inférieure  à  toutes  les  valeurs  très  voisines,  elle 
prend  le  nom  de  minimum. 

Pour  un  maximum ,  il  faut  donc  que  la  fonction  cesse 
de  croître  pour  décroître;  pour  un  minimum,  il  faut 
qu'elle  cesse  de  décroître  pour  croître  ;  ce  qui  exige , 
comme  nous  l'avons  vu ,  que  la  dérivée  passe  du  négatif 
au  positif,  ou  du  positif  au  négatif,  et  par  conséquent  que 
pour  x  =  J^o  (^o  <^tant  la  valeur  qui  convient  au  maximum 
ou  au  minimum)  la  dérivée  F '(or),  si  elle  ne  cesse  pas  d'être 
réelle,  devienne  nulle  ou  infinie.  Les  valeurs  de  x  qui  ren- 
dent alors  la  fonction  maximum  ou  minimum  devront  donc 
vérifier  l'une  des  équations  F'(j:)  =  o,  ¥' {x)  =  oo  .  Soit 
Xq  une  des  racines  de  ces  deux  équations  :  la  valeur  cor- 
respondante de  F(j:)',  savoir  F(Xq)^  sera  un  maximum^ 
si  dans  le  voisinage  de  a:  =  a:^  la  fonction  dérivée  F'(x) 
est  positive  pour  j:=:ro — h  et  négative  four  x=XQ  +  h^ 
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Âu  contraire ,  F(Xq)  sera  un  minimum  si  la  fonction  dé- 
rivée F'  (x)  est  négative  pour  x  =  x^  —  h  et  positive 
pour  X  =1X0  +  h. 

Enfin,  si  entre  les  limites  x^ — h  et  x^-^-h  la  fonction 
dérivée  F'Çx)  était  constamment  positive  ou  constamment 
négative,  la  quantité  F(Xo)  ne  serait  ni  un  maximum  ni 
un  minimum. 

Exemples: 

1°.  F(:f)  =  j?»+/?ar  +  çr,   F'(ar)  =  30?+/?. 

Cette  dérivée  s'évanouit  pour  x  =  —  -,  et  devient  né- 
gative pour  x<^  —  -,  positive  pour  j:>  — -.  La  fonc- 
tion x!*  +  px  -f-  g  admet  donc  une  valeur  minimum 
correspondante  à  x= — ^p-^  cette  valeur  minimum  est 

Cette  dérivée,  qui  s'évanouit  pour  j:  =Le,  est  positive 
pour  a:  >  Le  et  négative  pour  x  <  Le  ;   la   fonction  a 

Le 

donc  une  valeur  minimum  -:= —  =  ■=-» 

he       Le 

3°.   La  fonction  —  admet,   au  contraire,  la  valeur 
he 

maximum  — . 

e 
4°.  oc^e"''  acquiert  pour  a:  =  a  la  valeur  maximum 

54.  Il  est  facile  de  décider  si  une  racine  quelconque  x^ 
de  l'équation  F'(a:)=:  o  produit  un  maximum  ou  un 
minimum  de  la  fonction  F (j:).  En  effet,  désignons, par 
F^"^  (x)  la  première  des  dérivées  de  F(x)  qui  ne  s'éva- 
nouisse pas  pour  x  =  J^o  9  nous  aurons ,  d'après  un  théo- 
rème déjà  démontré  n°  22,  corollaire  3, 
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F{4ro  +  A)  — F(*o)=a i FC)(x„  +  «,A) 

= Ç [  FC)  {xo  )  4-  R»*  ]• 

1 .2*0 . .  •  n  . 

Si  h  est  très  petit ,  comme  nous  pouvous  le  supposer , 

le  second  membre  aura  le  signe  de  son  premier  termç 

A* 
5 F(")(a:o),  et  dès  lors,  i®  si  n  est  impair,  ce 

I  .2.0.  .      /Z 

premier  terme  changeant  de  signe  avec  A ,  il  en  sera  de 
même  de  la  diflFérence  F  (x©  +  A)  —  F  (xo),  et  la  valeur 
F(j:o),  plus  grande  queF(j:o  —  h)  et  plus  petite  que 
F (xo  +  A) ,  ou  plus  petite  que  F  (a^©  —  A)  et  plus  grande 
que  F(j:o  +  A)  ne  pourra  être  ni  un  minimum,  ni  un 
miaximum. 

a^.  Si  n  est  pair,  la  différence  F  (xq  +  A)  —  F  (ar©  ) 
qui  ne  changera  pas  de  signe  avec  A,  sera  positive  si 
F^")(j:o)>  o  et  négative  si  F^")(xo)<Co,  et  par  consé- 
quent la  valeur  F  (a:©)  sera  un  minimum  dans  le  pre- 
mier cas  et  un  maximum  dans  le  second. 

Nous  arrivons  ainsi  à  cette  règle  générale  :  Lorsqu'une 
valeur  particulière  Xq  de  x  dans  le  voisinage  de  laquelle  la 
fonction  F  (x)  reste  continue  ,  fait  évanouir  les  dérivées 
de  F (j:)  jusqu'à  celles  de  l'ordre /i  exclusivement,  la 
valeur  correspondante  de  F  (a:)  ne  peut  être  un  maxi-. 
mum  ou  un  minimum  que  dans  le  cas  où  la  dérivée 
qui  la  première  cesse  de  s'évanouir  est  une  dérivée  d'or^. 
drc  pair,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre 
pairf  dans  ce  cas  la  fonction  F  (a:)  sera  un  miùimum  si 
la  valeur  de  FC»)  (x)  est  positive ,  et  un  maximiun  si  la  va- 
leur de  F^"^  (x)  est  négative. 

Exemple  : 

F  (x)  =  c*  +  2COSX  -f-  e"*^    F'  {x)  =  e*  —  2sinj:  —  ^"*, 

F"  (or)  =  ^  —  2COSX  4-  e'*y     F'"(ar)  =i  e*  +  asinj;—  e"'^ 

F'^{ar)=  ^  +  2  cosx-f- <?-'. 

Les  trois  premières  dérivées  s'évanouissent  pour  j:=o, 
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la  quatrième  se  réduit  à  4  't  donc  la  valeur  de  F  (a:) 
correspondante  k  xz=z  Oy  ou  le  nombre  4?  sera  un  mini- 
mum de  cette  fonction. 

ScoUe.  On  a  d^y  =  ¥^^\x)  doc^ ,  et  par  conséquent  si 
n  est  pair,  d'^y  étant  toujours  de  même  signe  que  F(") (a:), 
on  pourra ,  dans  Tapplication  de  la  règle  précédente , 
substituer  les  difierentielles  aux  dérivées. 

35.  Outre  les  maxima  et  les  minima  qui  répondent 
aux  racines  des  équations  F'  (jx)  =  o  et  F'(x)  =  90  , 
il  peut  en  exister  d'autres  qui  répondent  aux  valeurs  de 
X  pour  lesqueUes  la  fonction  F(a:)  cesse  d'être  réelle  ou 
continue ,  de  sorte  que  dans  la  recherche  des  maxima  et 
minima  il  faut  en  général  commencer  par  déterminer 
les  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fonction  F(jc)  imagi- 
naire ou  discontinue,  et  voir  si  les  valeurs  correspon- 
dantes de  cette  fonction  surpassent  les  valeurs  voisines  ou 
leur  sont  inférieures.  Dans  le  premier  cas ,  elles  seraient 
un  maximum,  dans  le  deuxième  un  minimum. 

Exemplçs  : 

Y{x)  =  J/Ï,     Y{x)  =  i-,     F(x)  =  x\x. 

Ces  trois  fonctions  deviennenjt  discontinues  en  passant  du 
réel  à  l'imaginaire ,  tandis  que  la  variable  x  passe  du 
positif  au  négatif,  et  obtieiftient  pour  x=^o  une  valeur 
nulle  qui  représente  un  minimum  de  la  première  et  un 
maximum  de  chacune  des  deux  autres. 

36.  Applications.  1°.  Partager  un  nombre  en  deux 
parties  a  et  a — x  telles,  que  le  produit  j^  =  F  (or)  = 
x^  (a  —  xy  soit  un  minimum  ou  un  maximum. 

La   valeur   maximum    de   ce    produit   correspond    à 

j:=  .  Il  V  aura  de  plus  deux  valeurs  minimum 

correspondantes  à  x  =  o ,  x'  ==  « ,  pourvu  que  m  et  n 
soient  pairs. 
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a^.  De  tous  les  triangles  coustruits  sur  une  même  base 
et  isopérimètres ,  quel  est  le  plus  grand  ? 

Soit  a  la  base  donnée ,  ^p  le  périmèti^e  ou  la  somme 
des  trois  côtés,  x  un  second  côté,  le  troisième  sera 
2/1  —  a  —  X  ^  et  la  surface  du  triangle 

T  =  Y{x)  =  \/p{p  —  a){p  —  x){a-^x—p). 
Cette  surface  est  un  maximum  lorsque  x  étant  égal  à 
— ,   le  triangle  devient  isoscèle. 

2 

3^.  De  tous  les  carrés  inscrits  dans  un  carré  donné, 
quel  est  le  plus  petit  ? 

En  nommant  a  le  côté  du  carré  donné ,  x  la  distance 
d'un  des  sommets  du  carré  inscrit  au  sommet  le  plus 
voisin  du  carré  donné  ^  la  surface  du  carré  est 

Q  =z  F  (x)  =  7.x^  —  7.ax  +  rt*  > 

et  cette  surface  e»t  un  minimum  lorsque  a:  =  -,  c'est-à- 
dire  lorsque  le  carré  intérieur  est  formé  par  les  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du  carré  donné. 

4*^.  Quel  est,  dans  Tellipse  b^x^  +  a^y*  =.  a^h^^  le 
maximum  de  l'angle  V  de  deux  cordes  supplémentaires  ? 

En  désignant  par  x  la  tangente  de  l'angle  obtus  que 
fait,  avec  l'axe  des  x,  l'une  des  cordes  supplémentaires, 
la  tangente  de  l'angle  des  deiflt  cordes  est 

a^x^  +  h^ 


tang  V  =  F  (^)  = 


x{a^—h^y 


et  l'angle  est  un  maximum  lorsque  a:  = . 

5^.  Chercher  le  nombre  x  dont  la  racine  a:**"»*  est  un. 


maximum  \ 


X'  est  un  maximum  lorsque  a:  =  e. 
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Saitô   des  applications    analytiques. 


Quatrième  application.  Développement  cT une  Jonction 
réelle  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
de  Invariable  il;  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

37.  Lorsqu'une  fonctîon  F  (x)  étant  réelle  et  continue 
avec  ses  dérivées ,  ces  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre  n 
exclusivement  s'évanouissent  pour  x  =  j^q  ,  on  a ,  comme 
nous  l'avons  vu , 

A" 


F(^o+A)— F(:ro)  = 


I  «s.S.  ./i 


F(»)  [xo  +  ^h)  ; 


ou  en  supposant  que  x^  soit  nul  et  faisant  h=  x^ 


X 


F(x)-F(o)=.^^_3__^ 


etsiF(o)  =  o, 


F(x)  = 


X 


n 


I .s.S* ,n 


FC»)(ôx), 


FW(0j?). 


Or  ces  équations  fournissent  un  moyen  très  simple  de  dé- 
velopper les  fonctions  réelles  d'une  seule  variable  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable. 
En  effet,  en  posant  w  =  i ,  il  vient 


et  en  faisant 


¥{x)  —  Y{o)-=ix'P'{Ox), 


F'(0^)=:F'(o)  +  Rx, 
F(^)  — F(o)— j:F'(o)  =  R,x. 
\x  est  évidemment  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  x^ 


1 
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ainsi  que  sa  dérivée  première  F'  (x)  —  F'(^)>  ®^  àonl  la 
dérivée  seconde  est  F"  (x)  nous  aurons  donc 

F(^)-F(o)-:rF'(o)=  ^r(«*). 
Posons  encore 

f''(;ôx)  =  f"(o)  +  r., 

il  vient 

F<x)  — F(a)  — a?F(o)— — r(o)  =  R,— . 
^  '  ^  ^      1,11      ^   ^  I  .a 

R, est  encore  évidemment  une  quÏEintité ,  fonction  de 

x^  qui  s'évanouit  avec  x  ainsi  que  ses  dérivées  première 
et  seconde 

F'(x)— F'(o)  — xF''(o),     F''(x)— F''(o), 

et  dont  la  dérivée  troisième  est  F"'  (x)  -,  on  aura  donc 

F(x)— F(o)— xF'(o)— .— F"(o)  =  -^F'(0x}. 

^  ^     ^  ^   ^  1.2  ^     ^  I .2.3  ^       ^ 

En  continuant  de  la  même  manière ,  et  observant  que  le& 

fonctions ,  ,    , ,    etc. ,   s'évanouiront  avec  x 

I .2.3      I .2.3.4 

ainsi  que  leurs  dérivées,  jusqu'à  celles  du  troisième,  du    . 
quatrième,  du  (n  —  ly*»»*  ordre  inclusivement,  on  aura 
définitivement  Téquation 

F(.)_F(oKf5'(o)-^F"(o) ..,.^l_.)FC-Xo)    . 


X 


n 


FW{ex),.      j 


et  - 

F(x)=F(o)+^r(o)-H^F-(o)+...  ,  ,.,.:7;_,)F(-0(^ 


I .2.3. .n 


la  fonction  continue  quelconque  F(x)  peut  donc  être  cotir  m 
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fidérée  comme  composée  d'une  fonction  entière  de  x , 

et  d'un  reste ,  sa^voir 

• ^ FC«)  (6x\ 

I  .2.3.  .  ./I  ^       ^ 

Exemples  : 

I*.  ¥(x)  =:  e'^, 

«  on  a 

F'(x)r=F''(jp)=...=:FC«-0(;p)==3F(«)(^)  =  e', 

F'  (o)  =F"  (o)  =  . .  .=  FC«--0  (o)  =  I ,    F('«)(^x)  =  tf.S 

X  X^  X^  d?"""' 


e'=l^ h— tH 5+   ••• 


I         1.2         1.2.3  '  I.2.3*..(^ — l) 


I .2.3. .n 


2".  F('"')  =  ànXf 

¥l'i(x)  =  àn(3:-i-~\     F(o>=:o,     F'(o)=i, 
F"(o)  =  o,     F"{o)=— i.,.FC-0(o)=8ml^^^ 

1.2.3        1.2.5  1.2. 3.. (71 — i)        \     2. 

sml  Ox-i I; 


I     2. 3. .72  \  2   / 

3°.  F(:r)  =  cosx, 


j?* 


-,         ^^  ■  ^""''  (n  —  l)7sr 

12         1.2    3.4  l.2.0...(/2— ij  2 


5 ces  l  ôjc  -j 1; 

I .2.3. .n         \  2  / 
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40.    F  {x)  =  {i+x)f'=z  i4-^:f+^^^~'^x« 

1  •  2 

i.a.3.  .* .(/i — i) 

^(^_,)(^_2)..     (^_/i+l)x« 


I .2.3. . . n 


{i+$x)f^ 


5".    F(x)  =  arc  tango:,  on  aura 

F'(x)  =  — !_=i(' î .+ '  \ 

=^  [(  I —*i/;::ri)-'+(  I +xv/^^) '■]'••  • 

F»(o)  =  (W^r7)'-'-''-3---("-0[.^(^.).]; 

et  par  suite,  si  /i  est  pair,  F"  (o)  =  o  ;  si  71  est  impair, 


n  —  I 


F'»(o)=(— i)    =*     1.2.3. ..(/i—i), 
arc  tang  x  =  ^^-5-  +  -^ ± 


3    '    5  /i— I 

6®.  Si  la  fonction  F(x)  est  entière  et  du  degré  n,  sa 
dérivée  de  Tordre  n  se  réduit  à  une  quantité  constante  \ 
on  a  donc  alors  F^")  (Ox)  =  F^")  (o) 

¥(x)  =  F(o)  +  xF'(o) H--^ F" (o)  +  ^  F'Co) 

H ô^-^ -,  F(— )  (o)  + ^ FC)  (o). 

I.2.3..<(R l)  1.2.3. ..« 
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Exemple  :  si    F  (.r)  =  (i  +  x)",  on  trouvera 

n          n(n  —  i)  n 

(i+x)"=  I  H — x+— ' x^ 1 — j:"-»  +  a:». 

^  ^  I  1.2  I 

38.  A  Taide  des  mêmes  principes,  on  développera  fa- 
cilement F  (a:  +  h) ,  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  a:  ou  de  A.  En  effet,  nous  avons 

d'où 

F(x  +  A)— F(ar)— AF'(:f)  =  R,. 

Ri  est  une  fonction  de  h  qui  s'évanouit  pour  A  =  o , 
ainsi  que  sa  dérivée  première  F'  (x  +  A)  —  F'(a:)  \  de 
plus  sa  dérivée  seconde  est  F"(a:  +  A):  on  aura  donc, 
d'après  un  théorème  souvent  cité ,  ''^jS  ".' 

i  *' 

F(^+A)-F(x)-AF'(x)=  ilF"(x+eA)=  -^r(x)  +  R„ 

I  •  2  I  •  ^ 

F(x+A)_F(x)  — AF'(x)— — F'(x)  =  R,. 

Rf  est  une  fonction  de  h  qui  s'évanouit  avec  h ,  ainsi  que 
ses  dérivées  première  et  seconde,  et  dont  la  dérivée 
troisième  est  V^Çx  +  A)  ;  on  aura  donc 

]f(a:^k)  —  V{x)—hr{x)——  F"H  =  -^F^'t^+M), 
^  ^  ^  ^  ^      I .  'a  '^       1.2.3 

et  en  continuant  de  la  même  manière ,  on  trouvera  défi- 
nitivement * 

F(x  +  A)  =  ¥{x)  +  hT'{x)  +  —  Y"{x) 


6q.  calcul  différentiel. 

en  posant  dans  Fécpation  (i)  x  =  o,  /i=x,  on  trouverait 

(-2)  F{x)  =  F(o)  +xF'(o)-4-^  F''(o) . . .  +  7;^^::;^?  ^'K^)  i 

cette  dernière  formule  n'est  donc  qu'un  cas  particulier 
de  celle  qui  précède.  On  pourrait  cependant  aussi  déduire 
la  formule  (i)  de  la  formule  (a);  en  effet,  posons 

on  en  tirera 

F'(A)=/'(*+A).F"(*)=/"(^+A)vF('){A)=/(-n*+*). 
F{o)  =/(«),  r{o)=f{x), F(-)(6A)=/CM*+fiA), 

or,  en  vertu  de  l'équation  (2), 

F(/i)  =  F(o)  +AF'(o)  H -\ ^  —  t('>{Oh)  i 

on  aura  donc  en  substituant 

/(x  +  A)  =/(x)  +  A/'(x)  +  ^/"  (x)  +  7-^/"(*) 


''"  /t")(x  +  (/A), 


formule  identique  avec  la  formule  (i). 

Corollaire*   Si  dans  la  formule  (i),  après  avoir  pesé 
k=:  a  —  x^  on  change  a  en  x  et  x  en  a^  on  trouvera 

/  F(x)  =  F(«)  +  (x-û)r(«)  +  (^fl^*F'(«)+... 
(^^  i  (a—a)'* 

Exemples  :  F(x)  =  x  ,  F  (x)  =  Ix , 


A    •    ^i  •     f     •     ^* 
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n  —  7  V      ô~y       "*"^  L«  +  ^(^  —  a)\  ' 

39.  Lorsque ,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
certaines  limites,  les  expressions 

1.2. 3.. .  «        ^  ^'        I  .2.3.  . .  /i      ^      ^^ 

décroissent  indéfiniment  tandis  que  n  augmente,  alors,  en 
posant  n  =  ce  dans  les  équations  (i)  ou  (2),  on  trouve 

T{x+h)  =  Y{a:)+hr{x)  +—r'{x)^ ^^-^  .r»+etc., 

■•2  I.2a0 


J7*     ,  X^ 


F(x)  =  F(o)+xF'{o)+  —  F"(o)  +  — -^  F'^HH-  etc. 

Ces  formules,  qui  donnent  le  développement  en  séries  de 
F  (a:)  suivant  les  puissances  de  x,  et  de  F(x+h)  sui- 
vant les  puissances  de  A,  s'appellent,  la  première,  la  for- 
mule de  Taylor,  la  seconde,  la  formide  de  Maclaurin. 
40.  Il  est  important  de  remarquer  que  les  quantités 

i«2.3.«./{       1.2.3. .«/Z 

s'évanouissent  pour  une  valeur  infinie  de  n.  En  efiet ,  le 
produit  mÇn — m-|-  i),  qui  peut  se  mettre  soUs  la  forme 


2     /       \    2 


—  /«  )  ,  ou  dont  la  dérivée  prise  par 

rapport  a  m  est  2  I   — ^j-)  croit  évidemment  avec 

n  "^  I 
m,  depuis  m  =  i  jusqu'à  m  = ,  ou  croît  à  me- 

sure  que  ses  deux  facteurs  approchent  d'être  égaux  :  on 
en  conclura,  en  faisant  tour  à  tour  m  =  i,  m  =  2,  etc., 
que  des  n  quantités 

i.«,  2(/2 — i).i  ■3(/ï —  2).  .  .   (n  —  2)3,  (71  —  1)2,  /î.  I , 


'I 
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la  plus  petite  sera  la  première,  et  que  par  conséquent 
leur  produit  [i  .2.3. .  •  (n  —  i)  w]'  sera  plus  petit  que 
cette  première  n  élevée  à  la  puissance  n  :  on  aura  dpnc 

or  cette  dernière  quantité  s'évanouit  pour  /i  =  oo  5  il 
en  sera  donc  ainsi  de  = et 


i.?..3...  n  1.2.3. ..A 

Corollaire.  Si  les  deux  quantités  F("^(âa:),  F^"J(.r+fi/i), 
conservent  toujours  des  valeurs  finies,  les  produits 


.r "         «...    X  x^ 


1.7..3.../Z     ^  I.2.3.../Z      V      I       ;t 

diminueront  indéfiniment  à  mesure  que  n  augmentera  ; 
on  pourra  donc  alors  employer  les  séries  de  Taylor  et  de 
Maclamîn  au  développement  de  V(x)  et  de  F(x  +  A). 
C'est  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  prend 

F(^)  =  Cy     ¥{x)  =  sinx,     ¥{x)  =cosx,     F(x)  =  a*, 

et  Ton  trouvera  par  conséquent 

.   X   .    a:*    .      x^ 

e'  =  I  H r  +  etc., 

I        1.2       1.2.3  ! 

x^  x^  x^ 

cosx=i 1 ^— ^ ^^   etc., 

1.2      1.2.3.4      1.2.3.4.5 

x^  x^  xl 

1.2.3      1.2.3.4.5      1.2.3.4.5.6.7'      '* 

a*=i'\ — \a  H lfl»-| 5la^  etc. 

I  1.2  1.2.3 
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NEUVIEME  LEÇON. 

Suite    des    applieations    analytiques. 


Règles  générales  de  la  com^ergence  des  séries  réelles, 
uipplication  de  ces  règles  aux  formules  de  Taylor  et 
de  Maclawrin. 

41 .  Les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  ne  peu- 
vent subsister  qu'autant  que  les  séries 


F(o)  +  :rr(o)  H F'(o). . .  etc. , 

1*2 

Y{x)^hr{x)  +  —Y"{x). . .  etc., 


I  .2 


seront  convergentes  ;  il  importe  donc  de  fixer  les  condi- 
tions de  la  convergence  de  ces  séries.  Une  série,  en  géné- 
ral y  est  une  suite  de  quantités 


^O»         ^19         **»>  •  •  •    ^ 


*  *  *    **n  •  •  • 


qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  loi  détermi- 
née; ces  quantités  elles-mêmes  sont  les  différents  termes 
de  la  série  qu'on  considère,  Un  est  le  terme  général.  Soit 

la  somme  des  n  premiers  termes  ;  si  pour  des  valeurs  de 
7»  toujours  croissantes,  la  somme  S„  s'approche  indéfini- 
ment d'une  certaine  limite  finie  S,  la  série  sera  dite  con- 
vergente ,  et  la  limite  en  question  s'appellera  la  somme  de 
la  série  ^  au  contraire,  si,  tandis  que  n  croît  indéfiniment, 
la  somme  S„  ne  s'approche  d'aucune  limite  fixe,  la  série 
T.  I.  5 
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sera  divergente  et  n'aura  plus  de  somme.  L'une  des  séries 
les  plus  simples  est  la  progression  géométrique, 

a,     axj     aœ*^ ax^y 

qui  a  pour  terme  général  ax";  la  somme  des  n  premiers 
termes 

1^— x"         a  eue'* 


convergera  évidemment  pour  des  valeurs  croissantes  de 

n  vers  la  limite  fixe  ,  si  la  valeur  numérique  de  X 

est  inférieure  à  l'unité*,  au  contraire,» cette  somme  croî- 
tra indéfiniment  si  a:  >  i  :  la  série  sera  donc  conver- 
gente dans  le  premier  cas  et  divergente  dans  le  second. 
Considérons  maintenant  1^  sérié 

Uoy     a, ,     w, , .  . .      tt„ ,  etc. 

Pour  que  cette  série  soit  convergente ,  il  faut  et  il  suffit, 
que  la  somme 

S„  =  Ko  +  tt«  +  «2  +. . .  +  l*»-! 

converge  à  mesure  que  n  augmente  vers  une  limite  fixe 
et  finie  S ,  ou  que ,  n  devenant  infini ,  les  sommes 
S„,  S„+i ,  S„+j...  diffèrent  infiniment  peu  de  la  limite  S, 
et  par  conséquent  les  unes  des  autres.  Or 

n  faudra  donc  que  ces  difiérences  soient  infiniment  pe- 
tites quand  n  sera-  très  grand  ;  et  par  suite ,  il  faudra  que 
le  terme  général  m„  et  la  somme  des  termes  pris  à  partir 
de  M„,  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  s'évanouissent 
pour  n  =  00. 

Réciproquement,  lorsque  ces  diverses  conditions  sont 
remplies,  la  convergence  de  la  série  est  évidemment  as-* 
surée. 
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42.  Ces  prindîpès  nous  fournissent  deux  ïnoyelis  assez 
simples  de  reconnaître,  dans  beaucoup  de  cas,  si  une 
série  est  convergente  ou  divergente. 

Règle  i*"®.  Cherchons  la  limite  ou  les  limites  vers  les- 
quelles converge ,  tahdis  que  n  croît  indéfiniment ,  Fex- 

I 

pression  (U^)",  U„  étant  la  valeur  numérique  de  m„,  et 
soit  L  la  plus  grande  de  ces  limites ,  la  série 

(  I  )  tto  +  «i  +  "a  +•  •  •  etc. 

sera  convergente  si  l'on  a  L  <  i ,  divergente  si  L  >  i . 

Démonstration.  Supposons  d'abord  L  <  i  :  en  dési- 
gnant par  p  un  nombre  plus  petit  que  l'unité,  mais  su- 
périeur à  L ,  ou  tel  que  l'on  ait  L  <  p  <  i ,  et  donnant  à  n 

I 

une  valeur  assez  considérable,  (U„)",  qui  petit  différer 
aussi  peu  que  l'on  veut  de  sa  limite  L,  finira  par  être 

plus  petit  que  p  :  on  aura 

I 

de  sorte  que  les  termes  de  la  série  m„,  m„+i,  Mh+s-'-i  seront 
des  nombres  inférieurs  aux  termes  correspondants  de  la 
progression  géométrique 

r    9       r  y       "  •  •  • 

Or  le  terme  général  et  la  somme  des  termes  de  cette  der- 
nière progression  vont  en  diminuant  à  ïnesure  que  n 
augmente,  puisque  p  est  plus  petit  que  i ,  il  en  sera  donc  de 
même  à  plus  forte  raison  de  la  sonmie  M„-h  Wn+i+ m„+2  . . . , 
et  la  série  (i)  sera  convergente. 

Supposons  en  second  lieu  L  >  i  :  n  venant  à  croître , 
on  aura  bientôt,  si  l'on  désigne  par  p  un  nombre  plus 
grand  que  l'unité  et  compris  entre  L  et  i ,  ou  tel  que  l'on 

ait  L  >  p  >  I  î 

I 

(U,)''>f,     «„>f"; 

5.. 
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le  terme  général  de  la  série  (i)  croîtra  donc,  ainsi  que  /o") 
indéfiniment  avec  h ,  et  cette  série  sera  divergente. 

Règle  2"*.  Si  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  le 
terme  général  Um  décroît  indéfiniment,  et  si  le  rapport 

J**^'  converge  vers  la  limite  fixe  /,  la  série  (i)  sera  con- 

vergente  toutes  les  fois  que  Ton  aura  /  <  i  »  et  diver- 
gente toutes  les  fois  que  l'on  aura  /  >  i . 

Démonstration.  Désignons  par  z  une  nombre  inférieur 
à  la  différence  qui  existe  entre  i  et  /,  ou  tel  que  les 
deux  quantités  /  —  e,  /+  e,  soient  en  même  temps  que 
/  plus  petites  ou  plus  grandes  que  Tunité  \  en  donnant  à 

n  une  valeur  assez  considérable,  le  rapport     "!**'  finira 

par  être  compris  entre  /  —  e  et  /  +  e ,  et  les  différents 
termes  de  la  série  m„,  u„^i...,  se  trouveront  compris  entre 
les  termes  correspondants  des  deux  progresfsions  géomé- 
triques 

Or,  I**  ces  deux  progressions  seront  toutes  deux  convei^ 
gentes ,  si  l'on  a  /<i ,  et  leurs  sommes,  ainsi  que  la  somme 
intermédiaire  m„  -|-  m„+i  -|-  etc. ,  décroîtront  indéfini- 
ment si  Un  approche  indéfiniment  de  o  à  mesure  que  n 
augmente  5  2**  elles  seront  toutes  deux  divergentes ,  et  la 
somme  m„  -H  Un^x  4-  etc. ,  croîtra  indéfiniment  avec  n  si 
/>  I  ;  la  série  (i)  sera  donc  convergente  dans  le  pre- 
mier cas ,  divergente  dans  le  second. 

Nota,  On  démontre  facilement  que  les  deux  limites  L 
et  /  sont  toujours  égales.  En  effet,  si  nous  donnons  à  m 
ime  valeur  considérable ,  les  rapports 

et  par  suite  la  moyenne  géométrique  entre  ces  rapports 
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l 

(  ^"H^  )  différera  de  /  d'une  quantité  e  aussi  petite  que  Ton 

voudra  ;  on  aura  donc 

I 

et  en  passant  à  la  limite,  ou  faisant  n  infini, 

Km.  (VnT  =  L  =  (/±  1)  U«  =  /  zt  I. 

Les*  deux  limites  L  et  /  différent  donc  Tune  de  l'autre 
d'une  quantité  e  qui  peut  devenir  aussi  petite  que  Ton 
voudra,  et  sont  par  conséquent  rigoureusement  égales. 

43.  En  appliquant  ces  deux  règles  aux  séries  de  Ma- 
claurin  ou  de  Taylor ,  on  obtient  la  proposition  suivante. 

Soit  F(x)  une  fonction  de  x,  et  ©«la  valeur  numéri- 
que de  l'expression 

L_fC»)(q)     ou     1 F(»)(x), 

1  .2.3.  .  ./2  ^    '  1  .2.3.  .  .« 

suivant  qu'il  s'agira  de  la  série  de  Maclaurin  ou  de  la 
çéric  de  Taylor,  soit  de  plus  4>  la  limite  vers  laquelle 

convergent,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,   les  plus 

1 

grandes  valeurs  de  (y„)"  ou  bien  encore  la  limite  unique 
du  rapport  ""^^  ,  ces  deux  séries  seront  convergentes 
toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  x  sera 
inférieure  à  -,  et  divergentes  toutes  les  fois  que  la  valeur 

numérique  de  x  surpassera  -  :  en  effet ,  si  l'on  désigne 

par  Un^=z±i(f^x"  le  terme  général  de  ces  séries,  on  aura , 
dans  le  premier  cas , 

I 

lim.  (U„)"  =  0^  <  I,     lim.  "^-^  =  ctj;  <  I, 


"7, 
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et  dans  le  second 


I 


Um.  (U„)"  =  4^x  >  I  ,     lim.  "^^^±1  =  4^x  >  i . 


Donc,  etc. 

Exemple:   i».  .F(x)  =  tf^     FC")(o)=:i, 


^n  = 


1 . 2 . 3 . .  •  n  ^n  ^  "4"  1 


la  série 


O  =  lim.  ; =  o  <;  I ,      -    =  00  ; 


X  X*      .         x^ 


tf*  =  1  H 1 1 5  +  etc. 

I  1.2  1.2.3 


sera  convergente  pour  une  valeur  réelle  quelconque  de  la 
variable  x\ 
^2?.  On  peut  en  dire  autant  des  deux  séries 

X*  x^ 

ces  or  =  I H — 7  — etc., 

1 .2       1 .2.3.4 

X  x^  x^ 

sinx  = 5  H 5—7—?  —  etc. 

I        ï .2.6        1.2.0.43 

1 

En  eflTet,  dans  ce  cas,  4>  =  lim.  (  = )   devra  en- 

\  1 .2.3.  .  .nj 

core  être  plus  petit  que  i ,  puisque  la  série 

tf*  =   I  -f-  o?  H 1-. . .  H = h  etc. 

1.2  I  .2.  3     .  ./2 

est  convergente,  qifelle  que  soit  la  valeur  de  x. 
V.  Si  l'on  prend     F(.r)  =  1  (  i  +  a:) , 

on  trouvera 

< 

F''(o)  =  (— i)«-.'i.2  3...  (/î— i), 

I  ^nXr  /Il  1 

n'  (p„         /î-f-i  I  <i> 

n 
donc  la  série 

l(i+jp)  =  a; 1 — ;-+etc. 

^  ^  234 
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sera  convergenle  tant  que  la  valeur  numérique  de  x  sera     * 
inférieure  à  l'unité  \ 

4^.  On  en  peut  dire  autant  de  la  série 

•27  JC  J?  7 

♦■c/ctangxzno: +  -^ hetc. 

5**.  Si  l'on  prend     F  (a:)  =  (^i  ••\-  x)**  ^    on  aura 

^  =  ^^-  -.     <^  =  .,     '=1; 

donc  la  série 

(  1  +jp)^.  =  I  -{-uxA x^~\ ^ ^^-:r j:^+eto.- 

'  1.2  I  .  7.    3 

sera  convergente   tant  que  la  valeur  de  x  restera   infé- 
rieure à  l'unité. 

6**.  On  prouvera  encore  que  ces  deux  formules 

l(x  +  A)=l(x)+-_---J-3-3  +  etc., 

^  ^  1  1.2 

h 

subsisteront  tant  que  l'on  aura  -  <;  i ,   h  <^x, 

*■  X 

44.  On  pourrait  croire  que  la  série  de  Maclaurin  a 
toujours  F  (a:)  pour  somme  quand  elle  est  convergente, 
et  que  par  conséquent,  dans  le  cas  où  ses  diflércnts  termes 
s'évanouissent,  la  fonction  F(j:)  s'évanouit  elle-même-, 
il  n'en  est  pas  ainsi.  En  effet,  si  l'on  prend 


-f-T 


F(x) 

la  fonction  F  (x)  n'est  pas  identiquement  nulle,  et   ce- 
pendant tous  les  termes  de  la  série  de  Maclaurin  se  ré- 


^2  CALCUL    DIFFÉRBITTIEL. 

duiront ,  dans  ce  cas ,  à  o.  a^.  Si  Ton  suppose 

la  série  que  Ton  obtiendra  sera  convergente ,  et  elle  aura 
pour  somme,  non  pas  F  (a:) ,  mais  seulement  son  premier 


terme  e    **. 


45.  Toutes  les  fois  néanmoins  que  les  fonctions  F(x) 
et  F  (x  +  h)  pourront  être  exprimées  par  des  séries 
convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  Xj  ces  séries  coïncideront  avec  la 
série  de  Maclaurin  ou  avec  la  série  de  Taylor. 

Démonstration,  Supposons  que  l'on  ait 

F(x)=flo  +  ûia?*  +  a,x  +fl3X*  +  etc. , 

a,  6,7,  étant  des  nombres  entiers  rangés  par  ordre  de 
grandeur^  en  diflTérentiant  plusieurs  fois  de  suite^  on  aura 

F'(x)  =  flxflt^*""'  +  ûfaCr   ""   +flf3yj:^""  ^+. . . , 

'F^(x)=zarit{et  —  i)ar*^    +«,^(^—1)0:  "" 

F'"(^)  =  fl.  et  (  «— I )  (  ^  —  2)  ^"""^  +  «. C  (C  —  i)  (C— ajx^""^ 

+  ^37(7— l)  (y  — 2)  J?^      +.-••; 

et  puisqu'en  général  les  quantités  F(o),  F'(o),  F"(o), 
ne  doivent  se  réduire  ni  à  o ,  ni  à  00  ,  on  aura  nécessai- 
rement 

«o  =  F(o),  «*=  I,  a^  =  — ^-^,  C=  a,  a^=  — ^% 

et  par  suite 

F  (:.)  =  F  (o)  H- ?  F  (o) -H  ^  r  (o)  + -^  F"  (o)  +  etc.. 
Donc ,  elc . . . 
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SufqpOpdns  en  second  lieii 

■  «  C  «v 

F(x  +  h)z=^{x)  +  ^^{x)  .h  +^a(x).A  +^3(*).^  +etc.; 

en  difEàrentiant  d^abord  par  rapport  à  x,  puis  par  rap- 
port  à  h,  nous  snrons 

puisque  la  fonc^n  ¥(x  +  h)  est  composée  de  la  même 
manière  en  a:  et  en  A,  et  qu'en  posant  a:  -f-  A  =j^,  on 
a  évidemment 

dF{x  +  h)_dF(jr)dx^d¥{x)^^  ^^ 

dx  dy     dx  dy 

dY{x^h)^dF{y)  dx^_dY[x)^^^^dF{x+h) 

dh  dy      dh  dy  djd       ' 

T     j        ;.,  .    ,     dF(x  +  h)    dY(x  +  h)  . 

Les  deux  denvees  — -S ,  — ^-7; — —l  sont  nécessaire- 

dx  dh 

ment  égales  et  doivent  renfermer  les  mêmes  puissances 

de  h.  Dès  lors ,  en  supposant  les  exposants  a,  6,  y... rangés 

par  ordre  de  grandeur,  on  aura  * 

.        d^(x)     ^  I  dpJx) 

d'ailleurs ,  en  faisant  A  =  o ,  on  trouve  y  (x)  =  F  (x)  ; 
donc 

f.(x)  =  F'(x),  ^.(x)  =  iÇ^\  ^3W=^....  etc., 

A» 
E(a:  +  A)  =  F(x)  +  AF'(^)H F'(a:)  +  etc.  C.  Q.  F.  D. 
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DIXIEME  LEÇON 


Suite    des    applications    analytiques. 


fiègles  de  coni^ergence  des  séries  dont  le  terme  général 
est  imaginaire,  application  aux  formules  de  Taylor 
et  de  Maclaurin. 

9 

46.  Les  règles  que  nous  avons  données  sur  la  conver- 
gence des  séries  en  général  et  des  séries  de  Maclaurin  et 
de  Taylor  en  particulier,  subsistent  encore  dans  le  cas  où 
le  terme  général  de  la  série  m„  et  la  variable  x  ont  des  va- 
leurs imaginaires ,  mais  alors  il  faut  substituer  à  ce  terme 
général  u^  et  à  a:  leurs  modules. 

En-  effet ,  une  série'  dont  le  terme  général  est  imagi^ 

naire  et  de  la  forme  U'n=u,[  +m^  V — i  peut  être  regardée 
comme  la  somme  de  deux  séries  réelles  dont  Tune  serait 

multipliée  par  le  facteur  imaginaire  k  —  i ,  de  sorte  <jue 
l'on  ait 

La  somme  s^  =  s'^  +  K — i  s"  des  n  premiers  termes  de 
la  première  série,  convergera  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n  vers  une  limite  fixe,  si  les  deux  sommes 
réelles  s^  ,  s'^  convergent  vers  de  semblables  limites^  il 
çn  résulte  que  la  série  imaginaire  sera  toujours  conver- 
gente en  même  temps  que  les  séries  réelles.  D'ailleurs, 
comme  en  appelant  p^  le  module  du  terme  général  de 
la  série  imaginaire,  on  aura* 
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les  d(eux  sériçs.  u'o^  u'i^  -  >  >  u" ^  u" , . . .   et  par  suite  la 
série  u^j  ûi , . . .  ii„ ,  serqpt  convergentes  si  les  mçMlules 

forment  -eux-mêmes  une  semblable  série.  On  déduit  im- 
médiatement de  ce  principe  les  deux  tbéotçmes  «suivants. 

47.   i®*"  Théorème.  Cherchez  la  limite  ou  les  limites 

vers  les^elles  converge,  tandis  que  n  croit  indéfiniment, 

I 

[    Tiine  des  expre!isiq||3  (jQ»)"?  -^^    la    série   imaginaire 

Pn 

sera  convergenie  ou  divergente,  suivant  que  la  limite 
unique  ou  la  plus  grande  de  ces  lin^ites  sera  plus  petite 
ou  plus  grande  que  l'unité. 

2*  Théorème.  Scwent  F(x)  une   fonction   imaginaire 
de  la  variable    x,    et  y„    le    module   de   Fexpression 

5 F  ^»^  (o)  ;  soit  de  plus  4>  la  limite  vers  laquelle 

converge ,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,  la  limite  uni- 
que ou  la  .plus  grande  des  limites  de  l'une  ou  l'autre  des 

I 

quaatité»  (Çn)",  ï^"-,  la  série  de   Maclaurin  sera  con- 

vergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  ou  le 

module  de  x  sera  inférieur  à  -. 

Pour  appliquer  ce  théorème  à  la. sérié  de  Taylor,   il 
suffit  de  remplacer  l'expression 

F  C"-)  (o)     par     — —^ F  (")  (x). 


1.2. d*../}  I*^.^.../i{ 

48.    Ce  dernier  théorème   suppose   que   l'on   puisse 
}     étendre  les  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor  au  cas  où 
la  variable  x  devient  im^aginaire;   or  c'est  à  quoi  l'on 
parviendra  facilement  comme  il  suit. 

Soit 

X  z=:  p  -^  q  [/ — I   n:  r(cOS^-|-  j/ — I  sin  ^) 


c 

■ 
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une  videur  imaginaire  de  laii  ^iFarial^e;  112^4- i^qj^mi^rb^ryT 
comme  seul  variable,  et  posons  '  '     '  ^ 

F(x)  ==  F[r(cosr+ V^^lin  f)].=  f  (r)+ V^C:T;K(r); 

nous  aurons^  en  diflf^pentiaiit  plusieurs  foii  de  •tfJtf'PJfe 
rapporta  r,*  .       >     -    *•  ., 

F*'[r(coBf4-|/' — ism<')](cosr  -{-V^J-i  sint)'   /•    .  *-.  ;.'• . 

rc»)[r(co»»H-V^^3T8in»)](co»f+V^— iMnrJ* 

d'où,  en  posant     r=o, 

^(o)  +  1/^a;(o)  =  F(o),  ■ 

,"(0)4.1/^  ;b"(o)=  F"  Cp)(cosrH-V^«nOs, 

^(«)(o)4.\/^;gW(o)=F(")(o)  (cosf+l/'^  riHi)«i 

on  a  de  plus 

ç(r)  =  ^(o)H-Ç^'(o)  +  -^-9"(o)+ 

;K(r)  =  ^(o)  +  yA/(o)H-^;c"(0)+ 

1.2.0. ..12 

et  par  suite 

^('•)  +  V/^;k;W  =  <P(o)  4- 1/^^(0) 

H Ç— [^("^  {^^r)  +  V/^  ;t^"^(ô. '•)]» 

1 .2.5..  /Z 


t  .. 
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t  " 

0 

¥(,)  =  F(p) +f F'(o)  +  -^(o)  + 

On.'-^pea!C'  mettre  le  dernier  terme*'  ou  le  reste  de  cette 
>:  formule  sous  une  autre  forme  ^  en  effet,  on  a 

çW{e,r)  =  ^(»)(o)  +1.,     z^n)  ço,r)  =  x^''Ho)± h  , 
'    Il  et  II  ét^t  des  quantités  qui  s^évanouissent  avec-  r;  donc 

^(•)(fl,r)+V^;KCn)(ô.r)=;;^(»)(o)+V/=^;^^ 

==F^o)(co6r+V/^sitif)»+I,+I.V— ï  ; 
et  par  conséquent 

I  étant  une  quantité  ; '  .      r-  qui  s'évanouit 

^  (cos^+ V/^sinO 

avec  r,  et  par  suite  avec  x. 

En  désignant  par  a  une  valeur  particulière,  réelle  ou 
imaginaire  de  la  variable  x ,  et  posant 

a:  — /i  =  3=i:^(cosT  +  l/^ — i  sinr), 
F(x)  =  F  (fl +z  )  =  F  [fl  4- P  (cosT+ V/II^  sinr) ] 

=  <ï>(p)+V/^X(p); 

on  trouverait  de  même ,  en  différentiant  par  rapport  à  p, 
(cost  +  V/ — I  sinT)'"FW[fl4-p(cosT+\/ — i  sinr)] 

et  en  posant     p  =  o, 

F(û)  =  cD(o)+»/:::r,x(o), 

(cosr+l/Iirsinr)F'(fl)=  <D'(o)+ V/^  X'(o), 
(  cosr  +  V/^  sin  T )'"F(")  («)  =  <!>(•") (o)  +  V/^  XC*)  (o). 
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Ou  aura  de  plus ,  d'après  une  formule  connue ,   . 

*(p)  =  «(o)4-7<I''(o)+f^<I>"(o)+..+— Ç-4.C)(9.p), 

et  Ton  en  conclura 

i.a.3.../iL      (cosT+ V/'^sinr)"     J' 

F{*)=F(a)H— j-F'(«)  +  L-_i  F"{«)+. . . 


1,7..  6, ..n  ^        ^  ^         "• 

Si  dans  ces  dernières  équations,  après  a  voi  r  posé  x — a=hi 
on  change  a  en  a:,  il  viendra 

F(x  +  A)  =  F(x)  +  yF'(x)-4-^F"(x)+ 

Lorsque  dans  ces  diverses  formules ,  on  suppose  c|ue  les 
restes 


I.2.3.../2         (cosf +V^'^sin^)"       ' 

1.2.3..  /2  (cOSr-f-  1/  —  I  SÎnr)" 

ou  seulement  les  quantités , ,  diminuent 

indéfiniment  à  mesure  que  n  augmente,  ce  qui  arrivera,. 
1^.  Si  a:  et  A  sont  des  quantités  infiniment  petites: 
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l°.Si 


ou  la  quantité  I ,  conservent  toujoui^'âes  valeurs  finies , 
on  trouvera 

F (x)  =  F(o)  H- -  F'(o)  +  -^  F" (o)  + . . .  etc., 

F(ar+^)  =  F(^)  +  -F'(4+  — F"W  +  ...  etc.j 

or  ces  dernières  formules  sont  évidenunent  les  formules 
de  Maclaurîn  et  de  Taylor ,  étendues  au  cas  .où  la  varia- 
ble a:  et  son  accroissement  h  reçoivent  des  «valeurs  ima- 

9 

ginaîres. 

La  seconde  des  conditions  ci-dessus  énoncées ,  sera  satis- 
faite si  Ton  prend  pour  F(x)  une  des  trois  fonctions  e*, 
cosx,  sino:,  et  par  conséquent  les  séries  qui  donnent 
ces  fonctions  seront  convergentes  |)our  une  valeur  finie 
(juelconque,  réelle  ou  imaginaire,  de  la  variable  x. 
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Suite    des   applications   analytiques. 


Déi^elôppement  d'une  fonction  de  x  qui  devaient  infime 
pour  X  =  a ,  fuii^ant  les  puissances  ascendantes  de 
X  —  a.  Décomposition  des  fractions  rationnelles  en 
fractions  simples, 

49.  Tous  les  développements  obtenus  jusqu'ici  n^àd- 
mettaient  que  des  puissances  entières  de  a:  ou  j:  —  a, 
parce  que  nous  supposions  toujours  que  la  fonction  F  (x) 
ne  devenait  infinie  ni  pour  a:  =  o ,  ni  pour  x  =  a.  Suppo- 
sons maintenant  qu'il  en  est  autrement  5  que  F  {a)  =  oo , 

.  —-— -  =  o,  OU  que  F(x)  soit  de  la  forme  F(x)  =  ; — ^-Azt 
F  {aj  (j7  —  ajf^ 

(f  (x)  conservant  une  valeur  finie  pour  x  =  a'^  on  dit , 

dans  ce  cas ,  que  l'équation  =r7-T  =  ^ — 7-^   a  m  racines 

égales  à  a.  Puisque,  par  hypothèse,  la  fonction  (f(x) 
conserve  une  valeur  finie  pour  x  =  a^  a  ayant  d'ailleurs 
une  valeur  réelle  ou  imaginaire,  nous  aurons,  d'après 
une  formule  connue , 

<p{a:)  =  ^(a)+^  <p'(a}  +  ^^=^'  f"{a)  + 

(x  —  a)'* 

I  s'évanouissant  quand  on  fait  x  =  a.  En  divisant  les 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  par  (x  —  a)"*, 
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on  trouvera 


i.2..^wi— i)    j:— -  a         i.2«..//i       i.2...wi.(/ii+i) 


I  .2.  .  .  /I 


«A  Taide  de  cette  dernière  fomii:Je  on  pourra  donc  en- 
core développer  F  (x)  suivant  les  puissances  entières  et 
ascendantes  de  j?  — a  ;  seulement  les  m  premiers  termes 
du  développement  renfermeront  des  puissances  négatives 
de  cette  différence.  Si  Ton  fait  n  =  m^  il  viendra 


F(^)  =  _£(f) 


p'{a)       _,     I  9"  (a) 


(x  —  a)"       (x  —  û)'""'        1 . 2  '  (x  —  a) 


•  •  •  • 

W— 1 


I  yC-OÇq)    ^        »W(<i)        ^   j 


I.2...(/71  l)     (x  — fl)  1.2.3...  /7I 

f("^(a)  conservera  en  général  une  valeur  finie;  c'est  ce 
qui  arrivera  en  particulier  si  f(x)  et  {(x)  sont  deux 
fonctions  entières  de  x ,  c'est-à-dire  si  P  (pc)  devient  une 

fraction  rationnelle  ^^  ;  alors ,  en  désignant  par  m  le 

nombre  des  racines  de  l'équation  ((x)  =  o  égales  à  a, 
par  rij  p  j  q...le  nombre  des  racines  égales  à  i,  c,  J,... 
et  par  N  un  coefficient  constant ,  on  aura 


N(x  —  ^)'»(x  —  c)P.  .  . 

=  ;^/W  (*  —  ^r"(^  —  C)'P.... 

On  obtiendrait  çC»)  (a)  en  différentiant  m  fois  cette  der- 
nière expression,  et  remplaçant  x  par  a,  or  l'on  voit  évi- 
demment que  (p^"*^  (a)  ne  deviendra  pas  infinie  pour  x=a. 
T.  I.  6 
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De  plus,  en  posant 

__^!!riW_      .,  .(x)  =  -qM.^.,, 

I  .a.3.  .  .  (/w— ij  ^  '        1.2. 3... m 

on  trouve 

50.  La  fraction  rationnelle  7—4  peut  donc  être  décom- 

posée  en  deux  parties  dont  Tune  est  la  somme  de  plu- 
sieurs fractions  qui  offriront  des  numérateurs  constants, 
et  qui  auront  pour  dénominateurs  les  puissances  de 
•  X — a,  tandis  que  l'autre  partie  j^(x)  conserve  une  valeur 
finie  pour  x  =  a. 
En  représentant  par 

Bn j_       Bw~i  I  B, 

par 


V  •  •  •  "T~ 


etc.. 


[x — c)P        [x  —  c)P'^  X — c 

ce  que  devient  la  suite  -, ^^-  ...  H ^—  ,    quand 

^  (x —  a)"*  X  —  ûf  '    ^ 

on  y  change  tour  à  tour  a  enb^  c,  J.  .  .  ,  m  en  n^  p^ 

q ,  etc. . .  . ,  les  différences 


.  .  . 


ï[x)        (x — a)^  x— « 


j 


f{x)  B„  B,       /(f)__C^_  Ci 

f(x)       (x— ^>)»'*'      X  — 6'   f(a:)       (x  — c)f"*       X  — c* 

ne  deviendront  plus  infinies,  la  première  pour  x  =  a, 
la  deuxième  pour  a:  =  6,  etc. ...  -,  de  sorte  qu'en  posant 

/W  _      A„  ,      A. B^  ,      B. 
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OU 

f(x)  A,  A,  B„  B3_      _ 

p— (j,_fl)«---       x—a      (x  —  b)-"-       x—b"~^* 

Q  ne  deviendra  infini  pour  aucune  des  valeurs  x  =  a, 
r  =  i . . .  D'ailleurs  aucune  autre  valeur  de  x  ne  peut 
rendre  la  difTérence  du  premier  membre  infinie ,  Q  ne 
devient  donc  infini  pour  aucune  valeur  de  jT,  ce  qui  exige 
que  Q  soit  une  fonction  entière  de  x. 
Enfin  si  l'on  pose 

(o:— a)"   ^  [x  —  «)"•"'  J^  —  «        (j^ — ^)" 

Bx  Cp  __    R 

R  sera  aussi  une  fonction  entière  de  x ,  car 

î{x)  =  {x — fl)'"X(^ — ^)".  .., 
et  l'on  aura 

îg^ffe  +  Q'    Ax)=QfW  +  R. 

On  voit  sous  cette  forme  que  les  deux  fonctions  entières 
Q  etR,  dont  la  seconde  est  d'un  degré  inférieur  à  celui 
de  f  (x),  représenteront  évidemment  le  quotient  et  le  reste 
de  la  division  de  f(x)  par  ((x). 

51.   L'équation 


ï(x)  {x — a)"*       (x — «)"•""**''        X  —  a 

+       B„                  Bn_i  B,       ^ 

/ 7T~    i~  ; T\ .  •  •  "i  r  "i"  eic ... 

(x — by  ^(a;  —  è)"-*  X —  b^ 

renferme  le  théorème  suivant  :  soitv^  une  fraction  ra- 

f{x) 

6.. 
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tionnelle  dans  laquelle  le  degré  du  numérateur  est  supé^ 
rieur  au  degré  du  dénominateur,  et  a,  i,  c,...  les  racines 
de  Féquation  f(a;)  =  o-,  pour  décomposer    la   fraction 

'Ç^  en  fractions  simples ,  il  suffira  de  la  développer , 

i^  suivant  les  puissances  ascendantes  de  J? —  a^  n^  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x  —  6,3^  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  J?  —  c,  etc.^  puis  d^ajouter  au 
quotient  de  la  division  de  f  (x)  par  {(x)  la  somme  des 
termes  qui  dans  les  divers  développements  deviendront 
infinis  pour  x  =  a^  x  =  by  x=  c,  etc. 

Dans  le  cas  où  le  degré  de  f(x)  est  inférieur  à  celui 
de  {(x)^  le  quotient  Q  est  nul ,  le  reste  R  est  égal  à  f(x)^ 
et  rpn  a 

f{x)__      A^  A^^,  ,     A,  B, 

î[x)       (x — a)"       [x  —  a)""''*'       X — a       (x  —  ^)* 

,      Bi       ,        C^               ,       Cl      I 
"r"  7  "T"  ; \Z  •  •  •  "T" -^etc.  •  .  , 

X  —  O  (X C)P  X  —  c 

Dans  ce  cas,  pour  décomposer  la  fraction 'Ç^  en  frac- 
tions simples,  il  suffira  de  la  développer,  i°  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x  —  a,  2?  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x —  b ,  etc . . . ,  puis  de  faire  la 
somme  des  termes  qui  renferment  des  puissances  néga- 
tives des  diflFérences  x  —  a,  x  —  i,  x  —  c. ... 

S2.  Quand  Féquation  f(j:)  =o  a  toutes  ses  racines  iné- 
gales, on  a 

/n  =  /i  =  /?,..  =  i,     f(x)  =  N(x  —  a){x  —  b)(x  —  c) 

de  jdus,  les  valeurs  des  coefficients  A, ,  Bj ,  C, ,  etc. , . . . 
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coïncident  avec  celles  des  produits 

^^-^ym  ^^~'^m  ^"~'^ffc)' 

correspondantes  àj:=a,  x  =  b^  x  =  c. . .  Toutes  ces 

fractions  deviennent  -,  mais  on  obtiendra  leurs  véritables 

o 

valeurs  en  diflFérentiant  d'abord  haut  et  bas,  ce  qui  donne 

{x-a)/'(x)^-/ix)     {x  —  b)f'{x)+/{x) 
i'ix)  '  f'{x) 

{x-c)f'{x)+f{x)  . 

et  faisant  ensuite  x  =  éi  on  x=b  ^  etc. , ...  on  aura  ainsi 

^'  ""F(J)'  "'  ~fW      ""  f'W 

D'ailleurs  Féquation 

({x)  =  N  (x  —  ûf)  {x  —  b)  {x  —  c) .  . . 
donne 

f ' (x)  =  N  (a:  —  ^)  (j: —  c) . .  .  +  N  (ar  —  a)  (j?  —  c)...+  etc. , 
r(û)=N(a  — ft)(«  — c)...f'(^)=:N(^— «)(^— c)..., 

donc 

.,  -  A-)  B=— /(^L__etc 

*•— N(a_A)(a_c)...'      '       N(i— «)(*— c)...  ' 

Oh  aurait  pu  déduire  immédiatement  la  première  de  ces 
valeurs  et  par  suite  toutes  les  autres  de  l'équation 

f^^'j—         f(x)         — N(x  — 6)(x— c)' 
d'où 


Cela  posé,  on  aura,  si  le  degré  de  f(x)  est  inférieur  à 
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celui  de  ((x) , 

r /W  ,,     ■  -1 

f{x) il     {a —  b)  [a  —  c).  .  ,        x — a  1 

,      ___  {x—b){x  —  c)...  (x  — fl)(^  — c)...      . 

Cette  formule,  connue  sous  le  nom  de  formule  d'interpo- 
lation de  Lagrange,  sert  à  la  détermination  d'une  fonc- 
tion entière  de  x  du  degré  n  —  i ,  quand  on  connaît  n 
valeurs  particulières  de  cette  fonction  f{a)^  fiP)'  •  •  • 

Lorsque  les  fonctions  f{pc)^  ((x)  se  présentent  sous 
forme  réelle ,  et  que  les  deux  racines  a ,  6 ,  sont  ima- 
ginaires et  conjuguées,  de  la  forme  a  -|-  6  V^ —  i  , 
a  —  6  l/ —  I ,  on  a 

si  Ton  remarque  que  pour  passer  de  /"(a  +  6  ï/^ —  i)  et 

f '(a  +  6  v/=rr)  à  /(a — 6 \/=rr),  r(a  _6»/=7), 

il  suffit  de  changer  \/ —  i  en  —  \/ —  i,  et  si  l'on  pose 

f{c-\-Q  V^)_  A-FB \/^  _ (AA^-BBO+(AB^-f-BAQV^ 
f/(«+ÇV/^)""A'+B'v/=T'"  A'»  +  B'^ 

_  AA^  —  BB^         _  AB^  +  BA^ 
A'^  -f.  B'>  '  A'^  +  W^  ' 

on  aura 

_(AA'-BB^)H-(AB'  +  BA')t/:^_  „  ,  y— 

B    -  ( AA'  -  BB-  )  -  (AB'  +  BA^  )  \/~x  _  „  y— 

B,  _ ».,  j    g,, —G  — HK— I, 
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x—a       x—b       a:—tù—Q\/^       x  —  a  +  C  v/^ 

2G(x et) 2H0 

Les  deux  fractions  correspondantes  à  deux  racines  imagi- 
naires se  réuniront  donc  pour  en  former  une  seule  dont 
le  numérateur  est  une  fonction  réelle  et  linéaire  de  x^ 
et  le  dénominateur  un  facteur  réel  du  second  degré. 

55.  On  pourrait  imaginer  diverses  méthodes  pour  arri- 

ver  à  décomposer  la  fraction  rationnelle  t-W  en  fractions 

simples  )  mais  ces  diverses  méthodes  fourniraient  nécessai- 
rement les  mêmes  valeurs  des  coefficients  Aj,  Aj, . .  .  A,„_i, 
Bi,  Bj,.  .  .  B„_i,  etc..  .  .  Pour  le  démontrer,  reprenons 
Téquation 

{{x)  {x  —  fl)^       [x — ay-^'  '   '^  X  —  a       {x — b)" 


[x — bf    *  X — b 


et  posons 


Qf^^)+  J^M^  «~-./W  +...4-,-MfL...  e.c. 

^   ^  ^        {x—bY{x — by-'^  (j:  —  cY 

i(/(jc)  sera  une  fonction  entière  de  x,  et  nous  aurons 

^  -^       [X — ap       (x  —  a/"    '  [X — a)       ^  , 

Or,  si  dans  cette  dernière  équation,  après  avoir  posé 
X  =  a  +  h^  on  développe  les  deux  membres  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  h ,  on  aura ,  en  remarquant 
que  la  fonction  i(x)  s'évanouit  pour  x  =  «,  ainsi  que 
ses  dérivées  jusqu'à  celle  de  l'ordre  m  exclusivement, 
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/fa) + Z>L* +/!M*! + ZlMi! I  /<■>  («)*■ 

^^  I  i.a  1.2.3    i.a...iii 

Li.2.../t        1.2. .  .(m  +  ï)*"  1.2...^     J 

fx  étant  le  degré  de  ((x)j  et  par  suite 

^^  1.2... m     ^     «^    ^  ^  1.2.  ..I»  I  .2...(wi  +  i)' 

d'où 

I.2.3.../ll/'(fl) 

^'"■~        f  (")  (a)       ' 
A       ^i-^>3...(/ii-H)/»  -^  A,f  C-^O  (a) 
"-'- (;„+,)  f  («)(«)  '  ^^•••• 

Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  de  A^^  A„_i,  etc., 
sont  identiques  avec  celles  que  nous  avons  obteaues  par 
la  première  méthode. 

En  effet,  A^  était  ce  que  devient  (p (j:)  ==  ^^ ^A         , 

quand  on  y  fait  x=a^  or  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion du  second  membre  s'évanouissant  pour  x=  o,  ainsi 
que  leurs  dérivées  jusqu'à  ceHe  de  l'ordre  m  exclusive- 
ment, la  valeur  de  cette  fraction  pour  x  =  a  ou  ^  (a) 
sera  égale  au  rapport  des  valeurs  des  dérivées  m'**"*',  rap- 
port qui  est 

i.2.3...//i/(fl)  /(a) 

£(»•)(«)  (a—l^Y(a—c)P(a—d)9...' 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  les  valeurs  de 
A,»«i,. . .  Al,  B„,  etc.,  coïncident  avec  celles  fournies 
par  le  premier  développement  qui  a  l'avantage  de  donner 
les  coefficients  indépendamment  les  uns  des  autres  et  sous 
la  forme  la  plus  simple. 
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Eppemples  : 

f{x)  =  («—  i)»(4:4-i),a=:i,  /ii  =  2,    b:= — i,  /i=i, 

•f''(;c)=a(4:— i)+2(x+l)+2(x— i) 

=  4(^—1)  +  2(^4-  l), 


d'-- 


OU: 


•    +    • 


2  (j?— i)*     4  (^— i)     4  (^  4-  0  ' 

î(x)  =x* —  I,     f'(x)=2ar, 
I  I      I  I       I 


«•  —  I  2«— I         2X+I 

3®.  ^^  =  -^ ,      w.  étant  plus  petit  que  n.  On  a 

flx):=zx^y     î{x)  =  a:» —  l,      f '(ar)  = /i^~». 
Toutes   les  racines   a ,    i ,   c ,    etc.  ,    de    Féquation 
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^  —  i  =  o,    OU    j:"=i,  sont  inégales  et  comprises 
dans  la  formule 

X  =  col ±K — ism , 

n  n 

k  représentant  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  -  : 
de  plus ,  pour  chacune  de  ces  racines  on  aura 

'      V  {x)       /îx""'  tuf*  n 

=  -lcos — ^ — ±V — I  sm — ^^ <—  f 

n\_  n  /2         -  J 

On  obtiendFa  la  valeur  des  coefficients  Ai,  Bi,  C|,...  etc.  y 
en  donnant  tour  .1  tour  à  k ,  dans  cette  é([uation ,  toutes 

les  valeurs  depuis   k  =  o  jusqu'à  Jt  =  - ,  puis  on   les 


n 

2 
substituera  dans  Téquation 


f{x)_     A,       .       B, 
i[x)        X  —  a        X — o 

en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions  imagi- 
naires conjuguées,  etc. 
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Suite    des   applications    analytiques. 


Sixième  application.    Conséquences   de  quelques-unes 
des  formules  précédemment  obtenues, 

54.   Reprenons  les  séries 

X  X*  x^ 

f^=  I  H 1 1- -^-2 -f- etc. , 

I  1.2  1.2.0 


X 


.2 


X^ 


ces  xz=:  1  — 1 5—7  —  ...   etc. , 

1.2        1.2.0.4 

sin  .r  =  —  — ^  H 'i    ,   er  —  •  •  •  ^^c. 

I        1.2.0        1 .2.0.4  *^ 

Ces  séries,  comme  nous  l'avons  vu,  subsistent  quelle  que 

soit  la  valeur  réelle  ouimaginaire  attribuée  à  la  vax^ablex; 

on  peut  donc  les  étendre  à  tous  les  cas  possibles ,  et  les 

considérer  comme  pouvant  servir  à  fixer  le  sens  des  trois 

notations 

e* ,   ces  X ,  sin  x. 

En  changeant,  dans  la  première  de  ces  équations ,  x  en 
xla ,  on  aura  pour  définir  l'expression  a', 

XiO  x^  x^ 

^*«  -—  a'  =:  I  H 1 W  H r  la'  -I-  .  -  .    etc.  : 

I  1.2  1.2.0 


si  Ton  y  change  x  en  x  k — i ,  ou  en  —  x  v—\  ,  ou 
trouvera 

x\/^^  .    xl/^         x^         x^\/^~[  x^ 

€  =lH ô 3—/ 

I  1.2  1.2.0  1.2.0.4 

H ir-f—t  +...==  cos.r  +  K  — I  sm^r  , 

1 .2.0.4>  ^ 


9^ 
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— x\/^I  x\/^ 1  X*  x'i/— I 

•  =  I  — _ f- 


I  I  .2 


I «2*3. 4«s 


I  .2.3 
.  ,  =C084r  — 


1.2.3.4 
— I  sinx: 


on  a  donc 

C08X  +  V^— I  smx=  tf'*^  ""*,  cosj:— |/— isi 
on  aura  de  même 


rV/m 


-*l/^ 


d'où 

(cosâ? 


— I  smj:;  ^co5/-+ K— I  smj)  =tf^   ^^z»- 

=  cos  (x  +  7)  H-  K — 1  8in(«  H-  j^)  » 
cos  (x  +  j)  =  cosxcosj  —  sin  j:sin j, 
«in  (x  +  j)  =  -sin x  cosj^  -}-  sin  j cos«  ; 


on  aura  encore 


{cosx  +V^— I  smx)(co87-+K— î  sm^)(cosz+V/— isin«)... 

d'où  l'on  tirera  en  faisant  y=zz.,,=x^ 

(cos  X  +  v—i  sin  a:/"  =  cos  /wa:  +  \/—î  sin/wx. 

Cette  dernière  formule  fut  donnée  d'abord  par  Moîvre, 
dont  elle  a  retenu  le  nom. 

La  multiplication  d'expressions  de  la   forme 

cosj?  +  \/--i  sin  Xf 

se  réduit  donc  à  une  addition,  et  l'élévation  aux  puis- 
sances à  une  multiplication.  Ce  résumât  est  très  impor- 
tant, puisque,  comme  on  le  verra,  toute  expression  imagi* 

naire  a  -)-  6  V^  — i  peut  se  mettre  sous  la  forme 

r  (cos  t  +  \/ — I  sin  t) , 
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On  aura  encore 


cos 


x+y/^ûnx      ^W^--i 


=  e  =cosx-|/^sûir. 


(cos  x+ 1/—  I  sin  x)*      tfm*W^^^^ 


^       =  cos  mx  -—  |/^— 7  si 


sm/7ix. 


f 


Ainsi  pour  diviser  par  (cosx  +  V^ — i  sinx)"*,  il  suffit  de 
multiplier  par  cos  ma: — V^ —  i  sin  mx. 

55.  En  partant  des  mêmes  principes,  il  sera  facile  de 
fixer  le  sens  des  notations 

x",    A^,    hxy    ûaxy    cosxy 

dans  le  cas  où  la  variable  x  devient  imaginaire. 
Nous  avons    dit    que    toute    expression    imaginaire 

a  +  S  K  —  I  pouvait  se  mettre  sous  la  forme 

r(cos^+  V^— I  sin^)  j; 
il  suffit  pour  cela  de  prendre 

r=»/^r4rF,  cos.  =  p;==. 

smt=: — ,  ,     r=:arc  tan£^-. 

Si  l'on  désigne  par  t  la^lus  petite  valeur  absolue  de  l'arc      w 
qui  a  -  pour  tangente ,  cet  arc  sera  compris  entre  -  et 

;  cosT  sera  essentiellement  positif,  et  si  l'on  suppose  a 

positif,  oii  aura 

CL  C 


cosr  =  —  ,     smTz= 


i/*»  +  c>'  v/ 


CL* 


cos  f=  cosr  y     smf  =  smr. 
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La  valeui'  générale  de  t  sera 

^  =  T±2>tîr,     et     a:  =  r  (  cost  +  V^ — isinr); 
si  au  contraire  a  est  négatif,  ou  trouvera 

cost  = %     sin  T  = 


cos^  =  — cost,     sinf=r  — sinr, 

^=:t±(2/'+  l)  5r,       x=: — r(coST  +  V/ — I  sinr). 

Cela  posé,  i°  si  a  est  un  nombre  entier  m,  on  aura 

j:«  =  ar»"  =  r"*  (cos^  +  \/^ — i  sin^)*", 

équation  qui  entraîne,  comme  nous  l'avons  vu,  la  sui- 
vante , 

jpM  ^-  r"  (cos/wf  +  V^ — I  sin  m/)  ; 

I 

2°.  Si  a  est  une  fraction  -,  x^  ==  x"  aura   un   certain 

n 

1 

nombre  de  valeurs,  en  désignant  par  ((x)y  l'ensemble  de 

I  I 

cesvaleurs,  par((i))",  (( — i))"  les  racines  7^'^'"*^  de  +  i 
ou  — I,  on  aura,  si    a>o,  j:  =  r(cosT  +  l/^^sinT), 

(W)"  =  ^  (ces  ^  +  l/ir^  sin  iyi)r; 

si  a<o,  x= — r(cosT+  V/ — i sinr) , 

-        -  /  - 

((^))^  =  r^  fcos  ^  +  J/3T  sin  ^  )  ((- 1  ))"• 


56.  Quant  aux  valeurs  générales  de((i))",  (( — i))'*,  on 
les  obtiendra  en  cherchant  les  valeurs  de 

X  r=  7'  (cos^  +  i/ — I  sin/) 
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propres  à  vérîBer  les  équations 

x^ -=. r" {cosnt  +  \/ — i  sin/if )  =  i , 
^"=:r"  (cos/ï/ +  V^— >  sin/ï^)  = — i; 

or  on  satisfera  à  la  première  en  posant 

r=  I,   QOSnt  =z  I,   sm/ï^=  G,   m  =:nz  aA-îr,  ^=3t ; 

et  à  la  seconde ,  en  posant 

r=I,      COS/ï^=I,      sin/l^  =  0,      /l^=r:±(2^+  i)«-, 

n 


on  aura  donc 

I 


((i))"  =  ces ±  K — I  sin 


n  -  /i     ' 


I 

(( — i))'*=z:cos «j±K — I  sm T. 

Ces  équations  fournissent  pour  chacune  des  expressions 

l  T 

((i))",  (( — i))",  n  valeurs  distinctes  que  Ton  obtiendra  en 
donnant  tour  à  tour  pour  valeur  à  2.k  tous  les  nombres 
pairs ,  à  aft  +  I  tous  les  nombres  impairs  compris  entre 
0  et  n  inclusivement.  Il  est  facile. de  démontrer  qu'il 
suffit  de  donner  à  2&  ou  à  aft  + 1  ces  deux  séries  de  va- 
leurs. En  effet,  i*^  soit  v  le  nombre  entier  le  plus  rap- 

proche  du  rapport  —,  la  différence  entre  les  deux  nom- 
bres V  et  —  sera  tout  au  plus  égale  à  j ,  en  sorte  qu'on 

k  k'       k'         , 

aura  —  =  v  zh  — ,    —  désimant  une  fraction  éeale  ou 
n  n        n 

inférieure  à   ^ ,  et  par  suite  y  un  nombre  entier  infé- 
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rieur  ou  tout  au  plus  égal  à  -  ^  on  en  conclura 

=  2»w  ± , 

n  n 

2  A-»    i_  .  y 

CCS 


2A-»'^_.    y .      a^îT  2A^îr_.     .y .      2^«- 

±  V^ — I  sin =  cos ±:  K — I  an , 

/i  n  n  n 

I 
et  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  ((i))"  seront  com- 
prises dans  la  formule 

2  A-'»  _,    -  y .     2  A^w 

cos ±  K  — I  sin , 

si  l'on  suppose  aft'  renfermée  entre  les  limites  o  et  /i; 
ou;  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule 

..n       cos  aA-ar  j_     > .    aA^» 

((0)   =— ^—   ±K— ism-^, 

si  Ton  y  suppose  2k  renferme  entre  les  mêmes  limites. 
Soit  de  même  v  le  nombre  entier  le  plus  rapproché  du 

rapport —  :  la  différence entre  les 

^^  2n  2/1 

nombres  v  et ,  est  évidemment  une  fraction  de 

un      ' 

numérateur  impair  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  à  ^ , 

en  sorte  qu'on  aura 

2^+1  .    2  A-^  -I-  ï 


2/î  2/1      ' 


2k  +  I  désignant  un  nombre  impair  égal  ou  inférieur 
à  ra,  on  en  conclura 

(2A-f.|)5r  .    (aA^'+Oî*- 

^ i —  =  2fîr  it:    —  , 

n  n 
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cos  ^^ ^—  ±K — i  sin  ^ — 

n  n 


(2/-'+  !)«■    .     ,   > .     (2^'+l)7r 

1=  cos^ : — - — zh  ^ — I  sin  ^ ^— 

n  n 


et  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  ((  —  i  ))"  seront 
comprises  dans  la  formule 

cos  ^ —  ±  K  —  I  sm  ^ ^ — , 

n  n 

si  Ton  suppose  ak^  +  i  renfermé  entre  les  limites  o  et  /t , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  formule 

I 

((—"))=  cos^ ■ — - —  ±  K  — I  sin^ — ^—, 

^^       ^^  n  n 

si  Ton  y  suppose  ak  +  1  renfermé  entre  les  mêmes  li- 
mites. 

Si  n  est  pair,   aft  pourra  être  tour  à  tour  égalé  à 

0,  2,  4v  C'* — ^)9  ^9  ^^^  valeurs  o  et  «  donneront  pour 

I 

((i))"  deux  racines  réelles  + 1  et —  i ,  chacune  des  autres 
valeurs  en  nombre donnera  deux  valeurs  imagi- 
naires conjuguées.  Dans  le  même  cas,  2A  +  i  pourra 
recevoir  les  valeurs  i ,  3 ,  5, . . .  (n  —  i)  -,  à  chacune  de 

ces  valeurs  en  nombre  -  correspondront  deux  valeurs 


1 


imaginaires  de  l'expression  (( — i))". 

Si  au  contraire  n  est  impair,  2 A  pourra  recevoir 
toutes  les  valeurs  o,  2,  49-'-  (^  —  ï)5  ^  '^  première 
correspondra  une  racine  réelle  et  unique  -|-  1 ,  et  cha- 
cune des  autres ,  en  nombre ,  fournira  deux  valeurs 

2 

T.  I.  •  7 
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I 

imaginaires  conjuguées  de  l'expression  ((i))'*.  Alors  aussi 
2^  +  1  pourra*recevoir les  valeurs  i,  3,  5, .  .  .n — a,  n\k 
la  dernière  correspondra  une  racine  unique  et  réelle  —  i 

de  l'expression  (( —  i))"  ^  chacune  des  autres,  en  nombre 

,  donnera  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées. 

I  I 

•  

De  ce  que  les  expressions  ((i))",  (( — i))"  ont  n  va- 
leurs ,  on  conclut  qu'il  en  est  de  même .  de  l'expression 
I 

57.  Revenons  à  l'expression  x*.   3*^.  Quand  a  est  un 


nombre  fractionnaire  — ,  on  trouve ,  si  a  >  o , 

n 

mm  m 

x'  =  {{x)f=r^  (cos^r+  V^^l  sin^r)  ((,))»  ; 

si     a  <  o , 

mm  m 


n  n 


m  m 


Les  diverses  valeurs  des  expressions  ((i))",  (( — i))"  seront 
données  par  les  équations 

m 

{i\\Y  =  ces ^lV  —  I  sm , 

_  ^   ''  n  n 

m 

(( — I  ))     =  ces  ^ — ±  V  — I    sm  -^ — ^ . 

^^       ^^  n  n 

Comme  les  seconds  membres  de  ces  équations  élevés  à  la 
puissance  »,  donnentpour  résultats  H- 1  ou — i,  on  en  con- 
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•  mm 

dut  quetoutesles  valeurs  de  ((i))  "  ou  (( — i))"  coïncident 

I  T 

avec  celles  de  ((i))"  ou  ((—1))"  . 
4^.  Sia  =  —  trij  on  aura 

jc"»"  zzz  r"*"  (ces  mt  —  V^  —  »  sin  mt)  ; 


77* 

5^.  Quand  a  = ^  ,  on  a,  si  a  >  o, 


mm  m 

{(x))  ""»  =  r^^l^cos-r—  V^^^sin -r)  ((i))       ""; 


n  n 


si      a  <  o , 

mm  m. 

■  ((x))~-  =  r~"(cos^r-  V/:i:Tsin^r)  ((—))"», 

et  l'on  reconnaîtra  que  les  diverses  valeurs  des  expres- 

m  m 

sions  ((i))"  9  (( — i))      "  ?  coïncident  encore  avec  les  di- 
verses valeurs  des  expressions  ((i))"  et  (( — i))". 

ELn  résumé ,  a  étant  une  quantité  quelconque  positive , 
négative,  entière ,  fractionnaire,  et  x  une  quantité  ima- 
ginaire a  -\-  ë  \/ —  I ,  on  aura,  si  a  > o, 

{(x)Y  =  r«  (  cosflT  +  V^  —  I  sin  ar)  ((i))*; 
si     a  <  o  , 

{{x)y  z=  r«  (  cosar  +  V^ — I  siaar)  (( — 1))«; 
({i)y  =:  cos2.Aa^  -\-  v  — I  çmikavy 
{( — '))"=  cos(2X-H-i)a»-4-  y/ — I  sin(2^-f-i)a5r. 

On  désigne  par  la  notation  particulière  a:  ",  celle  des 
valeurs  que  Ton  obtient  quand ,  a  étant  positif ,  on  prend 


N 

\ 
\ 
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pour  ((i))*  la  valeur  particulière  i;  on  a  ainsi 

.r"  =  r"(cosûr  +  \/  —  I  sinar). 

On  convient  d'étendre  cette  équation  au  cas  même  où 
a  devient  irrationnel,  et  de  s'en  servir  pour  fixer  le  sens 
de  la  notation  x"*. 

58.  Considérons  maintenant  les  notations  A',  sinx, 
cosx,  \^{oc).  On  a,  comme  nous  l'avons  vu, 


a':=:e        ,      e 


xv^  — 1 


'  =  coso:  +  l/'— I  sinx , 

—  xW^— r  ,  y . 

=:cosar — K  — I  smx. 


Si       X  =:•  OL  -^  ^  V  1, 


on  aura 


«-hc\/— T 


e*  ■=^  e    '  '  '       =  e*e  =  ^*(cos^4-  \/— ï  sin^); 

donc 


a'zna 


Les  équations 


=  fl*(cos^la  4-  \/ — I  sia^la). 


=  cos4:+K--risin:c,  e  =cosj:-K — isinj:. 


donnent 


ces  J7  = 


I  — x\/^ — I  xy — I  — XI 

e  ,    .       e  — e 

,    SmJ7zr:  - 


^y/H: 


on  aura  dès  lors ,  dans  le  cas  oxix  =  a-\-6i/^ — 15 


CCS  x  =  ces  ce  — 

sm  J7  =  — ' sm  ec  + 

2 


/-«-« 


sin«  l/— I, 


/_«-« 


COStf 


59.  Si  l'on  cherche  les  diverses  valeurs  réelles  ou  ima- 
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ginaîres  de  j^  ou  de  z,  propres  à  résoudre  les  deux  é(pia- 
tions 

ces  diverses  valeurs  seront  les  logarithmes  de  x ,  calculés 
dans  le  système  népérien  et  dans  le  système  dont  la  base 
est  «5  nous  les  désignerons  par  les  notations  1  ((j:^)),  L((j:)). 

Or  l'équation  a*  =  e*  *  entraine  la  suivante, 

on  aura  donc  toujours  L((a!:))  =  -j-^»  de  sorte  que  pour 

obtenir  les  logarithmes  de  x,  dans  le  système  dont  la  base 
est  a,  il  suffit  de  diviser  par  1  a  les  logarithmes  népériens 
de  la  même  variable. 
Posons 

Téquation  e^  =  j:  donne 

et  si     a  >  o , 

eP{pa&q  +V^ — isin^)=  r(sinr -j-  \/ — i  sinr), 
eP-=.r^    pzizlry    cos^  =  cosr,    sin^  =  sinr,   ^=r±2itw*, 

si     a  <  o, 

e/» (cos^  +  \/ — 1  sin^)  = —  r (cosr  +  K— T  anx), 
ePz=zry  /?=h',  cos^=— cosr,  sin^= — sinr,  ^=:r±(2^4-0*^* 

On  aura  donc,  si     a  >  o, 


l((x))  =lr +  r  V/— î  ±:  2^îr  \/— I  ; 
si     a  <  o, 


l((a:))  =  lr+ r  \/  — 1  ±  (2X-  +  l)îrl/— I. 


I02  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

Si  Ton  fait 

a:  =  I ,     ou     .r  =  —  i ,     d'où     r  =  i      et     r  =  o , 
on  aura 

I  et  —  I  ont  donc  une  infinité  de  logarithmes,  et  Ton 
aura ,  si     a  >  o , 

l((x))  =  lr+rV/I=7  +  l((i)); 
si     a  <  o , 

1((^))  =lr  +  r\/^l+l((— l)). 

Dans  le  cas  où  ce  est  positif,  il  existe  un  logarithme  plu» 
simple  que  les  autres ,  celui  que  Ton  obtient  en  faisant 
ft  =  o,  où,  en  prenant  +  i  pour  1  ((i)),  on  désigne  ce 
logarithme  particulier  par  la  notation  \x ,  et  Ton  a         « 


On  déduit  la  valeur  de  L((a:))  de  ceUe  de  l((x))^  en  di- 
visant cette  dernière  par  la. 

On  détermine  de  la  même  manière  le  sens  des  nota- 
tions arc  sin  ((ocj) ,  arc  cos  {(x)) ,  dans  le  cas  où  a:  a  une 

valeur  imaginaire  oc  +  ë  \/ — i.  S'agit-il ,  par  exemple, 

de  arc  sin  ((a::)),  on  posera 

arc  sin  ((x))  z=z  p  -^  q  \/^ — i  ; 
d'où. 

X 1=  ce  +  ^  V^^-ï  ==:  sin  (/? -h  y  K— î  ) 

= sin/?  -\ cos/>  K  — ï- 

1  1 

De  cette  dernière  équalion ,  on  tirera  les  valeursde^  et  de 
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q ,  que  Ton  substituera  dans  Téquation 

arc  sin  ((x))  ■=p  ~{^q  {/ — i . 

(Ployez j  pour  plus  de  détails,  V Analyse  algébrique 
de  M.  Cauchy,  chapitre  IX,  ou  le  Traité  de  Calcul 
différentiel  du  même  auteur,  onzième  leçon.) 

60.  Nous  mettrons  fin  à  cette  digression  en  étendant  à 
des  valeurs  imaginaires  quelconques  des  variables  x  ou^, 
les  formules  connues 

(W)-x((^))*=(W)-+*, 

CCS  [x  +  j)  =  cosx  ces/  —  sin  jc  sin/, 
ÛDi{x-\-y)  •=.  sin  or  ces/  +  sinj  cosar, 

L((xr))  =  L((x))+L((r)); 

i«.       {{x)Y  =  r«  (cosaT+  V/^  sinar)  ((±i))% 
((a:))*=  r*  (cos^r+  V^^sin^r)  ((±i))*, 

donc  _  ((a:))''  ((X))* 

=  .r«+*co»[(fl+é»)r4-»/^sin  (flH-^)r]((d=i  ))«+*=  ((x)>+*; 

2®.      e*  •=z  e"       *^^^^=:tf*(cos^+  \/ — I  sin^), 
eT  =  ^*'(cos^'+  V^^x  sin^O» 
tf»tf/= e*  g*'[cos  (  S  4-  ff 0  +  V/^  sin  ( C  4-  ^  ')] 

4**.    cosa:=cos(fl6  +  ^K   ""' )^^^ co^tt 

<?^ — ^""^   .       .y 

—  — -sm*  K  — I  > 
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cos  r  =co»l  a'  4-  ^  k  — I  )= cos«' 

sin  fit'  K  — I  » 

= ^ i-cos(«+«')— ^^ ^^ 5m(tf+ct')^<^i 


^^+^'_e-^-^' 


(cos  «  cos  «'  —sin  a  sin  «  ') 

(sin «  cos«t'+  sin  a'  cos  «)  V^— j 

=  cosxcosjr  —  sinx  sinjr- 
On  trouverait  de  la  même  manière , 

sin  (ar +^  )  =  sin  X  cos  ^  +  sin  ^  cos  a: , 
et  par  siHte, 

sini -— j:  j  =  cosj:,      cos( -— x  ]  =sinx,  etc. 

5®.  On  a  identiquement 

d'où 

xy  =  e^  ((^))  ==  ^1  (W)  4- 1  ((r))^    ^1  (M)  + 1  ((r))  -  1  {ixr))  _  j  ^ 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  l'exposant  du 

premier  membre  sera  de  la  forme  ±:  2^71  k—T,  on  aura 
donc  définitivement 

1  (H)  + 1  ((r))  -  «  ((^r))  =  ±  2*»\/^=n , 

1  ((xr))  =  1  ((x))  +  \  {{y))  ±  2Ax  v/CTT , 

OU  plus  simplement 

l((xr))  =  l((x))  +  l((j^)); 

car  on  ne  change  rien  au  logarithme  d'une  quantité  ima- 
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gînaire ,  quand  on  y  ajoute  ±  2A71  v —  i ,  qui  y  est  déjà 
compris,  puisque  1  ((j^))  est  égal  à  la  somme  1  ((j:))+tk — i 
augmentée  de  ±:  iki^  V^ — i ,  ou  de  ±:(2^+i)7rl/^ — i. 

Nota.  Les  équations 

(W)"  (W)*  =  (W)"**.    i  (W)  + 1  ((r))  =  1  {(^r)).  ' 

sont  vraies  dans  ce  sens  seulement,  qu'à  chaque  valeur  du 
premier  membre,  on  pourra  faire  correspondre  une  va- 
leur égale  du  deuxième. 

61.  On  peut  enfin  appliquer  les  principes  établis  ci- 
dessus  à  la  résolution  des  deux  problèmes  suivants  : 

Problème  i®*".  Transformer  ûnmx  et  cosma:  en  un 
polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
sin  X  et  cos  x. 

Solution,  Les  deux  équations 

(coS4:-|-  K  — I  sina?)'"^:  cos/nx  -|-  \/ — i  ûamx^ 
(  cos:i: —  K  — I  sinx)":;!:  cosmx  —  J/ — i  ûnmx, 

donnent 

(cosa?-|-  V^ —  I  sina:/"  -f- (cosx — V^ — i  sina:)" 


cosmos  = 

2 


(cosx  4-  V^— I  sin  a?V —  (cosar—  l/— i  sin jtV 
smwM?  =  i ^ — — ^= ^  • 

2V/— I 

Si  après  avoir  effectué  les  développements,  on  égale  de 
part  et  d'autre  les  parties   réelles  et  les  coefficients  de 

V^ — I,  on  trouve 

mlm  —  i) 

cosmx  =  cos'"^  —  — ^^ — ^  cos  """a:  sm  'x 

1.2 

,    m(m  —  I  )  (/w  —  2)  (/w  —  3) 

-I ^ ^  ^     o   /     ^  cos  '"-^x  sm^o:-!-. .  .etc. , 

I .2.0.4 

/w  .  m  (/W-l)(//i-2)  ,        .     a       . 

sm  /w j;=  — cos'"~*:c  sin  x i ^-^ -'  cos  ""^^  sm  ^x  +, . .  etc. 

I  1.2.3 
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Exemples  : 

C0S2X  =  cos*j:  —  sin  *Xy     sin  ax  =  2  sin  x  cosar , 

■ 

cos 3x  =  cos ^x — 3  cosx  sin  *x ,   sin  3x  =  3  cos *x  sin  x— sin  ^x. 

Si  dans  le  développement  de  cos  mx,  ou  dé  sîn  mXj  on 
met  à  la  place  de  cos' j:  sa  valeur  i  — sin^x,  on  trouvera, 
en  développant,  1°  si  m  est  pair, 

m  /m  —  I        i\   . 
cos  mx  =  I  —  — 1 —    sm  "x 

I  V        2  2j 

,   /w  I7Ï-2  r(m-i)  (/w-3)    ,   (/w-i)3    .    3   I  "1   .    . 
I     3     L        «.4  2     a       a  4J 

!m  .  m(m— a)r(m— i)  ,31 

I  1.3      L    a  2j 

^  ;n(m~  2)  (m-4)r(^-)(m-3)     (m-i)5     SSl  (' 

a*'.  Si  m  est  impair, 


siniiu:=cosx 


sin*  x 
cosmxzrcosx 


+ 


(m— i)/!»  ,   i"\    . 

'--T-U+âj"' 
(;«-0(m-3)rg^(m-g)^3     3  xn     ^^     (' 

1.3  L        2.4  2      2         2     4J  / 

m    ,  m  (m — i)  fm  —  2    .    3\    .   . 

sin  mx  =:  —  sm  X ^^ —  ]  sm^  x 

1  1 . 3        \     2  2.J 

m  {m — r)(/w— 3)r(/w — 7),{m — 4)  ,  (^—2)  5^5  3*1  . 
1.3.5         L  îi-4  2        2     2*4J 


^i  dans  ces  équations  on  change  x  en j: ,  et  si  l'on 

pbserve  que  Ton  a ,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 

m 

COS  f  /w  -  —  mx  j  =  ( i)2  ços  ;„^^ 

sin  [m /wxj  =  ( —  i)^         sinmx, 
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et  pour  des  valeurs  impaires  de  m , 
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:os  (  m mx  J  =  (  —  1) 

in  (  /w  ^  »^  mx  ]  =  (  —  1  ) 


^\VLmx 


CCS  mx  ; 


on  trouvera  les  développements  de  sininx  et  cosmx, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  cosj:. 

^me  Problème.  Exprimer  les  puissances  entières  de 
sino:  et  de  coso::  en  fonctions  linéaires  des  sinus  et  des 
cosinus  des  arcs  multiples  7.x  ^  3a:,  etc. 

Posons  ■ 


coso? 


-f-  \/^ — I  sin  X  =  M ,  ces  X  —  1/ — I  sinx  =  v^ 


d'où 


2  cosor  =  u  +1*,    a  V^ — 1  sin a?  =  a  —  p  ,  uv^zz  i^ 


a» çn 


=z=  cos  /i:i: , 


V- 


=  sin  /ÏJ7. 


2 
Cela  posé,  on  aura 

m(m- 1)    ^   ^  ^   , 
a*cos'"ar  =  (tt+j>)^=:tt'»  +  ma'"""'pH ^-^J  u'^-^ç^  + ,.., 


1 .1 


a^sin"*  4: (k  —  i  )"  =  (a  —  »>)"  =  «'"  —  muP^^  9 


m  (m  —  i)         ,  , 

1  .2 


et  si  m  est  pair, 


2""»cos"x  =cosmx  H cos  (m'7.)X'4 ^^ ■  cos  ('m-â.)x  -f--  •  « 


5  /w 

I  •  2  •  O  >  •  •  ""■ 
2 
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(-1  )  2'"~*sin»j?  =  cosmx — cos(iii-2)<aH ^ ' co${m-J^)x.. 

1  M    m  ^ 


m  (m  —  i)....  ( hij 


2  2  '^ 

I  •  2  .  O  •  •  •   — 

a 
si  au  contraire  m  est  impair,  on  aura 

m      .           y.        tn  itn  —  i  )      ,         •» 
2""*cos"d:=cosmxH — cos(iii^2u?H ^ ^X)s(»t-^kF... 

I  1.2  V  -T/ 


I    3.3. . . 


2 

cosj;, 

m  — I  ' 


m-i 
(-i)  ^  2*"*sm"j?=siiwwj? — sin(/w-2)arH — i- ^ sin(i7?-4)>^. 

I  1*2 


2        m  —  I 

I.2*0«*.    — — — - 


a 

sin  X. 


♦  . 
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Différentielles  des  fonctions  explieites  ou  implicites  de  plusieurs  variables 

indépendantes. 


62.  Soit  M  =  F(  x,  r)  une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes  x^  y\  donnons  à  ces  deux  variables  des 
accroissements  simultanés  Aor,  A^,  Taccroissement  Au 
de  la  fonction  sera  donné  par  Téquation 

4-F(4:  +  Ax,  ^-1- A/)— F(:i:+AJ7,  7); 

mais  d'après  un  théorème  souvent  rappelé,  nous  aurons,  en 
désignant  par  Fi(j: ,  j^) ,  F^J  (a: ,  j^) ,  les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  F(a:,  y)^  prises  par  rapport  à  x  ou  par 
rapport  à  y^  par  F^  {x^  y)^  la  dérivée  par  rapport  à  x 
de  la  dérivée  prise  d'abord  par  rapport  à  j^,  et  par  Si ,  Sj, 
6,,  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  Ar,  A^, 

F(x+Aa?,  j)_F(a?,  j-)  =F^(j:,  ^)a^  +  £,A:c,. 
F  (a?+ZLr,  j-|- aj)  — F  (:i:+  ^x,  y)  =Ï"(^+2\j7,^)  A^+e,A^, 
F;  (x-h  Aar,  .r)  =F;  (^,  jr)  +  Yl^{x,  y)  Aar  +  i3Ax; 

on  a  donc ,  en  remarquant  que 

r(x,y)=^,     F'{x,y)-±,     Y"{x,y)  =  ^, 
'        ^       dx        jr^    '^f       ^^'        *rV    >y;       ^^^7 

du  du  ,  *       .     ^*" 

AU  =  —  AJ?  +—  Aj  +  I,  Aa?H-f a  Aj  4-  -r— AJCAj+fsAxAj. 

L'accroissement  Au.  se  compose  donc  encore  ici  de  deux 
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parties^  Tune  proportionnelle  aux  premières  puissances 
.de  Ar ,  Aj^,  ou  dans  laquelle  les  coefficients  de  Ar,  Ay 
ne  s'évanouissent  pas  avec  ces  accroissements;  l'autre  né- 
cessairement proportionneUe  à  des  puissances  supérieures, 
et  à  des  produits  de  ces  accroissements,  ou  dans  laquelle  les 
coefTicients  ei ,  e^,  £3  des  accroissements,  s'évanouissent 
avec  eux.  Dès  lors  il  parait  tout-à-fait  naturel ,  par  ana- 
logie, d'appeler  différentielle  de  m,  et  de  représenter  par 
rt?M,  lorsque  u  est  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes oc^  j^  la  partie  de  l'accroissement  Au  qui  est  pro- 
portionnelle aux  premières  puissances  des  accroissements 
Aj?  =  dx^  ^y  =  dy^  on  obtient  ainsi 

du  du 

du  z=z  -—dx-\-  — -  dy  : 
dx  dy 

la  difféi'enticlle  d'une  semblable  fonction  estdoftc  égale  à 
la  somme  de  ses  différentielles  partielles  prises  tour  à  tour 
par  rapport  à  chacune  des.  variables  indépendantes. 

Si  nous  avions  eu  u  =F  {x ,  y^  z) ,  nous  aurions  trouvé 
de  la  même  manière,  en  désignant  encore  par  Cj ,  es,etc., 
e',  e",  etc.,  des  quantités  qui  s'évanouissent  avec  Ar, 
Ay,  Az,  par  fc,  fe',  li!\  des  coefficients  déterminés, 

AM  =  F  (a:H-Ax,  j-f- A 7 ,  z-^àz) — F  {x,  j ,  z)  =  F  (x-f-^x,  y ,  z) 
— F(^,  j,  z)-\.^{x^C^x,  r-t-Ajr,z)— F(^-f-AJ:,  r>  2) 
-f.  F (J7 -f.  A j:,  j+  aj,  z+ Az)~F(jr-f-^x,  r+^r?  «)  i 
F(^-t-Ax,  y,  z)  — F(j7,  jr,  z)=:F^(j:,  ^,  z)hx-\rU<^'> 

F(^H-z:^j?,  ^r  +  ^r^^)  — F(^-{-zi^,  j,  z) 

=  F;  (o:  -f-  A^  ,  j,  z)  A  j  H-  i^Ajr  , 

F^  (^+A^,  j,  z)  =  Y'^  (x,  y,  z)  +  F^^  [x,  y,  z)  Sx  +  t^C^x , 

F  (x  +  Ad7,  jr  +  ^r,  z  -f-  Az)  —  F  (^  H-  Ax,  ^  -I-  iA^,  z) 

=  F^  (j7  -I-  Ao: ,   j  +  /^kj,  z)  Az  4-  64  Az  ^. 

Fj  {x  -I-  Ax,  j  -t-Ay,  z)  =  f;;  (x  +  Ax,  j,  z) 

+  ^lî'x  {-^  +  Aj:,  7,  z)  Ar  -|-  isAr  > 
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rfr  dy  dz 

éfi^  é/tf  ^/i^ 

flf  a  =  3-  cte  4-  -—  d[r  +  -r  dzy 
dx  dy  dz 

équation  que  l'on  écrirait  plus  correctement  de  la  ma- 
nière suivante 

du,  -=.  djtU  ^  dyii  '\-  dfU, 

.  La  marche  que  nous  venons  de  suivre  est  indépendante, 
on  le  voit,  du  nombre  des  variables,,  et  dès  lors  nous 
pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  :  en  appelant  diffé- 
rentielle d'une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes ,  la  partie  de  l'accroissement  Am 
qui  est  proportionnelle  aux  premières  puissances  des  ac- 
croissements Ax,  Aj^,  A^*,  celte  différentielle  du  sera 
toujours  égale  à  la  somme  des  diiférentî elles  partielles  de 
la  fonction  u ,  prises  tour  à  tour  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes  comme  si  les  autres  étaient 
constantes. 

Remarque,  Dans  le  cas  où  x,  étant  seule  variable  indé- 
pendante ,  u  se  trouvait  déterminé  par  les  équations 

u  =  ¥(pB,  yyz),     y  =  <p{x),     z  =  x{^)'', 
nous  avons  trouvé  aussi 

du   ^     ^    du  .         du   ^ 
du-zzi-—  dx  -A — j-dy  -^ — —  dz. 
dx  dy  dz 

Cette  dernière  équation  a  donc  lieu  et  dans  le  cas  où  une 
seule  des  trois  variables  est  indépendante ,  et  dans  le  cas 
où  elles  le  sont  toutes  trois.  Mais  dans  ce  dernier  cas , 
rfar,  dy^  dz  désignent  les  accroissements  arbitraires  attri- 
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bués  aux  variables  indépendantes ,  tandis  que  dans  le  pre- 
mier cas  dx  seul  exprime  Faccroissement  de  la  variable 
indépendante  a:  ;  dy^  dz  désignent  les  diflFérentielles  de  j 
et  de  z,  considérées  comme  fonctions  de  x,  et  déduites 
des  équations  j'  =  (p  (a:),  z  =  x(p^)'  Une  autre  différence, 
encore  plus  digne  d'attention,  consiste  en  ce  que ,  dans  le 
dernier  cas,  l'équation 

du  du  du 

du=  —-  dx  +  —  dy  +  —  dzj 
dx  dy  dz 

ne  doit  être  considérée  que  comme  exprimant  la  défini- 
tion de  la  différentielle  d'une  fonction  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes  \  tandis  que  dans  le  premier,  la  même 
équation  est  le  résultat  d'un  théorème  qu'il  est  nécessaire 
de  démontrer  -,  car  la  différentielle  du  se  trouve  alors  dé- 
finie à  priori,  comme,  la  limite  du  produit  dlr.lim.  — ,  ou 

commela  différentielle  de  la  fonction  F  [a:,  (p(x),  xC-^)]  >  T^^ 
l'on  obtiendrait  en  substituant  à  j^  et  .3  dans  m  =:F(ar,  y^  ^), 
leurs  valeurs  j-  =:  (p  (x),  z  =  xC"^)« 

Si  les  trois  variables  x^y^  z  étaient  liées  entre  elles  par 
une  équation 

^K-^j  r>  2>)  =  o>   on   z  =  '^{x,  7), 

deux  seulement  seraient  variables  indépendantes ,  et  en 
éliminant  z  ,  on  aurait 

u  =  F[a7,jr,  4(^j  y)]  =  Fi(^,  j), 

la  différentielle  du  se  composerait  de  deux  parties  :  l'une 
prise  par  rapport  h.  x  en  regardant  j^  comme  constant , 
l'autre  prise  par  rapport  à  y^  en  considérant  x  comme 
constant.  Dans  le  premier  cas ,  l'équation 

u  =  F  (or ,  7,  z) 
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peut  se  mettre  sous  la  forme  u=^  f  (x,  z),  z  étant  une 
fonction  de  x  \  dans  le  second,  sous  la  forme  u  =  f(j^,  z)^ 
z  étant  une  fonction  de  j^,  et  l'on  a 

d^   _      .    d^u  dz    , 
rf,«  =  -—  dx  +  — —  —  dx, 
dx  dz    dx 

djii  dyii  dxtifdz  dz      \ 

mais  z  est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes 
Xj  y,  et  par  conséquent 

dz  dz 

dz  =  -d^  +  -dr; 

donc  enfin 

d^u  dyii  d^u 

du  =  ——  dx  H-  -f-  dy  +  -— -  cfe, 
or  "-y  dz 

OU 

,         du   .      ^    du   .         du  , 

du  =  -dx  +  ~dr  +  ^dz. 

Telle  est  donc,  dans  tous  les  cas,  la  forme  que  prend  la 
diflerentielle  d'une  fonction  explicite  de  plusieurs  varia- 
bles dépendantes  ou  indépendantes. 

63.  Pour  obtenir  avec  facilité  la  différentielle  d'une 
fonction  implicite  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
il  suffît  d'observer,  i**  que  si  deux  fonctions  d'un  nom- 
bre quelconque  de  variables  sont  égales  identiquement, 
c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux 
variables,  leurs  différentielles  partielles,  et  par  suite 
leurs  différentielles  totales  seront  aussi  identiquement 
égales  •,  2^  que  si  une  fonction  de  plusieurs  variables  est 
nulle  identiquement,  sa dîfférentieUe  totale  sera  nulle  aussi. 
L'équation  «  =  F(x,j^,  z...  etc.)  =  o,  entraîne  donc  les 
T.  I.  8 
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suivantes 

du  .        du  .         du 
ùu=zo.     rfa==-7-airH--;-arH--r- ««-+■..•  etc.  =  Oi 

dx  dy  '^        dz 

A  Faide  de  cette  dernière  équation  on  pourra  détermi- 
ner la  dijflférentielle  de  l'une  des  variables  considérée 
comme  fonction  implicite  de  toutes  les  autres.  Si,  par 
exemple,  il  n'y  a  que  trois  variables,  on  trouvera 

du  .         du  ^ 

du 
di 

Exemple  : 

d:*  +  7"*  4- ^*  — û*  =o,     xdx-^-fdy  •■\-zdz-z=:o^ 

X  y 

<&  =  — — d!r  —  —  dy, 

z  z 

Si  les  variables  x^y^  z^, . ,  au  lieu  d'être  assujéties  à  une 
seule  équation  de  la  forme  a  =  o,  étaient  liées  par  deux 
équations  de  cette  espèce  a  =  o,  1^=0,  on  aurait  en  même 
temps  les  deux  équations  du  =  o^  du  =  o^  k  l'aide  des- 
quelles on  pourrait  déterminer  les  différentielles  de  deux 
des  variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 

En  général,  si  n  variables  j:,^^,  z,  . ,  sont  liées  entre 
elles  par  les  m  équations  u  =  o,  1^=0,^=0,...  on 
aura  en  même  temps  les  m  équations  différentielles 

rfw  z=  0 ,     dçz=  Of     dw  =  o, .  . . , 

à  Faide  desquelles  on  pourra  déterminer  les  différentielles 
de  m  variables  considérées  comme  fonctions  implicites  de 
toutes  les  autres. 

64.  Considérons  comme  cas  particulier  une  fonction 
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hom(^ène  de  plusieurs  variables  a: ,  jr,  jz: • . .  On  dit  qu'une 
fonction  est  homogène,  lorsqu'en  faisant  croître  ou  dé- 
croître toutes  les  variables  dans  un  rapport  donné ,  on  ob- 
tient pour  résultat  la  valeur  primitive  de  la  fonction  mul- 
tipliée par  luie  puissance  de  ce  rapport^  Fexposant  de 
cette  puissance  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 
En  conséquence ,  F  (a: ,  j^ ,  >s , . .  .  )  sera  une  fonction  de  . 
X,  j^,  ^, . . .  homogène  et  du  degré  a  ,  si  ?  désignant  une 
nouvelle  variable ,  on  a 

Cela  posé,  dîfférentions  par  rapport  à  t  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation.  La  dérivée  du  second  mem- 
bre est  a^""F(a:,  j^,  z)  :  en  posant 

to  =r  a,     tyziipy     te  =  iv, . . . 

le  premier  membre  devient  F  (a,  i^,  w, . . .  ),  sa  dérivée  est 

d¥  du       dV  dp   ,d¥dw 
didi'^'éh    dt'^d^'df'^''^' 

Nous  aurons  donc,  en  remarquant  que 


du  dp  .  dop 

dF  .       dF    .      df 


dt  ^      dt      -^^      dt  ' 


et  en  faisant  f  ==  i,  ce  qui  donne  u  =  ar,  \f  =y^  w  =  Zj... 
dF  dY  dY  -,.  . 

Cette  équation  renferme  un  théorème  que  l'on  peut  énon- 
cer comme  il  suit  :  Si  Ton  multiplie  les  dérivées  partielle^ 
d'une  fonction  homogène  du  degré  a  par  les  variables 
auxquelles  elles  se  rapportent ,  la  somme  des  produits  ainsi 

8.. 
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formés  sera  équivalente  au  produit  qu^on  obtiendrait  en 
multipliant  la  fonction  elle-même  par  a.  Pour  une  fonc-* 
tion  homogène  de  degré  nul,  on  aura  a  =  o, 

d¥  d¥    .      dF 

dx^^-^  dy   ^     dz 

Exemples  : 

i^F(a:,/,2)=:|(Aa:*H-Br*+Cs»  +  aDj3H-!iE8ar4-2Fxx), 

^=Ax+Ez+Fr,   £!!=Br+Dz+Fx, 

d? 

^  =  C«  +  Dr  +  Ex, 

a  :=  a ,  et  Ton  a  bien 

(  Ax  +  Ez-f-  Fj)  a:  +  (Bj  +  Dz  -|-Fx) j^+  (C«  -}-  DjH-  Bjc)z 
==  2  Xî(Ax»H-Bj*  +  Cz»  +  aDjz  +  aEza:  +  aFa^) ; 

^,        .       ,/x\      d¥       i      d¥  X 

rfF  .       rfF       j?       xr      x      X 

65.  Considérons  encore  comme  cas  particulier  u^ie  fonc- 
tion de  la  somme  de  plusieurs  variables  x^  y^  Zy, . .  Cette 
fonction  doit  être  telle,  qu'en  posant  a: -|-j^4-z+ etc.  =  t, 
elle  devienne  F  (t)  ou  fonction  de  t  seul  ;  or  une  propriété 
remarquable  de  ces  fonctions,  c'est  que  leurs  dérivées  par- 
tielles sont  égales  :  en  effet ,  en  vertu  de  l'équation 
M  =  F  (f),  nous  avons 

du       du  dt        du du  dt        du       du  dt 

dx       dt  dx^      dy       dt  dy*      dz        dt  dz^ 

d'ailleurs  l'équation  x  +y  +  z  -|-  etc.  =  t  donne 

dt  __dt  dt 

dx       dy       dz'  '  *  ' 


>, 
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donc  en  effet, 

du       du       du 

dx       dy       dz 

Si  l'on  avait  1/  =  Y{x — ^),  on  aurait  ^  = —  -j-\  les 
dérivées  seraient  égales,  mais  désignes  contraires. 
Exemple  : 

u  =  {x  +x)r,     u  =  (x  — j)-». 


ii8  cALcui.  dutArkutibl. 
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Différentiellos  fiaoeetsivet  des  fonctions  d«  plasieurs  variables  indépen- 
dantes. —  Différentielles  des  fonctions  de  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables. —  Nouvelle  manière  de  définir  et  de  calculer  left  différentielles 
premières  ou  successives. 


66.  La  diâerentîelle  d'une  fonction  u  =  ¥  (x,  y,  -sjv) 
de  plusieurs  variables  indépendantes ,  est,  en  général,  une 
fonction  de  ces  variables  que  l'on  pourra  diflférentier  plu- 
sieurs fois  encore,  soit  par  rapport  à  toutes  les  variables, 
soit  par  rapport  à  quelques-unes  d'elles  seulement.  Dans 
le  i®*^cas,  on  obtiendra  les  différentielles  totales  succes- 
sives de^ cette  fonction,  différentielles  que  nous  désigne- 
rons toujours  par  les  notations  d^u ,  cPu^  d^u^ .  ; .  d'^u  \  dans 
le  second  cas ,  on  obtiendra  des  dérivées  ou  des  différen- 
tielles partielles  successives  5  ainsi ,  par  exemple ,  les  quan- 

.  ,     d'^u    d^'u     d'^u  .  11/./  .11 

tites  -j—^y  ^7^'  "TTT  exprimeront  les  dérivées  partielles 

j^iimes  prises  par  rapport  à  x,  à  j^,  à  z.  Si  l'on  différentie 
n  fois ,  mais  par  rapport  à  plusieurs  variables ,  ces  varia- 
bles mises  en  indices ,  ou  leurs  différentielles  mises  aux 
diviseurs ,  indiqueront  dans  quel  ordre  on  aura  effectué  les 

différentiatîons:  ainsi  les  notations  é/îé/yé/,î^,  dUyz^  -, — - — - 

-^  ''     dx^djfdz 

indiqueront  qu'on  a  différentie  ou  pris  les  dérivées  quatre 
fois  ;  une  fois  par  rapport  à  z ,  une  fois  par  rapport  à  j',  et 
deux  fois  par  rapport  à  x,  etc. 

67.  Il  est  facile  de  prouver  que  les  différentielles  par- 
tielles successives  conservent  la  même  valeur  quand  on 
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intervertît  seuleïnent  l'ordre  suivant  lequel  les  diffëren- 
tiations  relatives  aux  diverses  variables  doivent  être  eiSeo- 
tuëes.  On  aura  par  exemple 

du  du 

_    ,  ,    ,  d^u  ,dy         d^u  ^dx 

d^djU-mdrd^u^  ou  j— r  =  ^ir  =  T-T"=  ^3-' 
•^  ^  dxdy  dx       dydx  dy 

i'^  Démonstration.  En  désignant  par  la  notation  A^ 
raccroissement  d'une  fonction  de  j:  ,  j",  z , . . .  lorsqu'on 
fait  croître  x  seul  de  la  quantité  Ar,  on  trouve 

^^djU  •=.  dj  (w  + A,a)  — flÇ^a  =  dyl^^Uy 

et  par  suite,  en  divisant  par  Ax,  et  remarquant  que  Ax 
est  constant  quand  on  différentie  par  rapport  à  j^ , 


AX  AX  ^    ùiX 

% 


et  en  passant  à  la  limite , 

d,dyU  dgU 

d^  ^   dx  ^ 

ou  enfin 

dgdjU  =  dydgU, 

a"*  Démonstration,  On  a,  comme  nous  l'avons  vu, 

Y{x'^AXyy,  z)='^{xyyj  z)4-F;(a?,  y,  z)Aa?  +  i,Aj:, 

€i  étant  une  fonction  <f{x^y^  z,  Ax)  qui  s'évanouit 
avec  Ar.  Si  dans  cette  équation  nous  changeons  y  en 
^•4-  A^,  fil  deviendra  Si  +  SjAy^?  et  conune  on  a  d'ail- 
leurs ,  en  indiquant  par  F  /,  {x ,  y,  ^)  la  dérivée  seconde 
de  F  {x)  prise  d'abord  par  rapport  à  x ,  puis  par  rapport 

F(/c,  j  +  4r,  2)  =  F(^,7, 2)  +  F^  (^,  r,^)Ar  +  e3Ar, 

F;(j:,  y  +  AT,  z)  =F;  {x,y,  z)  +F;^(a?,  jr,  a)^/  + 14 AT» 
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on  trouvera 

e'  étant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax  ou  avec  Ay. 
Si  nous  étions  partis  de  Téquation 

F(^,  X  +  AT,  «)  =  F(x,  j,  z)  +  F^  (:f,  j,  «)  Ar  +  «3  AT, 

fis  étant  le  même  que  précédemment ,  nous  aurions  trouvé , 
en  désignant  par  F,^  la  dérivée  seconde  de  F  (Xj  y^  z) , 
prise  d'abord  par  rapport  à  y^  puis  par  rapport  à  a:, 

F(x+Ax,  x+  Aj,  z)=F(x,  7, a)+F;  {x,  y,  z)  Ax+Fj  {x,y,  z)  Aj 

En  égalant  ces  deux  valeurs ,  supprimant  les  termes  qui 
se  détruisent,  et  divisant  par  AxAy,  on  trouve 

F;;(^,  j,  z)^^=  F;(x,   y,  z)  +  .% 

e"  étant  encore  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax  ou 
avec  ùky\  or  cette  équation  ne  peut  subsister  qu^autant 
que  l'on  aura 

p^^"'  ^'  ^)=^^=^'.("'  •^'  ^)=^^^'  ^-  Q-  ^'  ^- 

Ce  théorème  étant  démontré  pour  les  dérivées  du  se- 
cond ordre,  il  en  résulte  que  dans  une  expression  de  la 
forme  d^d^d...,.  m,  il  est  toujours  permis  d'échanger 
entre  elles  les  variables  auxquelles  se  rapportent  deux 
différentialîons  consécutives.  Or,  il  est  clair  qu'à  l'aide 
d'un  ou  de  plusieurs  échanges  de  celte  espèce,  on  pourra 
intervertir  de  toutes  les  manières  possibles  l'ordre  des 
différentiations.  Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  que 
d^djrdjcU  =  djcdyd^Uy  il  suffira  d'amener  d'abord  par 
deux  échanges  consécutifs  la  lettre  a:  à  la  place  de  Zj 
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puis  d'échanger  les  lettres  ^  et  .3  :oii  peut  donc  affirmer 
qu^une  difTérentielle  de  l'ordre  quelconque  n  a  une  va- 
leur indépendante  de  Tordre  suivant  lequel  les  diflFéren- 
tiations  sont  effectuées. 

68.  Gomme  en  différentiant  une  fonction  des  variables 
indépendantes  x ,  y,  z ,  par  rapport  à  l'une  d'elles ,  on 
obtient  pour  résultat  une  nouveUe  fonction  de  x,  y ,  z^ 
multipliée  par  la  constante  dx  om  dy^ovidz...^Ql  que 
dans  la  différentiation  d'un  produit  les  facteurs  constants 
passent  toujours  en  dehors  de  la  caractéristique  J,  il  est 
clair  que  si  l'on  effectue  l'une  après  l'autre  sur  la  fonc- 
tion li  =  F(j?,  j',  z)^  l  différentiations  relatives  k  Xy  m 
différend ations  relatives  ky^n  différentiations  relatives 
à  z ,  la  différentielle  qui  résultera  de  ces  diverses  opéra- 
tions ,  savoir  <i"  rf"J  J^  1/ ,  sera  le  produit  d'une  nouvelle 

fonction  (p  (a:,  j",  z)  par  les  facteurs  da^^dy'^,  dz'^j  la  non-- 
velle  fonction  dont  il  s'agit  ici  çst  ce  qu'on  nonime  ime 
dérivée  partieUe  de  u  de  l'ordre  l  +  m  +  n,  et  l'on  a 

Cela  posé ,  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  l'équa- 
tion u  =  YÇx^y^  z),  nous  aurons 

du  du         .  du 

du=—çlx  \'      dy~\-—dz'=z  d^u-^d^u-^-  d^u, 

d*u:z=.diu  -\-  dyU  -^^dlu  +  ac^J^a  +  idl^u  -\-  arf^j  u  , 

ou 

d^u   ,       .   d^u    ,  d*u  ,  d^u  ,    , 

d^u  = dx*A dr^A dz^-\~  2 dxdr 

.  dx^         ^  dy^  ^  ^  dz*       ^    dxdy       '^ 

,  d^u  d^u 

-f-  2— — 7-  dxdz  -(-  2-; — —  dydz. 
dxdz  dydz 

Exemples  : 
u  =: xyz ,   r/*M  =  2  {xdydz  -|-  ydzdx  -|-  zdxdy) ,  d^u:=. ôdx/dydz , 
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rf»(a:»-H^»+z»)  =  2(<i*»+  rf^'  +  A»), 

69.  Si  au  lieu  de  Tëquadon  m  =  F  (a: ,  j^,  z),  on  con- 
sidérait la  suivante  s  =  F(u,  i^,  w),  les  quantités  u,  i^,  w, 
étant  elles-mêmes  des  fonctions  quelconques  des  variables 
XtjTj  Zj  comme  en  résumé  5  serait  encore  fonction  de 
x,  y^  z^  on  aurait  toujours 

ds    ,  eis    ,  ds    , 

as  =— -  ax  -\-  -r-  dy  -4 — ç-  dz. 
dx       ^  dy    ''  dz 

Mais  comme  u,  ^,  w  seraient  des  fonctions  de  x,  on  aurait 

d$    ,  ds  du  .         ds  dv    .  ds  dw 

—  dx  zzi dx  -4-  —  —  eue  -f- «x, 

dx  du  dx  dp   dx  dw  dx 

ds       d[f      

dy   -^  *  dz 

et  par  suite ,  en  remarquant  que 

du  du  du 

du  =z -r- dx  •+- -— dy -i^ -^  dz .   rfp  =■...,  rfff=..., 
dx  dy  dz 

on  trouverait 

ds  ds  ds 

au  dv  dw 

une  seconde  dijBTé^entiation  donnerait 

d^s   .  d^s    ,  «?*J  j        .    2<^*^     ,   ^ 

du^         ^^  dtf^  dw*  dudv 

.     2flf»*    ,    ,      .    iàd*s    ,   ,  ds   ,       .    ds    ,       .   ^     , 

-h  -    -     ai^m^  +  ,    .    m^act'  +  -r-  d*u  +  -r  d*9  +  -j-  d^Wy 
dudw  dçdw  du  dç  dw 

d^s  = .  .  . 

La  règle  générale  est  donc  encore  de  différentîer  comme 
si  M,  f',  w  étaient  des  variables  indépendantes ,  puis  de 
tirer  la  valeur  de  du^du,  dw^  etc. ,  des  équations  qui  lient 
les  quantités  w,  i^,  w  aux  variables  indépendantes  x^jr^z. 
Exemples  : 

rf»  (u  +  p)  =  d'u  -f-  d^p ,     d^u  — p)  =  d'u  —  rf«p, 
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«/*  [mu  +  &f»  +  cwf)  =  flrf"w  +  ^éff'  +  cd'*w. 

Si  les  quantités  m  ,  i^,  tv  étaient  des  fonctions  linéaires 
de*  variables  indépendantes  x  ^  j^  z,  c'est-à-dire  si  l'on 
avait 

w»  =  a''x  ■+  h" y  +  c"z  -f.  d" ^ 

on  aurait 

rf*a  =  o,     d^v  =  o,     rf*»'  =  o, 

etlesdiflFérentielles  successives  de  la  fonction  5  =  F  (m,  v^  w) 
conserveraient  la  même  forme  que  dans  le  cas  où-  m,  1^,  w 
seraient  variables  indépendantes  ;  on  aurait  ainsi 

d^s    ,  d^s    ,  d^s    ,        .    id^s   ,    , 

du*  dp*         ^^  dw*  ^^  ^/arfp 

+  -z — —  dudw  +    -    -    dvdw. 
dudw  dvdw 

Exemples  : 
Si  5  =  F  (m,  i^),  on  aura 

d^'s  = 1 ; du'^'^dv 

du""       i  duJ^^^dv 

n  71—  I       d^s        ,  ,  d^s    , 

-i«— dt^^^dv*  -^-... op"; 

I       2      du^^'^dv^  dv""        ^ 


SI 


i    5  =  F(«)F(»'), 


/Z 


(/"^  =  F*^  (a)F  (p)</a  »H — F»'"»»  F'  (p)  du'^^^dv 


n 


H —  F'  (K)F*"-'(pyaflff''»-'  +  F  (a)  F"(f')rf('". 

70.  M.  Caucby  a  donné  des  diflFérentielles  des  fonc- 
tions une  définition  immédiate ,  indépendante  de  la  con- 
sidération des  dérivées,  qui  semble  plus  rationnelle  et 
présente  de  grands  avantages,  surtout  lorsqu'il  s'agit  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  11  appelle 
différentielles  et  il  désigne  par  les  notations  dx^  dy^ 
dz  ^,..  dui^  d^  quantitéf^  dont  les  raf^ports  sont  équiva-. 
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lents  aux  dernières  raisons  des  accroissements  que  peu- 
vent prendre  simultanément  ces  variables.  Cette  définition 
conduit  immédiatement  à  celle  que  nous  prenions  pour 
point  de  départ,  quand ,  dans  le  cas  où  il  s^agissait  d'une 
fonction  d'une  seule  variable  indépendante,  nous  appe- 
lions différentielle  le  produit  de  la  dérivée  par  Taccroisse- 
ment  arbitraire  attribué  à  la  variable  indépendante.  En 
effet,  d'après  la  nouvelle  définition,  le  rapport  des  différen- 
tielles -^  coïncide  avec  la  dernière  raison  des  accroisse- 
or 

ments  ù^y^  Ax  ;  on  a  donc 

De  plus,  en  partant  de  cette  même  définition,  les  accrois- 
sements simultanés  infiniment  petits 

aj?,  ùjTj  az,   ...   Aie, 

d'un  nombre  quelconque  de  variables  dépendantes  ou 
indépendantes,  deviendront  sensiblement  proportionnels 
aux  différentielles 

«te,   djr,   dz,  .  . .    du; 
dès  lors,  si  Ton  désigne  parada  valeur  infiniment  petite  de 
l'un  des  rapports 

Sx      i^y      Lz  àu 

si  l'on  pose ,  par  exemple  ^  ^^^  ^y  chacun  des  autres 
rapports  différera  très  peu  de  a ,  on  aura ,  par  exemple , 
—  =  Jm-I-6,  6  devenant  s'évanouir  avec  a,  et  l'on  trou- 

vera,  en  passant  à  la  limite,    du  =  lim.  — .  On  pourra 

de  cette  manière  calculer  immédiatement  la  différentielle. 
Appliquons  ces  principes  à  la  détermination  de  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction,  u=F(x^y^  z),  de  plusieurs  va- 
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riables  indépendantes.  Pour  cela ,  posons 

dXj  ifyy  dzj  étant  des  quantités  arbitraires ,  de  teUe  sorte 
(pie  ces  équations  n'établissent  aucune  liaison  entre  les  ac- 
croissements des  variables ,  et  les  laissent  tout-à-fait  indé- 
pendantes ]  en  vertu  de  la  définition  même  de  la  diffé- 
rentielle, on  aura 

»  et 

_  j.^  r¥{x+Adx,y+,tdx,z+Adz)^¥  (j?,r,z) T 

[    En  posant 

¥(x  +  àuix,    X  +  ^^Xy     «  + «^^)  =/(«)> 
ou 

F{x,Xyz)=f(o% 
on  trouvera 

et  « 

on  a  d'ailleurs 

f'(  \  —         ^         ^      ,  d¥  d¥ 

d'où 

c/tf  ^/ii  c/ii 

/'(o)  :=z---dx  +-r  ^y-^ — t  dz. 

Or,  si  dans  Téquàtion 

/(x  +  A)  —/(a;)  =  hfx  +  R.A, 

on  fait  j:  =  o,  A  =  a,  on  trouve 

/W-/(o)  =  -/'(o)+Rx«, 
Al  s'évanouissant  avec  a,  et  par  suite 

Nota,  On  aurait  pu  écrire  immédiatement 
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La  définition  de  M.  Cauchy  conduit  donc  aussi  k  ce 
théorème ,  que  la  difierentielle  totale  d'une  fonction  de 
plusieurs  variables  est  la  sonune  de  ses  différentielles 
partielles. 

On  aurait  pu  calculer  directement  la  limite  du  rap- 

port  — ,  en  remarquant  que 


X 

4-  Adx^x  H-  «<(r,  «  4-  xds)  — 

-F(ar-hadx,r-H*4r, 

*) 

a 
:,  r,  «)  Adx  -h  R,  «<ir  4-F^(. 

r  -H  KdXfjr,  s)  »4r  -H  R« 

«4r 

et 

5)  adk  -h  Rî  «<fc  j 

d'où 

AU 


du  =  lim.  --=F;(x,r,  ^)  ^-|-F;{x,7,  z)rfr+F;(jr,^,»)£fe 

du    .      ^   du  .  du 

71.  Les  dérivées  successives  y  (a),  f(a)j  f  (a)y  etc., 
de  la  fonction 


seront  toutes  des  fonctions  des  seules  quantités  variables 
x  +  ad[r ,  y  +  arf^,  z-^-adz^  et  par  suite  les  difl%* 
rences  f(cc)-fio),  /'(«)-/'(<>),  /'(ct)-/'(o), 
seront  précisément  égales  aux  accroissements  que  reçoi- 
vent les  fonctions  de  x,  j',  Zj  représentées  par  f  (o), 
y*'(o),  f(p) , . . .  lorsqu'on  attribue  aux  variables  indé- 
pendantes les  accroissements  Ax=  adx,  Ay  =  adjr^ 
Az  =  adz  ;  on  aura  donc  successivement 

rf-  =  lm..  ^  =  ii^./(')-/W=/^(o), 
.,       ,.      s  dm        ,.      /'(*)— /'(o)        _^.  . 
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d^uz=z  lim. =  lim.  ^-^ ^-^  z=zf''{p) , 

et  nous  en  conclurons  que  pour  former  les  différetiti elles 
totales  du^  d^u. . .,  df^u,  il  sufiit  de  calculer  les  valeurs 
particulières  que  reçoivent  les  dérivées^ '(a),  f(a), 
y**' (a)...  y'*(a),  dans  le  cas  où  la  variable  a  s'évanouit. 

72.  Parmi  les  méthodes  propres  à  simplifier  la  recherclie 
des  diflTérentielles  totales,  on  doit  distinguer  surtout  celles 
qui  s'appuient  sur  la  considération  des  valeurs  symboli- 
ques de  ces  différentielles. 

Si  Ton  désigne  par  a,  i,  c. . .  ,  des  quantités  cons- 
tantes, la  différentielle  totale  de  l'expression 

ad^d'^d^.  u  +  bdPd'id'-.u  + etc.  .  . 
sera 

ad^^d^d^.»4^d^d"*+'d''.u+ad^d'"d^+^,u+bdP+'did^,u+etc. 

X       y    »        •        X  y         *        •        X  y    i  ■         X        y   %        ■ 

C'est-à-dire  qu'elle  sera  précisément  ce  qu'on  aurait  ob- 
tenu si  l'on  avait  multiplié  le  produit  des  deux  facteurs 
w  et  ad\  d"'d[  +  hd^^d*^ d"^^. . .  par  d^  4-  d^^+d,^  en  opé- 
rant comme  si  les  notations  df^,,  d^,^  d,  représentaient 
de  véritables  quantités  différentes  les  unes  des  autres. 

Lorsqu'on  ne  fait  qu'indiquer  la  multiplication,  on 
trouve  l'équation  symbolique 

dUtd^^d^'d^ .  a+  bdld^fd^ .  u  +  etc ) 

=  (adld"'d^  -<-  bdldfdl+  ..  A(d:,  +  d^  +  d,)u. 

Comme  en  réalité ,  ^^ ,  d^^  d^^  ne  sont  pas  des  quanti- 
tés, mais  des  symboles  qui  indiquent  une  opération  à 
faire ,  la  formule  qui  précède,  prise  à  la  lettre ,  n'a  aucun 
sens,  mais  elle  redevient  exacte  dès  qu'on  a  développé 
son  second  membre  à  l'aide  des  règles  ordinaires  de  la 
multiplication  algébrique. 
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Si  Ton  pose 

adxdjd'^u+  bd^d^dlu=zdgU'^djU'^^d^uz=:(dg+d^'^d,)uy 

et  si  l'on  différentie  plusieurs  fois  de  suite,  on  arrivera 
à  Téquation  symbolique 

qui  prouve  que  dans  l'expression  de  la  différentielle  n**"^ 
les  coefficients  lont  les  coefficients  du  binôme. 

Si  5=F(u,  t^,  w),  on  aura  encore  rf"5=(rf^+rf^-|-^,)'»5, 
et  il  sera  très  facile  de  développer  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  dans  le  cas  particulier  où  Ton 
suppose  u  fonction  de  x  seul,  p»  fonction  de  j"  seul,  w 
fonction  de  z  seul.  D'ailleurs  pour  passer  de  ce  cas  par- 
ticulier au  cas  général,  il  suffira  évidemment  de  rempla- 
cer djcU^  dlu^  dlu  par  du^  d^u^  d^u^,.,  djV^^  d^v,..  par 
Jp»,  é^p»,  etc. . . ,  c'est-à-dire  d'effacer  les  lettres  x,^,  z, 
placées  en  bas  de  la  caractéristique  d. 

Exemple  :  s  =  mf'^  en  opérant  comme  on  vient  de  le 
dire,   on  trouvera 

rf^Mzz:  (^f/»  a  4-  ^  dyçd'^^u  -|-  ^(^  ~  ')   d^pd"-*u .  . . 

I  l  ,1  -^ 

+  ndgUd"~^(f+ud''Py 

I  I  .2 

+  ndud^"^  V  +  ud^  p. 

Cette  dernière  formule  subsistera ,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  m,  ^^ ,  et  de  a:,  j^,  et  dans  le  cas  même  où  w, 
i',  se  réduisent  à  deux  fonctions  de  x. 
Exemple  : 

n{n — i)      n{n — 1)(«— 2) 


d-.—  = 
X 


X   I  _!_''('' — i)...3.2.i        I 
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Application  à  des   questions  d^analyse  qui  dépendent  de  plusieurs 

variables  indépendantes. 


Première  application,  —  Maxima  et  minima  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables ^  liées  par  une  seule  équa- 
tion. 

73.  Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes X,  j^,  ^ , . . .  etc. ,  atteint  une  valeur  particu- 
lière ,  mais  réelle ,  qui  surpasse  toutes  les  valeurs  voisines, 
c'est-à-dire  toutes  celles  que  Ton  obtiendrait  en  faisant 
varier  x^y^  z  en  plus  ou  en  moins  de  quantités  très 
petites ,  cette  valeur  particulière  de  la  fonction  est  ce 
qu'on  appelle  un  maximum,  Lorsqu'une  valeur  particu- 
lière d'une  fonction  de  x^y* z  est  réelle  et  inférieure  à 
toutes  les  valeurs  réelles  voisines ,  elle  prend  le  nom  de 
minimum,, 

La  recherche  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions 
de  plusieurs  variables ,  se  ramène  facilement  à  la  recher- 
che des  maxima  et  des  minima  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  En  eflfet,  pour  que  la  valeur  F  (a:,  y^  z)  soit  un 
maximum  ou  un  minimum,  il  faut  que  la  diâerence 

=  Yix-^-adx^y-^-Pidy^  Z'iradz)—Y{x,y,  z)  =f{^)—f{p) 

soit  toujours  négative  ou  toujours  positive  :  négative 
pour  un  maximum,  positive  pour  un  minimum;  ce  qui 
exige, 

I®.  Que  f  (o)  soit  une  valeur  maximum  ou  minimum 

de/(«); 

T.  I.  9 
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2^Q^e/'(o)  =  o,  ou  /'(o)=±ooî 

3**.  En  supposant  la  fonction  /*  (a)  continue  ainsi  que 
ses  dérivées ,  que  la  première  de  ces  dérivées  qui  ne  s'éva- 
nouisse pas  pour  a  =  o  soit  une  dérivée  d'ordre  pair, 
et  qu'eUe  soit  négative  s'il  s'agit  d'un  maximum,  posi- 
tive s'il  s'agit  d'un  minimum,  et  par  conséquent,  en  ob- 
servant , 

1°.  Que  les  valeurs  qui  rendent  la  fonction  F(a:, j^,  z) 
discontinue  peuvent  lui  donner  une  valeur  minimum  ou 
maximum  ; 

2°.  Que  f(o)  =  du,  f"{6)  =  d^u...,  f^^\6)=d''u,  on 
arrivera  à  la  règle  suivante. 

Pour  trouver  les  maxima  et  les  minima  d'une  fonction 
de  plusieurs  variables  indépendantes , 

I**.  On  choisira  les  valeurs  de  a:,  y^  z  qui  rendent  la 

fonction  discontinue  ; 

2°.  On  fera 

du\       du  ,       du  ,        . 

3°.  On  fera  Ja  =  o ,  équation  qui  entraîne  les  trois  sui- 
vantes, 

du  du  du 

dx         ^     dy         ^     dz  ' 

puisque  dx^  dy^  dz  sont  des  accroissements  entièrement 
arbitraires  et  indépendants  \ 

4°.  De  ces  dernières  équations  on  tirera  les  valeurs  de 

5°.  Pour  décider  si  le  système  de  ces  valeurs  produit 
un  maxim.um  ou  minimum ,  on  calculera  les  valeurs  des 
différentielles  successives  df'«,  d^u^  d^u. . .  qui  corres^ 
pondent  à  ce  système.  Soit 

d'^u   ,  d'^u    _  .   n       d^u 

d^u  rz:  - —  É^  -h^ —  «r"«  ■  •  H--  -; ;-flKr"~'e(r+Ctc., 

daf  dy''    -^  ^^  i  dx^'-^dy  "^^        * 
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la  première  de  ces  diffërentielles  qui  ne  s'évanouit  pas.  Si 
pour  toutes  les  valeurs  des  différentielles  ctr,  dj^  dz ,  n 
est  un  nombre  pair,  et  d'^u  une  quantité  négative,  la  valeur 
proposée  de  u  sera  un  maximum  -,  elle  sera  un  minimum 
si  n  étant  toujours  pair,  d'^u  reste  toujours  positif.  En- 
fin si  n  est  quelquefois  impair,  ou  si  la  différentielle 
d'*u  est  tantôt  positive  et  tantôt  négative ,  la  valeur  de  u 
ne  sera  ni  maximum,  ni  minimum. 

74.  Concevons   que  pour  appliquer   le   théorème  on 
forme  d'abord  la  valeur  de 

d*u  ,  d^u    ,  7.d^u    ,    , 

pour  y  substituer  à  a:,^,  -2  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

da  du 

-r-  =  o,      — -  =  o,  etc. 

dx  dy 

Alors,  1°  si  les  dérivées  partielles 

d^u       d^u  d^u 


dx^  '      ^r*'"'       dxdf^' 

s'évanouissent,  il  faudra  recourir  aux  différentielles  sui- 
vantes J^u,  rf'tt, ...  etc.  ;  2**.  si  ces  différentielles  partiel- 
les ne  s'évanouissent  pas ,  et  que  l'on  fasse  varier  les 
quantités  arbitraires  dx^  dy^  dz^  il  arrivera  de  trois  cho- 
ses Tune  :  ou  la  différentielle  d^u  conservera  constamment 
le  même  signe ,  sans  jamais  s'évanouir,  ou  elle  s'évanouira 
pour  certaines  valeurs  de  dx^  djr^  dz ,  mais  en  reprenant 
le  même  signe  toutes  les  fois  qu'elle  cessera  d'être  nulle  ; 
ou  elle  sera  tantôt  positive  et  tantôt  négative  :  la  valeur 
proposée  de  u  sera  toujours  un  maximum  ou  un  mini- 
mum* dans  le  premier  cas,  quelquefois  dans  le  second, 
jamais  dans  le  troisième.  On  obtiendra  dans  le  second  cas 
on  maximum  ou  un  minimum,  si  pour  chacun  des  systèmes 

9- 
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de  dx^  dy^  dz.,.  propres  à  vérifier  Téquadon  J*i/=o,  la 
première  des  diflférentielles  rf'w,  d^u^...  etc.,  qui  ne  s'é- 
vanouit pas ,  est  toujours  d'ordre  pair  et  affectée  du  même 
signe  que  celles  des  valeurs  de  d*u  qui  différent  de  o. 

En  général,  si  la  i''*'  des  différentielles  d'ordre  pair  qui 
ne  s'évanouit  pas  est 

''•"«= 5ïnr '^ + ^^ '(r  "+..  • 

il  pourra  arriver  trois  choses  :  ou  la  différentielle  dont  il 
s'agit  conserve  toujours  le  même  signe,  quand  on  fait  va- 
rier dx^  dy^  dz,.,'^  ou  bien  elle  s'évanouit  pour  certaines 
valeurs  de  r/x ,  djr^  dz,.,,  mais  reprend  toujours  le  même 
signe  dès  qu'elle  cesse  de  s'évanouir  5  ou  elle  est  tantôt 
positive  et  tantôt  négative.  La  valeur  correspondante  de 
H  sera  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  dans  le 
premier  cas,  jamais  dans  le  troisième,  quelquefois  dans  le 
second  ;  c'est-à-dire  si,  parmi  les  différentielles  d'un  ordre 
supérieur  à  im ,  celle  qui  la  première  cesse  de  s'évanouir 
est  d'ordre  pair,  et  si  elle  est  toujours  affectée  du  même 
signe  que  les  valeurs  de  J'"*a  qui  différent  de  o.  Il  est  es- 
sentiel d'observer  que  c?'"*m  étant  une  fonction  entière  et 
continue  de  dx^  dy^  dz^,,,  ne  saurait  passer  du  positif 
au  négatif,  tandis  que  ces  quantités  varient ,  sans  devenir 
nul  dans  l'intervalle,  c'est-à-dire  sans  que  l'équation 
d*"^u  =  o  admette  une  ou  plusieurs  racines  réelles.  De 
sorte  que  pour  que  d^"^u  ne  change  pas  de  signe  il  faut 
et  il  suffit  que  l'équation  d'^'^u  =  o  n'admette  que  des 
racines  imaginaires.  Dans  ce  cas  il  y  aura  toujours  maxi- 
mum ou  minimum;  maximum  si  d^'^u  est  une  quantité 
toujours  négative ,  minimum  si  d^"'u  est  une  quantité 
toujours  positive. 
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75.  Exemple  :  Supposons 

&«  =  {lAx  +  Bx  +  T>)dx  +  (Bx  4-  aCr  +  E)dx, 
d^uzn  2,  (Adx^  +  Bdxdx  +  Cdf^) ,  fl?^w  =  o ,  rf^a  =  o,  etc. 

Les  valeurs  de  a:,  j^,  propres  à  produire  un  maximum  ou 
Vm  minimum,  seront  déterminées  par  les  équations 

2Aar-4-Br+ D  =  o,  BarH-2Cr+E  =  o, 
d'où 

_2AE  — BD  _  aCa)— BE 

•^"~B»  —  4AC'     "^"B»  — 4AC' 

de  plu3,  1°  Téquation 

(dx*      B  dlr      C\ 

n'admettra  que  des  racines  imaginaires,  si  B' — 4A.C<o, 
et  d^u  sera  alors  toujours  positif  ou  toujours  négatif, 
suivant  que  A  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  o  ;  ainsi 
la  fonction 


Ax^  ■+-  Bxy  -4-  Cr»  H-  Dj:  +  E^  +  F , 

admettra  un  maximum  si 

B*  —  4AC  <  o,     A  <  o, 

un  minimum  si  * 

B»  —  4AC  <  o,     A  >  o. 

2®.  Si  B' — 4-A^C>>o,  l'équation  d*u=o  admettra  des 
racines  réelles ,  et  d^u  changera  de  signe  pour  certaine^ 

dx 
valeurs  de  dx  et  c?y ,  ou  du  rapport  —  •,  il  n'y  aura  donc 

alors  ni  maximum  ni  minimum. 

3**.  Si  B'  —  4AC  =  o ,  et  si  l'on  n'a  pas  en  même  temps 

2AE  — BD=o     et     2CD  — BE=o, 
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l'une  des  valeurs  de  x  ou  de j"  sera  infinie,  la  fonction 
donnée  n'aura  ni  maximum  ni  minimum.  Supposons  que 
ces  conditions  soient  satisfaites  ;  alors  les  deux  écpiations 


du  du 


=  0,     -7-  =  o, 


se  réduisent  à  une  seule,  par  exemple  à 

du 

—  =  2Aar+Br  +  D=o, 

et  les  valeurs  de  a;  et  de  j^  sont  indéterminées.  On  a 
dans  ce  cas 

d'u  =  2 {ji.dx^+1  V/ÂC .  dxdy'\-Uy^)=i'},k.dx^{  i  +  —^  ^  j  ; 

cette  valeur  de  d^u  se  réduit,  il  est  vrai,  à  o,  toutes  les 
fois  que 

dy  _        y/K 

dx  ""        ^/c  ' 

mais  poui'  toute  autre  valeur  de  -^ ,   cette  diflerentielle 
seconde  est  de  même  signe  que  A  \  et  d'ailleurs 

d^U=zOf  d^u-=:Oj  etc. 

La  différence  Au ,  lorsqu'elle  ne  sera  pas  nulle,  sera  donc 
toujours  positive  ou  toujours  négative  en  même  temps  que 
A,  et  par  conséquent  la  fonction  u  admettra  une  valeur 
minimum  si  A  >o,  et  une  valeur  maximum  si  A  <  o. 
Si  B  s'évanouissait,  on  aurait  nécessairement,  en 
vertu  des  équations 

B»  — 4AC  =  o,  2AE  —  BD  =  o,  2CD  —  BE  =  o, 
ou 

A=o,  B  =  o,  C  =  o,  M=Da:  +  E/  +  F; 
ou 

A  =  o,  B  =  o,  D  =  o,  M  =  Cr'  +  E^H-F, 
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ou  enfin 

B=:o,  C  =  o,  £  =  0,  u=:  Ax^  +  Uix  +  Y-, 

dans  le  premier  cas  la  fonction  u  n^aurait  ni  maximum 
ni  minimtun,  dans  les  deux  derniers  cas  elle  aurait  une 
infinité  de  maxima  ou  de  minima  égaux  a 

.     4CF  —  E*         4AF  —  D» 
^  ou 


4c  4A 

76.  Scolie  i".  En  général,  on  a 

ou 

(d^u  d^u 

dr^     ""d^r  djr     -d^ 

da^^^     d^u  dx       d^u 

"dp  1y^ 

et  par  conséquent,    i°  d*u  aura  constamment  le  signe 

j    d*u      .  „, 

de  -7-^,  SI  1  équation 

fl?*a  d*u 

djr^  dxdy  dy  dx* 

dx^  d^u    djp  d*u 

dp  dp' 

n'a  que  des  racines  imaginaires,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

/  d*u  Y        d*u  d^u 
\dxdy)         ^r»"  Ij^  ^  ®  ' 

d^u  d*u       .  j 

ce  qui  exige  que  — -^    et  ^-^  soient  des  quantités  de 

même  signe  5  la  fonction  u  admettra  donc  un  maximum 
si  Ton  a  à  la  fois 

d^u  /  d^uy        dHid^u 

dp  "^  ^  '     \dxdyj         dp  1j^  <-  ^  ' 
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les  équations 


du  du 

-  =  o,  ^=o 


se  réduiront  à 


p  (p—y)  i^P  —  ^*  — r)  =  o  y 

p{p  — x){ip  —  iy  —  j;)  =  o  ; 

on  ne  peut  poser  ni  p  — y  =  o,  ni^  —  j:  =  o,    puis- 
que sans  cela  on  aurait 

ou 


ce  qui  est  absurde  \  il  faudra  donc  que  Ton  ait 

2/?  —  2 jr  —  ^  =  G ,  2/?  —  2^  —  j:  =  o , 
d'où 

x=x=\p,  z=ip'^x^y=\p. 
De  plus,  pour  ces  valeurs  de  a:  et  de  j",  on  aura 

d^u  \/Z 

iterf^^  2      * 


—  est  négatif,  et  de  plus 


dy 


\dxdy)         dy^   dx^        i^  4 


les  valeurs  de  a:  et  de  y  donnent  donc  un  maximum  de  la. 
fonction  zx,  et  le  plus  grand  des  triangles  isopérimètres 
est  le  triangle  équilatéral. 

2™^  Exemple,  De   tous   les  parallélépipèdes   inscrits 
dans  une  sphère,  quel  est  le  plus  grand? 
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Solution.  Tous  les  parallélépipèdes  inscrits  sont  des 
parallélépipèdes  rectangles ,  leur  centre  coïncide  avec  le 
centre  de  la  sphère,  leur  diagonale  est  le  diamètre  D 
de  la  sphère ,  et  en  désignant  par  x^  y  deux  des  côtés , 

le  troisième  z  =  kD*  —  x^ — y^.  Cela  posé,  le  volui^e 
du  parallélépipède  sera 

tf  =  xyz  =  xy  I/D*  —  x^  — 7» , 
du         .  yr- : x'y 


= y  v/d*  — ^'  —  r*  — 


4x  |/D*— -j:*— ^» 


^  •    (D»  —  2j:»— ^»), 


du  X  ,^ 

donc 

D 
D'  —  2x* — ^j^*  =  o,  D* — 2j*— a:*  =  o,  j:=:^=z  =  7y^. 

rv      1        1  1  -1  1      d^u      d*u       d^u 

Ueplus,  les  valeurs  correspondantes  de  -; — ,   -r-r  9  -r— 

^  ^  dx^      dxdy  '    dy^ 

s'obtiendront  facilement  en  ayant  égard  aux  équations 

D'  — 2j:' — jr»=o,  D*  —  2j*  — a**=o, 
et  Ton  trouvera 

d^u              2D        fl?*w  4D        d^u             4^ 


dx£fy  y/3'      dx*  y/3'      //^»  y/3' 

donc 

d^u 


—  <Oi 


dy' 

^  le  parallélépipède  maximum  sera  donc  le  cube  qui  a  pour 

côté  — — . 
»/3 
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3"**  Application.   Soit  F  (-s)  une  fonction  entière  et 
réelle  de  z^  si  l'on  pose  z  =  x+y  \/ — i,  on  aura 

f(x  +  jï/^)  =  R  (cosT  +  ï/IITsinT) , 
Y{x—y  1/^)  =  r(cosT  — V/^^sînT), 
R»  =  f(:c  +  yy/^)  F(:c—  yV^^ 

Cela  posé ,  il  sera  facile  de  prouver  que  si  le  module  R  ad- 
met pour  z  =.x  +  j^l/— I  une  valeur  minimum,  cette 
valeur  minimum  sera  nécessairement  nulle.  En  effet,  soit 

F^'*^(j:  '±:.y\/ — i  )  la  première  des  dérivées  qui  ne  s'éva- 
nouisse pas  pour  z=^x  -^yV^—^t  de  sorte  que  Ton  ait 


Téquation  connue 

donnera ,  en  y  faisant 

£/».R»=  ^«[F(j?+jrV/:iT)F(^— /\/^)] 

d'où  l'on  tire,  en  posant 

X  +  yX/"^!  =  r(cos  f-|-  V/^  sinr), 
d::p-f-^(/CI7  =  p(cosr-|-V^ — «  sinr), 
F  (»)  (x  ±  j  V<^)=:  R„(cosT„  -h  V<^  sin  T„), 
rf«.R»  =  2RR„f«  cos(T„  — T  H- m-); 

or,  si  la  valeur  minimum  de  R  ou  de  R"  n'était  pas  nulle, 
rf".R'  changerait  évidemment  de  signe  dans  le  cas  où  l'on 
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donnerait  à  r,  et  par  suite  à  dx  et  dy^  certaines  valeurs, 

par  exemple  si  1  on  changeait  t  en  t  H tt  ,  et  par 

conséquent  la  valeur  de  R  dont  il  est  question  ne  pour- 
rait pas  être  une  valeur  minimum. 

On  démontre  facilement ,  à  l'aide  de  ce  qui  précède , 
que  toute  équation  entière 

à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  admet  une  ou  plu- 
sieurs racines  réelles  ou  imaginaires.  En  eflfet,  le  module 
R  qui,  en  désignant  par  jO,,  j&s, . . .  pm  l^s  modules  des 
coefficients  Aj ,  As,  As,.  •  •  A^,  est  toujours  plus  grand 
que 

et  plus  petit  que 

finit  par  croître  indéfiniment  avec  rou  avec  a:, j^.  Cela 
posé,  parmi  toutes  les  valeurs  que  prend  le  module  R 
pour  des  valeurs  finies  de  a:  et  de  j^,  il  en  est  nécessaire- 
ment une  plus  petite  que  toutes  les  autres  :  or  cette  valeur 
minimum  est  nécessairement  o ,  comme  on  vient  de  le 
protiver;  il  existe  donc  une  ou  plusieurs  valeurs  de  z  de  la 

forme  z  =  a  -|-  6  \^ — i ,  propres  à  vérifier  Téquation 
R  =  o  et  par  conséquent  F  (a:)  =  o. 

On  trouvera  plus  de  détails  sur  les  conditions  néces- 
saires pour  qu^une  fonction  m,  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes,  admette  un  maximum  ou 
un  minimum,  dans  le  Calcul  différentiel  de  M,  Cauchy, 
21"®  leçon. 
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SEIZIEME  LEÇON. 


Suite   des    applications    analytiques. 


DEUXIÈME  APPLICATION.  Moxima  €t  mùuma  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  liées  entre  elles  par  plusieurs 
équations. 

78.  Si  les  n  variables x^  y^  z^. , .  au  lieu  d'être  indé- 
pendantes ,  comme  on  l'a  supposé  jusqu'ici ,  étaient  liées 
entre  elles  par  m  équations  p'==o,  tv=o... ,  pour  déduire 
de  la  méthode  indiquée  les  maxima  et  les  minima.  de  la 
fonction  « = F  (a: ,  j^,  z , . . .  ) ,  il  faudrai  t  commencer  par  élî- 
miner  de  cette  fonction  m  variables  différentes  à  l'aide 
des  m  équations  données  ^  après  cette  élimination  les  va- 
riables qui  resteraient ,  au  nombre  de  n  —  m ,  devraient 
être  considérées  comme  indépendantes ,  et  l'on  égalerait, 
comme  ci-dessus ,  du  ko^  ou  à  l'infini ,  etc.  Mais  la  re- 
cherche des  maxima  et  des  minima  peut ,  dans  ce  cas  ^ 
être  beaucoup  simplifiée. 

En  effet ,  différentions  la  fonction  m  en  y  conservant 
toutes  les  variables  données  x^jr^  ^,...  Téquation  du=o 
deviendra 

du  du  du 

et  renfermera  les  n  différentielles  dx ,   dy,   dz. . .  dont 
n  —  m   seulement  sont  réellement  indépendantes ,    les 
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m  autres  pouvant  être  exprimées  à  l'aide  des  m  équations  4 

du     _  dv     ,     ^    dv   , 

^  ^  ^  dw  _      ,    d(v  ,  dw  . 

y-  dx -jr  -y-  dy  -^  -—■  dz. . .  =0,...  etc. 
dx  ajr  dz 

Cela  posé,  l'équation  du  =  o  devant  être  vérifiée  dans  le 
cas  du  maximum  ou  du  minimum ,  quelles  que  soient  les 
diflFérentielles  des  variables  indépendantes ,  il  est  clair  que 
si  Ton  élimine  de  cette  équation  un  nombre  m  de  diffé- 
rentielles à  l'aide  des  formules  (2),  les  coeflScients  des 
m  —  n  différentielles  restantes  devront  être  séparément 
égalés  à  o.  Or,  pour  effectuer  l'élimination ,  il  suffit  d'a- 
jouter à  l'équation  du-=o  chacune  des  équations  di^  =  o, 
dw=  o,...  multipliée  par  un  facteur  indéterminé  —  X, 
— /i , ...  et  de  choisir  ces  facteurs  de  manière  à  faire  dispa- 
raître dans  l'équation  résultante  les  coefficients  de  m  dif- 
férentielles successives  5  comme  d'ailleurs  l'équation  ré- 
sultante sera  de  la  forme 


du         dv  d(v  \ 

dx  dx         dx         '    / 


du         du  dw       \ 

et  comme,  après  avoir  fait  disparaître  les  coefficients  de  m 
différentielles,  il  faudra  égaler  encore  à  o  ceux  des  diffé- 
rentielles restantes,  il  est  permis  de  conclure  que  les  va- 
leurs de  X,  fx,  V . . .  tirées  de  quelques-unes  des  formules 


du  dv  dw 

dx  dx  dx 

du  dif  dw 

dx  dy  djr 


devront  satisfaire  à  toutes  les  autres  \  par  conséquent  les 
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valeurs  de  o: ,  y^  z,..«  propres  à  vérifier  les  écjnations 
du=^o^  ^1^  =  o , . . .  ou  propres  à  donner  des  maxima  et 
des  minima,  devront  satisfaire  aux  équations  de  condition 
que  fournit  rélimination  des  indéterminées  X,  jx,  v. . . 

entre  les  formules  — X  -7- . . .  =  o ,  etc.  Le  nombre  de 

dx  dx 

ces  équations  de  condition  sera  n — ni\  en  les  réunissant 
aux  m  équations  1^  =  o,  w  =  o , .  •  •  on  obtiendra  en  tout  n 
équations  dont  on  déduira,  pour  les  variables  x,^,^; ,  plu- 
sieurs systèmes  de  valeurs,  parmi  lesquelles  se  trouveront 
ceux  qui  pourront  rendre  maxima  ou  minima  la  fonction 
donnée   u  =  F  (a: ,  j^,  z. . .). 

Nota,  Les  équations  de  condition  produites  par  Téli- 
mination  de  X ,  jul  ,  v . . .  resteront  les  mêmes  quand  on 
échangera  entre  elles,  d'unemanière  quelconque,  les  fonc- 
tions K,  1^,  If'...,  ou  quand  on  remplacera  ces  fonctions  par 
les  suivantes  u  —  a,  v — i,  w — £?...,  de  sorte  que  la  mé- 
thode précédente  donnera  toutes  les  valeurs  propres  à 
rendre  maximum  ou  minimum  non-seulement  la  fonc- 
tion M,  mais  les  fonctions  i^^  w, ...;  u  —  a,  i^ — i, 
w  —  c. . .  Si  les  variables  sont  liées  entre  eUes  par  une 
seule  équation  ^^  =  0,  les  équations  à  Faide  desquelles 
on  pourra  éliminer  X  deviendront 

du  dtf du  du  du  dv  

dx  dx         ^    dy  dy  ^  dz  dz 

On  en  conclut ,  par  Télimination  de  X , 

du  du  du 

dx  dy  dz 

dp  dv  dv 

dx  dy  dz 

Cette  dernière  formule  équivaut  k  n  —  i  équations  dis- 
tinctes qui,  réunies  à  Téquation  ^^1=0,  détermineront  les 
valeurs  cherchées  de  x^y^  z. 
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^.  i**^  Exemple,  a,  i ,  c , . . .  /*,  étant  des  constantes ,  on 
demande  le  maximum  de  la  fonction  u={ix+hy+cz  +. . . 
€H  supposant  les  variables  assujéties  à  yërifier  Féquation 

I»  =  x»  +  /*  +  z*  +...  —  r»  =  G. 
On  aura 

du  du       ,     du  du  dv  dv 

dlr  dy         ^  dz         ^       dx  ^  dy         '' ^  dz  ' 

et  par  suite 

a h c      aj>+^j^-+-cz+... u .   l/a*+^*+c'+... 

donc 

On  montrerait  que  de  ces  valeurs  de  m,  Tune  est  un 
maximum  et  l'autre  un  minimum ,  en  remarquant  que 
Ton  a 

ce  qui  exige  que  des  deux  valeurs 

l'une  soit  maximum  et  l'autre  minimum. 

2"*  Exemple,  On  demande  le  minimum  de  la  fonction 

en  supposant  que  les  variables  a:,  y^  z,  soient  liées  entre 
eUes  par  l'équation 

ax  -^  0/  +  cz  -4-  .  .  .  —  A  =  o. 
T.  T.  10 
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On  aura  encore 

abc  k  V/'a^J^h^+c'...  k^ 

u: 


et  l'on  montrerait  que  cette  valeur  est  un  minimum. 

Si  les  variables  x^y^  z. , .  se  réduisent  à  trois,  et  dé- 
signent des  coordonnées  rectangulaires,  la  valeur  de  \/u 
représentera  la  plus  courte  distance  de  l'origine  à  un 
plan  fixe. 

3™*  Exemple,  On  cherche  le  maximum  de  la  fonction 

les  variables  x  ^j^  z ,  étant  assujéties  à  vérifier  l'équation 

u  zn  ax  -^  by  -^  cz -^ , . .  — it  =  o. 

On  aura 

du  „   ,       P  du       a  du       r 

—  -=1  pxP    'j«z'-=^a,      — z=i«,      —  =  -«..., 
dx  X  dy      y  dz       z 

dv  dv  ,       dv 


et  par  suite 


k 


P        9        r  _         i^-H+H--..  p 

—^    -         —  ~    ■  •  •  •  _  9     Ut  -I     ■  .    ^^— —  - 

ax       by       cz  k  a   p+q-^-r.,. 

q   k r  k 

ff  p  +q  -jrr.  ..  c  p -j-q  -{^  r, ,  , 


On  a  encore 


•   • 


du       pdx       qdy       rdz 
—  = -^ -^ 

^-(")"=-Hl)"-'(f)'-'(T)"-     -> 

et  puisque  les  valeurs  précédentes  de  a: ,  j^,  z , . . .  ren- 
dent du  constamment  nul,  et  d^u  coustanunent  négatif, 
elles  fourniront  un  maximum  de  la  fonction  i/. 
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4^^  Exemple.  On  demande  les  demi-axes  d'une  ellipse 

ou  d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  représentée 

par  l'équation 

«^  =  Aar»  +  Rr^  •+.  Or*  —  R=o. 

Chacun  de  ces  demi-axes  sera  un  maximum  ou  un  mini- 
mum de  la  fonction  r=  u  =  k^*-}-^,  ou  du  rayon  vec- 
teur mené  de  l'origine  à  la  courbe.  Cela  posé ,  comme 
on  a 

du       X     du       Y     dv  .      .   •*        dv  ^ 

et  par  suite 

2Ax4-B7"~2Cr  +  Bx~ar(2A^+Br)-|-j(2Cr-hBa?)~2R  ' 

2K  ^r   2K       ^      ^x   /2R         A /'2K  \ 

2A  =  B-^, 2C=:B-, 2A) 2C1  =  B»; 

r»  x'  r'  y\r^  J\r^        ^)  ' 

les  deux  racines  de  cette  équation  seront  les  carrés  des 
deux  demi-axes  qui  seront  tous  deux  réels  si  AK  >  o , 
B'  —  4-^C  <  o ,  mais  dont  l'un  sera  imaginaire ,  si 
B*  —  4AC1  >  o. 

Troisième  application.  Déi^eloppement  des  fonctions 
de  plusieurs  variables.  '  Extension  du  théorème  de 
Taylor  à  ces  mêmes  fonctions . 

80.  Soit 

une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Don- 
nons à  a: ,  y,  z ,  les  accroissements 

Ax=zudXj   ^y:=Adyy   ^z  =  udz.,. 

Posons  de  plus 

¥{x+tuixyy'i^dyy  z-+^dzy...)^f  (m), d'o\i¥(x,  jr,  2,...)=:/(o); 

10.  . 
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nous  aurons 

F(arH-«d:r,j+A//j,z+tfrfz,...)— F  (ar,^,z,..0=/ (•)—/(<>) 

Mais  comme  nous  Tavons  vu 

/'(o)  =  du,  /"(o)  =  d-u,,..  /--«(o)  =  d'^'u, 
/»(0a)  =/»  (o)  +  I  =  €/«u  +  I, 

I  s'évanouissant  avec  a  ou  avec  Aar,  Ay,  Az,  on  aura 
donc 

F(ar  +  iAx,  ^H-A^,  z  +  Az.  ..)  =  !< +  «rfa  H rf*a... 

I    •  <n 

H 7 V  d'^'u  H 5 {d*u  +  1), 

I.2...(/l— l)  1,2.3. ../l^ 

Si  nous  remarquons  que 

du  ,      .    du  ,     ,   du  . 
du=i—-dx  +  ^-dY  +  ^dz  H- etc., 
euv  df  dz 

d*u    ,       .   d*u   ,  d^u  ,  ,    ,  .        d^u    _    , 

+  2  - — —  rfj?flfe  +  etc.  - 
dxdz 

il  viendra 

„,     .  ,  .X  û^a  du  du 

F(a?+Aar,  j^+Ay,  z  +  Az...)=a+  _ ^a:  +  —  Aj^+ -— Az 

oo:  ay  az 

I    €/'a  I     d*u       .    .      I    i/»a 


^i.2d:r»         ^i.2£//»     -^  1.2  rfz» 


I         a*a  «" 

H 2  -p-j-  Ad?A7  +  etc.  H (û?"M-+-I). 

1 .2     ArûTr  1.2.3...  «  ^  ^ 


A" 


Si  le  terme  ou  le  reste r /"(^oc)  décroît  indéfini- 

I  . 2. i3. * ./• 

ment  à  mesure  que  n  augmente,  ce  qui  arrivera,  par 
exemple,  si  /*'*(0a),  qui  est  ce  que  devient  </"«  quand  on 
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y  change  or,  j^,  z..,enx+9adx,j^6ûtdj,  z  +  docdz,,., 
conserve  toujours  une  valeur  finie ,  la  série  qui  forme  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  sera  conver- 
gente ,  et  l'on  aura 


«» 


1*2 

ct^     „     .                      du         du         du           .1    d*u 
d^U'+'etc,=zu-\--=-àx-\—j-sx  I       AZ...H — Aa?* 


i.a.3  dx         djr         dz  i.ndx^ 

I     d^u                i     d^u          .         .      2     d^u 
-f ;— -  Ar*  H rr  A^*  +«*-H 7—7-  A^Ar  +  etc. 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  a  =  i ,  on  aura 

du       d*u         d^u 
¥(a:+dxy  x  +  dxy  z  +  ûfe,...)  =  MH 1 1 --f-... 

I  I «2  1 .2.0 

Cette  équation  et  celle  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  x , 
j^, -S , . . .  par  zéro ,  dXy  dy^  dz^,.,  par  x ^  y  j  z,...  four- 
nissent lé  moyen  d'étendre  les  théorèmes  de  Taylor  et  de 
Maclaurin  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

S'il  arrive  que  pour  certaines  valeurs  de  :r ,  j^,  ^ ,  les 
diflFérentielles  du^  d^u^, .  .  d'^'^u  s'évanouissent  toutes, 
on  aura 


«'* 


F{x+Ax,x  +  AXy  z+Az)— F(a:,  j,  z)  =  Aa= (d^u+l). 

M  *  Ji  »  m  mit 

Cette  dernière  formule  comprend  la  théorie  des  maxi- 
ma  et  des  minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 
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DIX-SEPTIEHE  LEÇON. 


Caractère  général  de  la  convergeDce  des  séries.  —  Limite  des  restes  ou 
des  erreurs  que  Ton  commet  en  s^arrètant  à  un  terme  quelconque  de 
ces  séries. 


81 .  M.  Cauchy  a  été  assez  heureux,  dans  ces  dernières 
années ,  pour  démontrer  un  théorème  vraiment  remarqua- 
ble qui  donne  immédiatement  les  règles  de  la  convergence 
des  séries  fournies  par  le  développement  des  fonctions 
explicites ,  et  réduit  simplement  la  loi  de  convergence  à 
la  loi  de  continuité  des  fonctions.  Je  vais  donner  une  idée 
de  ces  importantes  recherches ,  après  avoir  rappelé  une 
propriété  remarquable  des  racines  de  l'unité ,  ou  des  ra- 
cines de  l'équation  x"  =  i ,  et  établi  quelques  lemmes 
fondamentaux  faciles  à  déduire  des  premiers  principes  du 
calcul  différentiel. 

Comme  on  l'a  vu,  toutes  les  racines  de  l'unité  sont 
renfermées  dans  la  formule 

I  aArir      y 

ffi))"=cos dtK — I  sm =ze        '^ 

^^  '  n  n 

in     y 

Posons ,  pour  abréger ,  6  =  e  "  ,  et  nommons  m ,  tri 

deux  quantités  entières  positives  ou  négatives ,  mais  tel- 
lement choisies,  que  la  différence  ni —  m  ne  soit  pas  di- 
visible par  n  \  les  expressions 

'imn  .    j 2m'*r  ,  y 

i/— !  K— I 


b'^zzne  ^  ,     6""'  =:  e    " 


? 
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seront  deux  racines  n*^'^'  de  Tunité ,  distinctes  Tune  de 
l'autre,  puisque  la  diflFérence 

-—- K  — 1  -_— V/^_i  l/^  —  i  I  -: '—V  —  x 


€    "  —e   "  =e  * 


m'  ''^m 


ne  peut  s'évanouir  qu'autant  que —   est  un  nombre 

entier.  Il  en  résulte,  i®  que  ces  deux  expressions  seront 
certainement  deux  racines  7i"«*'  de  l'unité,  distinctes 
l'une  de  l'autre ,  si  la  diflFérence  tri  —  m  est  inférieure  à 
n  ;  2®  que  pour  obtenir  toutes  les  racines  de  l'unité  du 
degré  n,  il  su£Bt  de  prendre  n  termes  consécutifs  de  la 
progression  géométrique , 

0"^  Ô-%  6-',   1,6',  6%  03^ etc., 

indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens,  par  exemple, 
les  termes  i,  0,  ff*,  6^ ...  0"""'. 

Corollaire  i*"^.  La  somme  S  des  m*^"***  puissances  des 
n  racines  de  l'unité  est  égale  à  o ,  excepté  lorsque  le  nom- 
bre m  est  un  multiple  de  /^ ,  et  dans  ce  cas ,  la  somme  S 
est  égale  à  /i. 

En  eflfet,  la  sonmie  de  ces  m^^"^'  puissances  sera  tou- 
jours égale  à 

Or  le  numérateur  étant  nécessairement  égal  à  o,  la  somme 
S  s'évanouira  toujours,  à  moins  que  le  dénominateur  ne 
soit  nul  lui-même,  ce  qui  n'arrivera  qu'autant  que  tu 
sera  de  la  forme  nin  ^  et  comme  dans  ce  cas  la  véritable 

valeur  de  la  fraction est  —  =:  n.  on  aura  S  =  /*. 

Il  importe  peu  d'ailleurs  que  m  soit  positif  ou  négatif;  et 
en  effet,  une  puissance  négative  de  6  peut  toujours  être 
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remplacée  par  une  puissance  positive ,  car  on  a  ô*"*  =  ^9 
et  en  désignant  par  m'n  le  multiple  de  n  le  plus  voisin  de  m, 

82.  Lemme.  Soit x^zre^'^^  une  variable  imaginaire 
dont  r  soit  le  module,  et  t  Targument  j  soit  encore  f(x) 
\me  fonction  de  la  variable  x  qui  reste  finie  et  continue, 
ainsi  que  sa  dérivée  f'{x)^  pour  des  valeurs  du  module  r 
comprises  entre  certaines  limites  r  -zrzr^y  r  =;:  R;  enfin 
nommons  n  un  nombre  entier  susceptible  de  croître  in- 

définiment,  et  prenons  9  =  e"  ,9  représentera  une 

racine  primitive  de  l'équation  x"  :=  i  ^  dès -lors ,  si  en 
attribuant  à  r  Tune  quelconque  des  valeiu's  comprises  en- 
tre les  limites  r^,  R,  on  pose 

n 

M  s'évanouira  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  et  par 
conséquent  la  moyenne  arithmétique  entre  les  diverses 
valeurs  du  produit  Qrf'(&^r)  correspondantes  aux  valeurs 
o,  I-,  2, . . .  {n —  1)9  du  nombre  m,  se  réduira  sensible- 
ment à  o. 

Démonstration,  Si  l'on  appelle  h  un  accroissement  at- 
tribué à  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x^  dans  le  voi- 
sinage de  laquelle  la  fonction  f{x)  et  sa  dérivée  f\x) 
restent  miies  et  continues,  on  aura 

f{a:+h)-f{x)  =  A[/'(x)  +  I], 

I  devant  s'évanouir  avec  h.  En  faisant  tour  à  tour,  dans 
cette  équation , 
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\af+A=:0»r,     a:  =  Or,     A=re(ô — i)...  etc., 


on  trouvera 


/(flr)  -/(r)  =(9  -  1)  r[/'(r)  + 1.] , 
/(fl.r)-/(Ôr)=(fl—  l)r[e/'{er)  +  IJ, 

/(9-r)_/(e— 'r)=(9— i)r[e»-/'(fi»-T)4-I,]. 

Les  quantités  I, ,  It , . . .  I„  devant  s'évanouir  avec  0 —  i , 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec-,  puisque,  en  vertu  de 

Téquation  0  =  e  "  ,  9  ne  sera  égal  à  l'unité  que  quand 

n  sera  égal  à  Finfinî ,  ou  -  à  o, 

n 

En  ajoutant  toutes  ces  équations  et  désignant  par  Iq  la 
moyenne  arithmétique   '        *        ^*  " -^ moyenne  qui 

devra  évidemment  s'évanouir  elle-même  avec  - ,  on  trou- 

n 

vera 

•^^^=j^^=/'(r)+e/'(9r)+ev'(e*'-) 

+9"  "'/'(«"" ''•)  +  !«. 
mais 

«•=1,    /(e'r)=/ir),    /(e»r)  — /(r)  =  o, 
donc 

T — ' " — —   "T"  -lo» 

n 
Or  Ïq  s'évanouit  quand  n  est  infini,  donc,  etc. 

83.  Corollaire  i®**.  La  moyenne 

n 
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est  la  dérivée  de  cette  autre  quantité 

_— .^__— _________ —^————  j 

n 

donc,  si  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n  la  première 
moyenne  ou  la  dérivée  est  sensiblement  nulle,  la  seconde, 
ou  la  quantité  elle-même,  sera  sensiblement  constante, 
car  il  n'y  a  qu'une  quantité  constante  qui  puisse  avoir  une 
dérivée  nulle.  Si  donc  on  pose 

j.M^/WH-/(gr)+/(e'r)...  +/(e"''r)^ 

n 

on  aura  sensiblement,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  tz, 

FiJa)  =  F{ro). 

/^  (r)  n'est  autre  chose  que  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  diverses  valeurs  de  la  fonction  f(pc)  qui  corres- 
pondent à  un  même  module  rde  la  variable  x,  et  à  des 

valeurs  de  -  représentées  par  les  diverses  racines  n***^'  de 

l'unité.  La  limite  vers  laquelle  converge  cette  moyenne 
arithmétique  tandis  que  le  nombre  n  croit  indéfiniment, 
est  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  ^valeur  moyenne  de  la 
fonction  f{pc)  pour  le  module  donné  r  de  la  variable  x. 
En  admettant  cette  définition ,  on  déduit  immédiatement 
de  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  :  Si  la  fonction 
f{x)  et  sa  dérivée  f'ipc)  restent  finies  et  continues  pour 
un  module  r  àe  x  renfermé  entre  les  limites  r^ ,  R,  la  va- 
leur moyenne  de  f(pc)  correspondante  au  module  r  sup- 
posé compris  entre  les  limites  r^,  R,  sera  indépendante 
de  ce  module. 

Corollaire  2™®.  Si  r^^  =0,  c'est-à-dire  si  la  fonction 
f{x)  et  sa  dérivée  y '(j:)  restent  continues  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  dont  le  module  est  renfermé  entre  les  va- 
leurs o  et  R,  ou  auia  sensiblement  pour  un  semblable 
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module  et  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n ,  F(r)=F(p)  ; 
et  si  -f  (o)  ==  o,  ce  qui  aura  lieu  si  la  fonction  f(x)  s'é- 
vanouissait avec  a:,  F(r)  =  o. 

84.  Théorème  i®**.  Si  l'on  attribue  à  la  variable  x  un 
module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  pour  lesquels  une 
des  deux  fonctions  F(.r),  F '(a:),  cesse  d'être  finie  e^on- 
tinue,  la  fonction  F  (ar)  pourra  être  représentée  par  la 

valeur  moyenne  du  produit  F(z),  correspondante 

à  un  module  r  de  z  qui  surpasse  le  module  donné  de  o:, 
et  sera  par  conséquent  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable X, 

^démonstration.  Posons 

F  (z)  désignant  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  con- 
tinue avec  sa  dérivée  F'(z),  pour  un  module  r  de  z 
compris  entre  les  limites  o  et  R.  La  quantité  j^(z)  définie 
par  l'équation 

j.(,)^/(')+/(g')H-  •  •+./(e'-^)  ^ 

s'évanouira  ainsi  que  f(z)  pour  une  valeur  nulle  de  z  f 
et  si ,  en  posant  pour  abréger 

on  nomme  ^{z)j  2:(z),  ce  que  devient  F(z)  quand  on 
remplace  f(z)  par  (f(z)  ou  par  x(z)^  on  aura  * 

JP(z)=:0(z)— X(z). 

De  plus ,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n  et  pour  un 
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module  r  de  z  inférieur  à  R,  on  aura,  en  vertu  du  der- 
nier corollaire,  puisque  /^  (o)=  o, 

d'autre  part,  si  Ton  suppose  le  module  de  z  supérieur  au 

modfue  de  x,  la  fraction  ,  sera    dévcloppable  en 

série  convergente ,  et  l'on  aura 


z 
z 


=  z(2  — ;c)'"»=:ï-|-2"*J7+Z~*^*+etC., 

et  par  suite 

X{^)  =  —^  F  (x)  =  F  (^)  ( I  +  a""*  X  +  Z-»  ar»  +  etc.) , 
xM-  F^zr^  r  "  +  ''"■'^(^  +e-x  +  ô-»  +  ô-3  +etc.)  "I 

Les  coefficients  de  r""'  or,  r~'  a:",  etc.,  sont  la  somme  des 
racines  de  l'unité  élevées  chacune  à  la  puissance  —  i , 
ou  à  la  puissance  —  2,  — 3,  etc.,  somme  que  nous  avons 
prouvé  être  égale  à  o  ;  on  aura  donc 

X(r)  =  F(x), 

et  à  cause  de  l'équation     <&  (r)  ==  X  (r) , 

En  vertu  de  cette  dernière  équation ,  qui  devient  rigou- 
reuse quand  n  devient  infini ,  la  fonction  F  (x)  pourra 
généralement  être  représentée  par  la  valeur  moyenne  du 

produit F  C-^)  correspondante  au  module  r  de  la 

z  ■■■•  X 

variable  z  ;  pourvu  toutefois,  comme  on  Ta  déjà  supposé, 
que  cette  fonction  F  (z)  et  sa  dérivée  F'  (z)  restent  finies 
et  continues  pour  ce  module  de  ^,  ou  pour  un  module 
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plus  petit.  D'ailleurs  la  fraction  ,  et  par  suite  le 

produit ^(j^)  f  seront ,  pour  un  module  de  x  infé- 

rieur  au  module  rde  z,  développables  en  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  ; 
on  pourra  donc  en  dire  autant  du  second  membre  de  Fé- 
quation  qui  donne  F  {x) ,  et  par  conséquent  de  F  {x)^ 
Donc,  etc. 

De  ce  théorème  on  déduit  immédiatement  la  proposi- 
tion suivante. 

85.  Théorème  2®.  Une  fonction  quelconque  réelle  ou 
imaginaire  d'uae  variable  réelle  ouimaginaire  a:  sera  déve- 
loppable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x ,  tant  que  le  module  de  x 
conservera  une  valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles 
pour  lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  finie 
et  continue. 

Ainsi ,  en  particulier ,  puisque  les  fonctions 


cosâ7y     ûxLXy     c'y     tf^*,     cos(i — X*),  etc, 


et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ne  cessent  jamais 
d'être  finies  et  continues ,  elles  seront  toujours  dévelop- 
pables en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  a:  ^  au  contraire ,  comme  les  fonc- 
tions 

m 

1(1 -f-â?),  arctangjr, 

et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  cessent  d'être  fonctions 
continues  de  x  au  moment  où  le  module  de  cette  variable 
devient  égal  à  l'unité  ;  elles  seront  certainement  dévelop- 
pables en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 
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sances  ascendantes  de  la  variable  x,  si  la  valeur  réelle 
ou  imaginaire  de  x  offre  un  module  inférieur  à  Tunîté. 
Ces  séries,  au  contraire,  pourront  devenir  et  deviendront 
en  effet  divergentes,  si  le  module  de  x  surpasse  Tunité. 
Enfin ,  comme  les  fonctions 

I         I 

Lr,     e^ ^     e^*y     ces-,  etc., 
•  *  . 

deviennent  discontinues  avec  leurs  dérivées  du  premier 
ordre  pour  une  valeur  nulle  de  x,  par  conséquent,  lors^ 
que  le  module  de  x  est  le  plus  petit  possible ,  elles  ne  se- 
ront jamais  développables  en  séries  convergentes  ordon- 
nées suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

On  sera  peut-être  étonné  de  voir  placer  la  fonction 
arc  tang  x  au  nombre  des  fonctions  qui  deviennent  in- 
finies ou  discontinues  quand  le  module  de  x  devient  égal 
à  I  :  il  est  vrai  que  si  l'on  attribue  à  x  une  valeur  réelle, 
la  fonction  arc  tang  x  ne  cesse  pas  d'être  finie  et  conti- 
nue 5  mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si,  x  devenant  ima- 
ginaire ,  on  suppose ,  par  exemple , 

Alors,  en  effet,  la  fonction 

(    .y — ^      l(i— *)  — l(i+«) 
arc  tang  x  ==  arc  tang  \u,  v^—  i  ]  =  -i '         ^ 1  ^ 

2  K— I 

deviendra  évidemment  infinie  et  discontinue  ainsi  que  sa 

dérivée  ^ ,  quand  on  fera 

I   I  * 

*  z=  I      ou     a:  =  ±  \/ —  I . 

Les  fonctions  ci-dessus  prises  pour  exemple ,  et  leurs 
dérivées  du  premier  ordre,  deviennent  toujours  infinies 
ou  discontinues  pour  les  mêmes  valeurs  du  module  de  la 
variable  indépendante  :  si  l'on  était  assuré  qu'il  en  fût 
toujours  ainsi ,  on  pourrait,  dans  le  théorème  énoncé,  se 
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dispenser  de  parler  de  la  fonction  dérivée,  mais  on  n'a 
point  à  cet  égard  une  certitude  suffisante. 

86.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  d'autant 
plus  remarquable ,  qu'on  peut  même  en  déduire  et  la  sé- 
rie de  Maclaurin,  et  le  reste  de  cette  série. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  fonction  F(x)  pourra 
être  généralement  représentée  par  la  valeur  moyenne  du 

produit  F(z)5  or  on  a 


Z 


-i-F(z)  =zzF(z)+-FW-H^FW  +  etc. 


Donc,  dans  le  développement  de  F  (x)  le  terme  constant 
devra  se  réduire  à  la  valeur  moyenne  de  F  (z) ,  ou ,  en 
vertu  du  lemme  fondamental,  à  F(o),  puisque,  par  hy- 
pothèse ,  la  fonction  F  (z)  est  continue  entre  les  limites 
o  et  R.  De  même,  le  coefficient  de  x  sera  égal  à  la  va- 

leur  moyenne  du  rapport  — ^-^,  ou,  ce  qui  revient  au 

z 

même,  du  rapport    ^  ^""     — ,  car  la  valeur  moyenne 

z 

F(o)  r-*(  I  +  Ô-'  +  6»-'  +  a  etc.) 

de  la  qtiantité  — ^  est  nulle ,  en  vertu  des  propriétés  des 

z 

racines  de  Tunité.  D'ailleurs  la  valeur  moyenne  du  rap- 
port —^ Li^  est  égale  à  la  valeur  F'(o)  qu'il  prend 

quand  on  y  fait  z  =  o.  On  montrerait  de  la  même  ma-     , 
nière  que  le  coefficient  dex*^  valeur  moyenne  du  rapport 

—7-  ou,  ce  qui  revient  au  même,  n^  81 ,  corollaire  i^^^ 

du  rapport 

F(g)— F(o)  — gF^(o) 


I 
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est  égale  à  — ^  ,  et  Ton  trouvera  définitivement 
I  .a  I 

F  (z)  =  F  (o)  +  f  F'  (o)  +  fî  F«'(o)+etci     " 

I  I  «2 

Quant  au  reste  qui  devra  compléter  cette  série ,  réduite 
à  ses  n  premiers  termes,  on  le  déterminera  facilement 
comme  il  suit  :  en  eflet ,  puisqu'on  aura 

et  par  suite 

-^F(z)  =  FW  +  fF(.)  +  f;F(z)...+^=,^^FW. 


il  est  clair  que   le   reste  dont  il  s'agit  sera   la  valeur 

M*  A 

moyenne  du  produit  -^^^-^ ;F(-2),  considéré  comme 

fonction  de  z ,  pour  un  module  r  de  z  supérieur  au  mo- 
dule donné  de  x.  Donc  si  Ton  nomme  R  le  plus  grand 
des  modules  de  F  {z)  correspondants  au  module  r  de  z , 
et  p  le  module  attribué  à  la  variable  x,  le  reste  de  la  série 
de  Maclaurin  aura  pour  module  un  nombre  inférieur  au 

produit    „_, .        -r  /?,   et  par  conséquent  inférieur  au 

reste  de  la  progression  géométrique  que  l'on  obtient  en 
développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  le 

rR 
rapport   . 

En  résumant  ce  qu'on  vient  de  dire ,  on  obtient  la  pro- 
position suivante  : 

87.  Théorème  4^.  La  fonction  F(a:)  sera  développable 
par  la  formule  de  Maclaurin  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  si  le  mo- 
dule de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  x  conserve  une 
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valeur  inférieure  à  celle  pour  laquelle  la  fonction  cesse 
d'être  finie  et  continue.  Soit  r  cette  dernière  valeur ,  ou 
une  valeur  plus  petite,  p  le  module  de  x,  et  jR  le  mo- 
dule maximum  de  F  (x) ,  les  modules  du  terme  général  et 
du  reste  de  la  série  de  Maclaurin  ^  seront  respectivement 
inférieurs  aux  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 

rR 
progression  géométrique  qui  a  pour  sonmie ,  et  dont 

le  reste  est 

Les  principes  ci-dessus  exposés ,  et  les  divers  théorèmes 
que  nous  venons  d'établir,  peuvent  être  inunédiatement 
étendus  et  appliqués  à  des  fonctions  de  plusieurs  variables^ 
on  arriverait  ainsi ,  par  exemple ,  au  théorème  suivant. 

THÉoniacE  5®.  Soient  j:,j^,  z,...  plusieurs  variables, 
réelles  ou  imaginaires,  la  fonction  Y(x ^y^  z.,.)  sera  dé- 
veloppable  par  la  formule  de  Maclaurin,  étendue  au 
cas  de  plusieurs  variables ,  en  une  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  a:,  j^,  z... , 
si  les  modules  de  ces  variables  conservent  des  valeurs  in- 
férieures à  celles  pour  lesquelles  la  fonction  reste  finie 
et  continue^  Soient  r^  r\  r"...,  ces  dernières  valeurs  ou 
des  valeurs  plus  petites ,  R  le  plus  grand  des  modules  de 
F(j:,  j',  ^••0  correspondants  au  module  r  de  x,  au  mo- 
dule /  de  y^  au  module  r^  de  z,  p,  p',  p", ...  les  modules  de 
a:,  y,  j5..*  ;  les  modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la 
série  en  question,  seront  respectivement  inférieurs  aux 
modules  du  terme  général  et  du  reste  de  la  série  qui  a 
pour  somme  le  produit 


r" 


r  — pV— p''/'— p" 


T.  r.  II 
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Développement  des  fonctions  implicites.  —  Série  de  Lagrange. 


88.  Lesprincipes  établis  dans  laleçon  précédente  peuvent 
être  appliqués  au  développement  des  fonctions  implicites, 
par  exemple  de  celles  qui  représentent  les  racines  des 
équations  algébriques  ou  transcendantes.  Alors  la  loi  de 
convergence  se  réduit  encore  à  la  loi  de  continuité.  Con- 
cevons pour  fixer  les  idées ,  qu'il  s'agisse  de  développer  la 
plus  petite  racine  de  l'équation 

(i)  X=^f[jr) 

dans  laquelle  f{y)  est  une  fonction  explicite  et  donnée  de  y 
qui  ne  renferme  point  x  ^  et  qui  ne  devient  ni  nulle,  ni  in- 
finie pour  y =o .  Parmi  les  racines  de  cette  équation  il  en 
existe  évidemment  une  qui  s'évanouit  en  même  temps  que 
x^  et  qui,  si  l'on  fait  croître  x  par  degrés  insensibles,  va- 
riera elle-même  insensiblement,  ainsi  que  sa  dérivée  rela- 
tive à  jc,  en  restant  toujours  fonction  continue  de  x^ 
jusqu'à  ce  que  cette  variable  acquière  une  vgleur  pour 
laquelle  deux  racines  de  l'équation  y  =  xf{y)  devien- 
nent égales  (*),  pourvu  toutefois  que  dans  l'intervalle,  la 


{*)  On  dit  qu^une  équation  F  (  r)  =  o,  a  m  racines  égales  à  by  lorsqu^on 
a  F  (y)  rzz^jr  —  6)"»  f  (r),  f  (r)  étant  une  fonction  de  y  qui  ne  devient 
ni  nulle,  ni  infinie  pour^  =  *  ;  comme  on  a  d'ailleurs 

Pcquation  F(r)  =  one  pourra  avoir  m  racines  égales  à  &,  ou  F(^)  ne 
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valeur  de  f  (^  correspondante  à  la  racine  dont  il  s'a- 
gît,  ne  cesse  pas  d'être  continue.  Donc,  si  la  fonction 
f(y)  reste  continue  pour  des  valeurs  quelconques  de  x, 
celle  des  racines  de  l'équation,  y  =  xf(y)^  qui  s'évanouit 
avec  Xy  sera  développable . en  série  convergente,  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x^  pour  tout  module 
<le  cette  varialle  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui 
introduisent  des  racines  égales  dans  l'équation  (i),  en 
rendant  ces  racines  communes  à  cette  équation  et  à  sa  dé- 
rivée prise  par  rapport  àj^,  i  =  oc  f'(^y)\  et  par  consé- 
quent pour  tout  module  de  x  inférieur  au  plus  petit  de 

<;eux  qui  répondent  aux  équations  simultanées  x  =  77^» 

-'^^  =  y  (j^).    Ainsi,  par  exemple,  la  plus  petite  racine 

de Téquation j^  =  j:cos jasera  développable  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x 
pour  tout  module  de  x  inférieur  au  plus  petit  de  ceux 

qiû   répondent  aux  équations  simultanées  x  =  et 


pourra  être  de  la  forme  (r  —  *)"•  f(^)  qu'autant  que  Ton  aura 

De  sorte  que  la  racine  multiple  &  est  nécessairement  commune  à  Péqua- 
tion  F(r)  =  o ,  et  à  ses  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre  m —  i  inclusive- 
ment. Si  m  =  2,  c'est-à-dire  si  la  racine  h  est  double ,  elle  devra  vérifier 

à  la  fois  les  deux  équations  F (^)  =  o,  F^ (r)  =0. 

De  plus,  si  F  (^)  est  une  fonction  impltcitede  x ,  si,  par  exemple ,  y  est 
lié  avec  x  par  l'équation  j"  =  xf{y)y  on  aura 

«t  l'on  en  conclura  que  si  à  une  certaine  valeur  de  x  correspond  une  racine 
doublede l'équation  F  (r)=o,  la  valeur  correspondantede/![.  sera  y  en  gé- 
néral, infinie  et  discontinue,  puisque  F^(&)  =0,  et  par  conséquent r  ne 
sera  plus  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  x. 
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cosr 

— ^  =;  —  8in  j'  OU  cot  y  =  — y  5  or  on  prouve  que  ce 

plus  petit  module  qui  correspond  à  la  racine  imaginaire 

y=,  1,199678...  K — I  de  Téquation  coty  =  — y^  sera 
0,662742,  et  par  conséquent  la  pluà  petite  racine  de  Fë- 
quationj^  =  xcosysera  développable  en  série  conyer- 
gente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x 
pour  toift  module  de  x  inférieur  au  nombre  0,662742  ; 
on  se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  un  résultat 
auquel  Laplace  est  parvenu ,  par  des  calculs  assez  longs , 
dans  son  Mémoire  sur  la  convei^ence  de  la  série  que  four- 
nit le  développement  du  rayon  vecteur  d'une  planète, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  Fexcentrîcité. 

89,  Pour  développer  cette  plus  petite  racine  j^,  où  la  ra- 
cine qui  s'évanouit  avec  x ,  et  que  nous  supposerons  être 
une  racine  simple,  appelons-la  j^o,  et  posons 

y  —  ^/(r)  =  (r  -^  jo)  <p  (r), 

y  (y)  sera  une  fonction  de^  qui,  ainsi  que  f{y\  ne  de^ 
viendra  ni  nulle,  ni  infinie  pour  j-  =  o.  En  diflerentiant 
celte  équation  par  rapport  à  j^,  on  trouve 

I  —  ^/'(r)  =  (r  —  ro)^'(r)  +^(A 

et  en  divisant  membre  à  membre , 


w 


^-^r{y)^     1       .  ¥[y) 
y—^Ay)      y—yo     çiyY 
<f>'{y)^^-^/'(y)         I 


Hy)      y—  ^'f{y)     y  —  ro' 

D'ailleurs,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  j",  la 

fonction  ^.   ^,  qui  ne  devient  pas  infinie  pour  j^  =  0, 

sera  généralement  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  dey.  On  aura,  par  exemple, 
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^w  / — 1L.-1-11  v-i-R  v*-i-ete 

Ainsi,  en  particulier,  si  f  (j*)  est  une  fonction  entière  de 
y^  et  si  Ton  nomme  Vy2l*^  b", , ,  les  racines ,  supposées 
inégales,  de  TéquatioA  f  (jr)=r o ,  on  aura  identiquement 

^(r)  =  B  (r  -  6')  (r-T  *")••.. 

B  désignant  un  coefficient  indépendant  de  j^,  et  par  suite 

Pour  tout  module  de  jr  inférieur  aux  racines i',  6",  etc., 
chacun  des  termes  du  second  membre  sera  développable 
en  série  prdonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y, 
et  Ton  s^ura 

J^=-(  J7  +  J-. +etc...) -r  (  j^  +  ^. +...)j' -  etc. 

D  fau^a  donc  que  le  second  membre  de  Téquation  (2)  soit 
lui-m&me  développable ,  pour  des  modules  de  j^  qui  ne  dér 
passent  pas  certaines  limites,  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissance^  ascendantes  entières  et 
positives  dey.  Or  il  semble  au  premier  abord  que  pour  de 
très  petits  modules  de  a:,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
pour  de  très  petits  modules  dey^,  ce  développement  ne 
puisse  s'effectuer ,  car  si  le  module  de  y^  devient  infé- 
rieur à  celui  dey,  et  le  module  de  x  inférieur  à  celui  de 

TT^-f,  les  deux  fonctions 

5^.=<^-^-'-=^-(-7)  • 

X 


^_i^=[^-x/w]-.=.-Y,_ 


pourront  être  développées  suivant  les  puissances  asccu- 
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dantes  de^o  et  de  x  et  renfermeront  des  puissances  néga- 
tives àey<f  on  aura  en  effet,  dans  cette  hypothèse, 

=  -  H --{ 3  -f-  etc. 


De  plus,  en  désignant  par  les  notations  p^,D^,  D^,...  les 
dérivées  successives  prises  par  rapport  kjr^  on  aura 

et  parce  cpie 


on  aura 


Enûn  ,  si  l'on  représente  généralement  par  les  notations 
Y(o),  DjY(Q),  D'Y^oj^  ce  que  deviennent  une  fonction  quel- 
conque Y  de  j"  et  ses  dérivées  quand,  après  la  différentia- 
tion,  on  y  fait^  =  o,  et  si  l'on  pose  y(j^)  =  Y,  on  trou- 
vera encore ,  en  vertu  de  la  formule  de  Maclaurin , 

Y= Y(o)  +  -  ry  Y(o)  +  -^  d;Y(o>  +  etc. , . . . 

¥'=¥('„)  4- -  D^T('„,+-=?ll  D^  T(î)  +  etc..., 
et  par  suite 

D,^=D,I=-^+^D',T(.)  +  etc... 


) 


H =  d;Y('„)4-  etc. 

1.2.3     ^    ^  ^ 
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Si  l'on  a  égard  à  ces  diverses  valeurs  ,  on  verra  que  le 
second  membre  de  Téquation 

renferme ,  en  apparence  du  moins,  un  nombre  infini 
de  puissances  négatives  de  j^,  tandis  que  le  développe- 
ment du  premier  membre  est  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  y.  L'égalité  entre 
ces  deux  membres  doit  cependant  subsister,  et  en  les 
comparant  on  doit  obtenir  un  certain  nombre  d'équations 
plus  ou  moins  importantes.  Pour  établir  cette  comparaison 
avec  plus  de  succès ,  faisons  les  deux  remarques  suivantes  : 
I®  Puisque  les  modules  dey^  et  de  x  s'évanouissent  en- 
semble ,  on  pourra ,  en  supposant  le  module  de^Q  très  pe- 

tit,  concevoir  que  x.  x*....x^^  et  par  suite \>/\ 

^  ^  y  —  ^/ix) 

soient  développés  suivant  les  puissances  ascendantes  do 
j-^  -,  dès  lors  le  second  membre  de  l'équation 


<p{x)    x  —  ^/ix)     X—Xo 

développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y  et  de 
y^ ,  offrira ,  il  est  vrai ,  des  puissances  positives  et  néga- 
tives de  j',  mais  seulement  des  puissances  positives  de^^i 
et  l'on  voit  immédiatement  que  dans  ce  second  mem- 
bre le  coefficient  d'une  puissance  positive  quelconque  de 
y^^  par  exemple  de  j^J  ,  sera  la  somme  S,„  d'une  série  qui 
renfermera  un  nombre  infini  de  puissances  positives  de  j^, 

avec  les  seules   puissances   négatives      ^^^ ,—...-  qui 

proviennent  et  du  développement  de  (  y — -J^o)"'?  et  des  coef- 
ficientsdeo:,  j:^,  x^...jî'".  2^  En  vertu  des  principes  établis 

dans  la  leçon  précédente ,  la  fonction  —7^  sera  dévelop- 
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pable  en  une  série  convei^ente  ordonnée  suivant  les  puis^ 
sances  ascendantes  de^  etdej'o,  tant  que  les  modules  dç 
y  et  dej^o  ï*®  dépasseront  pas  les  limites  au-delà  desquel- 
les cette  fonction  cesse  d'être  continue ,  et  le  coefficient 
dej^  dans  ce  développement,  déduit  de  la  formule  de 
Maclaurin,  sera  la  somme  S^  d'une  série  qui  renfermera 
seulement  des  puissances  entières  et  positives  de  y.  Cela 
posé  9  deux  développements  ordonnés  suivant  les  puissant 
ces  entières  et  positives  d'une  même  variable  j^o?  ^^,  pou- 
vant être  égaux  qu'autant  qu'il  y  a  égalité  entre  les  coef-^ 
ficients  des  mêmes  puissances ,  les  deux  coefficients  de  j^'j 
que  nous  avons  désignés  par  S;„,  S,I„  et  qui  représentent 
les  sommes  de  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de^,  seront  égaux.  D'où  il  résulte  que  dans  la 
première  de  ces  deux  séries  chaicun  des  m-f-i  premiers  ter- 
mes proportionnels  à  des  puissances  négatives  à&y  devra 
s'évanouir.  Donc ,  en  particulier,  le  terme  proportionnel 

à  — ,  s'évanouira  dans  la  série  dont  la  somme  S«  sert  de 

coefficient  à  j^S*,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  ///, 
d'où  il  résulte  que  la  somme  des  termes  proportionnels  à 

—  s'évanouira  elle-même  dans  le  second  membre  de  l'é- 
quation 

développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de^  et  àey^. 
Or,  en  vertu  des  équations  qui  donnent  les  diverses  par- 
ties de  ce  développement,  cette  somme  est 

"'^^^^  ■•"  ^k  ^'^^^^  "^  7X3  ^^^^'^^  +  •  •  •  -  ro, 

on  aura  donc 

y^-=:xY^o)+  —  D,Y(i)  -I-  -^-ô  Pr'Yfo)  -h  etc. 

'•2  I.JicO 
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Cette  dernière  formule,  qui  subsiste  tant  que  j^o  ^^  sa  dé- 
riyëe  relative  à  x  restent  fonctions  continues  de  a:,  est 
précisément  la  formule  donnée  par  Lagrange  pour  le  dé- 
veloppement dç  j^o  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
X  5  formule  qui  est  d'une  extrême  utilité  dans  la  solution 
d'un  grand  nombre  de  problèmes  importants.  Si   Ton 

égalait  à  zéro,  non  plus  le  coefficient  de  —,  mais  ceux  de 

>-r,  de—.,  etc. ,  on  obtiendrait  immédiatement  les  for- 

mules  données  par  Lagrange  pour  le  développement  de 
y^ ,  r* . . .,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Enfin, 
si  Ton  égalait  les  coefficients  des  puissances  positives^,  ^  '  •  •  • 
à  ceux  qui  affectent  les  mêmes  puissances  dans  le  second 
membre  de  Téquation 

J^=-(p+^,  +  etc...)-^^,-h^.+etç.)j--etc,, 

qui  donne  le  développement  de     .^  >^  quand  Féquation 

(f  (jr)  =  o  est  une  équation  entière  dont  les  racines  sont 
b\  V^  etc.,  on  obtiendrait  les  valeui^s  des  sommes 

^,  -f-  ^/  -r-. .  •  >     ^,,  -t-  ^//,-r . .  •  y 

développées  encore  suivant  les  puissances  ascendantes  en- 
tières et  positives  de  jc. 

Soit  maintenant  F(jf)  une  fonction  qui  ne  devienne  pas 
infinie  pour  j^  =  o,  après  avoir  multiplié  par  le  rapport 

-^^ ^  les  deux  membres  de  l'équation 

on  pourra ,   tant  que  la  fonction  F  {^y)  ne  deviendra  pas 
discontinue ,   développer  le  second  membre  suivant  les 
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puissances  ascendantes  à^y^  et  comme  dans  ce  dévelop- 
pement le  coefficient  de  —  devra  disparaître ,  on  en  con- 

dura  facilement 

F(7o)  =  F(„j  +  xT(.)F'(r)(.)+^D,[Y«F'(r)](o) 

+7^i>;[Y'F'(jr)](o)+... 

On  retrouve  encore  ici  la  formule  donnée  par  Lagrange 
pour  le  développement  de  F(j^o)' 

90.  Quand,  en  suivant  la  marche  que  nous  avons  indi- 
quée, marche  tracée  récemment  par  M.  Cauchy,  et  seule 
réellement  rigoureuse,  on  a  démontré,  i°  la  possibilité 
et  l'existence  du  développement  d'une  fonction  implicite  -, 
oP  les  valeurs  entre  lesquelles  les  variables  doivent  se  ren- 
fermer pour  que  le  développement  subsiste ,  on  peut,  par 
des  méthodes  plus  ou  moins  élégantes,  déterminer  la  valeur 
des  coefficients.  Supposons,  par  exemple,  qu'étantclonnée 
une  fonction  implicite  j^  de  x  déterminée  par  l'équation 

on  demande  de  développer  j^  ou  une  fonction  quelconque 
F(j^)  de  j  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  et  de  z, 
ou  de  l'une  de  ces  variables,  de  a:  par  exemple. Si  l'on  re- 
présente para  une  valeur  particulière  de  x^  par  F(«), 
DxF(a),  DiF(«),  etc.,  ce  que  deviennent  la  fonction  F  (j^), 
et  ses  dérivées  ^successives  prises  par  rapport  à  x  quand, 
après  la  diûiérentiatioa^  on  y  donne  kyla.  valeur  corres^ 
pondante  àa:=a,  on  aura  nécessairement ,  en  vertu  de  la 
formule  de  Maclaurîn , 

I  •  3 

et  cette  série  sera  toujours  convergente  quand  la  difie- 
rence  x  —  a  sera  une  quantité  très  petite.  Si  x  avait  une 
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très  petite  valeur,  on  pourrait  faire  «  =  o  et  l'on  aurait 


X* 


T{y)  =  F<o  +  xD, F  (o)  +  — -  Di F(o)  H-  etc. 

F  (0)9  DxF  (o)î  etc.,  désignent  ce  que  deviennent  la  fonction 
F  {y)  et  ses  dérivées,  cpiand,  après  la  dififérentiation,  on  y 
donne  à  j^  la  valeur  correspondante  à  j:  =  o  :  or  puisque, 
par  hypothèse,  Téquation  proposée  n'est  pas  résolue,  il  se- 
rait impossible  de  calculer  directement  les  coefficîentsF^o), 
DxF(o)î  DiF(o),  etc.  Pour  les  déterminer,  reprenons  l'é- 
quation j^=  xY  -f-  ^,  et  diflférentions-la  tour  à  tour  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  à  z ,  on  trouvera  de  cette  ma- 
nière 

en  éliminant  x  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

D.j=:YD,7, 
et  par  conséquent 

D^F(7).D.r=YD^F(7).D,r, 
ou 

D,F(r)=YD.F(r). 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  pose  F(j^)  .=  Y",  n^ 
étant  un  nombre  entier ,  il  viendra 

D,Y«=YD,Y"; 

on  a  d'ailleurs 

D,[ Y-D.FC:^)]  =  D,F(r) .  D,Y»  +  Y-D^.  ¥{x) 

=  YD,F(r).D,Y«-f.Y»Di.F(r) 

=:D,F(7).D,Y''4-Y«Di,F(r) 

=  D,[Y»D,F(7)]  =  D,[Y»+'D,F(j)]: 

on  aura  donc  généralement 

D,[T"D,F(r)]  =  D.[T'+'D,F(r)], 

d'où ,  en  faisant  tour  à  tour  n  =.  i,«  =  2,72=3,  on 
conclura 

D,[YD,F(j)]  =  D,[Y'D.F(j^)], 
D,[Y»D.F(/)]=:  D,  [Y'D'r(j)] 
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Il  sera  facile  maintenant  de  déterminer  lesi  coefficients. 
D,F(o) ,  DîF(o)v..  il  suffira  pour  cela  de  diff&entier  plu- 
sieurs fois  de  suite ,  par  rapport  à  y,  Féquation 

D,F(7)  =  YD,F(j); 
on  trouvera  en  effet  de  cette  manière 

DiF(j^)  =  D,[YD,F(7)]  =  D,[Y*D,F(j)], 

DiF(j)  =  D.{D,[Y>D,F(j)]}=D,{D,[Y«D,F(r)]} 

=  DUY^D,F(j)]. 

En  différentiant  de  nouveau,  et  répétant  plusieurs  fois 
les  mêmes  trausform^tions.,  on  trouverait 

DiF{x)=Dl  [Y4D,F(7)],....  D;F(j)  =  Dr'[Y-D,F(r)]. 

En  faisant  maintensgit  dans  ces  diverses  équations  ;r  =  o, 
et  remarquant,  i**  que  pour  ar  =  o  on  a, y  =  z-^  2?  qu'au 
lieu  de  prendre  la  dérivée,  par  rapport  à  z^  d'une  fonction 
de  or  et  de  z ,  pour  y  donner  ensuite  à^  une  valeur  par-^ 
ticulière ,  on  peut  donner  d'abord  à  Jc  cette  valeur  et  dif- 
férentier  ensuite  ]  on  aura 

Y(o)  =/(r)co)  =/W,  F(o)  =  F(z),  D,F(o)  =  /(2)D.F(z) , 

DiF(o)  =  D,{[/(z)pD,F(2)}, 
DiF(o)=Di{[/W]^DJ(z)  }...n»F(o)=Dr  '  {[/W?DJ(z)}, 

F(r)  =  F(2)+x/(z)D,F(z)  +  ^D,{[/(3)3>D,F(^)} 


a?3 


I  .2.3 


1.2 

I>/{[/W?D,F(2)}+etc.; 


cette  série  que  Lagrange  a  donnée  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  de  1770,  comprend  comme  cas  particulier,  celles 
du  n**  89  que  l'on  en  déduirait  en  faisant  z=o  et  F(^)==y. 
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Sar  les  âérivées  d'nùe  du  de  plusieurs  variables  considérées  comme  dé- 
pendantes, prises  successivement  par  rapport  à  diverses  variables  con- 
sidérées comme  indépendantes.  —  Sur  remploi  de  la  différentiation 
pour  Félimination  des  constantes  et  des  fonctions  arbitraires. 


91 .  On  a  souvent  nesoin  de  coiiiparer  entre  elles  les 
dérivées  d^ùne  ou  de  plusieurs  variables  dépendantes, 
prises  successivement  par  rapport  à  diverses  variables 
considérées  comme  indépendantes  ^  or  cette  comparaison 
devient  très  facile  à  Faidë  dés  théorèmes  suivants. 

Théorème  i*''.  Les  dérivées  successives  d'une  même 
variole  dépendante  u,  prises  par  rapport  à  une  certaine 
variable  s,  conserveront  les  mêmes  valeurs  si  à  cette  va- 
riable on  en  substitue  ime  autre  f ,  liée  avec  elle  par  Té- 
quatipn  t=S'{-a,  ou  qui  n'en  difière  que  par  une  quan- 
tité constante. 

Démonstration.  De  l'équation  t  =  5  -|-  a ,  on  tire 


ds 
dt=ds,      j^  =  l. 


et  par  suite 


du duds du      d*u d^u  ds' d*u 

dt        ds  dt       ds*    dt*        ds*  dt       dt* 

Corollaire,  Si  les  dérivées  successives  de  deux  varia- 
bles Il  et  1^,  prises  par  rapport  à  luie  certaine  variable  s^ 
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sont  égales  entre  elles,  elles  le  seront  encore  quand  on 
prendra  ces  dérivées  par  rapport  à  deux  variables  f  et  r, 
qui  sont  liées  avec  s  par  les  équations  t=s+a ,  T=s+b, 
ou  qui  ne  diflferent  de  j  que  de  quantités  constantes  aet  b. 
92.  THÉoaiaix  a**.  ConceTonsque  deux  variables  x  et  j 
soient  liées  tour  à  tour  avec  une  troisième  variable  j, 
considérée  comme  variable  indépendante  9  par  les  équa- 
tions 

^  =  F(5),    r=/W;   *=F.W,    r=/r{s)y 

et  que  les  fonctions  F,  f^  F,,  yj,  soient  telles  que,  dans 
le  passage  des  unes  aux  autres,  les  variables  et  leurs  dé- 
rivées 

dx  d^x  d^x 

*^'      ds^  'dF 'dF' 

dy  d^y  d^y 

*^'      'di'  'dF 1^' 

jusqu'à  celles  de  Tordre  n  inclusivement ,  conservent  la 
même  valeur  pour  certaines  valeurs  de  x  et  dej^,  de 

sorte  que  les  dérivées  de  Tordre  «-+- 19     ,    .    ,     .  _j  ,  ou 

au  moins  Tune  d'elles,  ckangent  de  valeurs  quand  on 
passe  des  fonctions  F,  y,  aux  fonctions  Fi  ,^1  ^  si  l'on  con- 
sidère une  nouvelle  variable  r  liée  avec  a:  et  r  par  l'équa- 
tion r  =  /"(a:,  j),  les  n  premières  dérivées  de  cette  va- 
riable ,  prises  par  rapport  à  ^ ,  ou  les  quantités 

dr       d^r  d'^r 

Js'      d? d?' 

ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  des  fonctions 
F-,  y,  aux  fonctions  Fj,  yj. 

Démonstration,  Puisque  a:,  y,  sont  des  fonctions  de 
s ,  on  aura ,  en  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  Té- 
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quation  r=  F {x^  jr), 

dr        dFdx        dF  dy 

^^Êmm      T^^^*  ■  III       ^^^^^      iVMMB      ^Hw»  ^^^m^ 

ds        dx  ds        dy  ds^ 

d^r^  dFd^       dFd^y 

ds^        dx  ds^        dy  ds^ 

d'^Fdx^  d^F  dxdy        d^F  dy^ 

_i -.  -4-2 ^-4- ^— 

^^  dx^  ds^  dxdy  ds  ds         dy^    ds*  ' 

d^r       dFd^'x       dF  dy 

—  = =^— f-  etc. 

ds^       dx  ds^        dy  ds^ 

Or,  1°  les  quantités 

d  F{x ,  y)      dF{x,  y)      d*F{x,  y)      d*F(x,  y) 


dx  dy        *  dx*        '         dxdy 


•         Cl/Oa      a 


dépendent  imiquement  de  la  forme  de  la  fonction  F, 
mais  nullement  de  F,  y*,  Fj ,  /i;  2**  les  dérivées 

dx      dy      d*x      d^y  d^x      d^ 

ds'.ds'    'dF'    'dF'"'  ~d?'    IF' 

conservent,  par  hypothèse,   la  même  valeur  quand  on 
passe  des  premières  fonctions  aux  secondes.  Il  en  sera 

donc  encore  de  même  des  dérivées 

« 

dr      d*r  d^r 


ds'     ds*''    '     ds^' 


Ajoutons  que  la  dérivée      ^^ ,  donnée  par  l'équation 

rf«+xr       dFd'^-^^x   .   dFd'^^y  . 

— T-  = T — h  -ï .    .-  +  etc. , 

€/^+'        dx  ds^+^        dy   ds^+^ 

changera  ordinairement  de  valeur  avec       ^^^ ,       ^^^, 

quand  on  passera  des  premières  fonctions  aux  secondes  ^ 
néanmoins  le  contraire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains 
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cas,  par  exemple,  si  les  valeurs  particulières  de  x  et  Aej^ 
dont  il  est  question  dans  le  théorème,  réduisaient  à  o  les 

coefficients  — \      ' ,  — ^^  ^    '  des  dérivées    ,    .^,    ,    z^, 

ou  du  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur  change- 
rait. La  même  remarque  s'applique  aux  dérivées 

95.  Théorème  3*^.  Concevons  maintenant  que  Ton  veuille 
prendre ,  au  lieu  de  j,  r  =  jF  (ar ,  j^)  pour  variable  indé-» 
pendante ,  les  n  premières  dérivées 

ds       d*s  d^s         d^s 

d?'     Sr"*'  dr^"'d^' 

dx       dy        d^x  dy       d^y         d^y 

d?'      di^'"d^'  '3?'     di^'"di^' 

ne  changeront  pas  de  valeur^  quand  on  passera  des  fonc^ 
tions  F,  y  aux  fonctions  Fi,  yj. 

Démonstration.  Si  l'on  considère  s  comme  fonction  de 
r,  les  variables  x^y^  et  par  suite  F{x^  y)^  deviendront 
des  fonctions  de  fonctions  de  r,  et  en  difiTérentiant  plu- 
sieurs fois,  par  rapport  à  r,  l'équation  r=:  FÇx^y)^  on 

aura 

_dFds 

'  ~  dld?' 

dFd^s       d^Fds^ 
o=z 


ds  dr^^^  ds*  dr*^ 


^^dFd^s  d^Eds"" 

ds  dr^  *  '*        ds^  dr^  ' 

Or,  comme  nous  l'avons  prouvé,  les  n  premières  déri- 
vées 

dF(xyy)  _dr       d*F{x^y)  ^d^r  d^F  {x^ y) __^d'*r 

ds        "'^'  ds^        ^"dF^""  ds^  dp 
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conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,y  aux  fonctions  F, ,  y,  ^  il  en  sera  donc  aussi  de  même 
des  n  dérivées 

ils       d^s         d^s 

dr'     d?'''  dr^' 

liées  aux  premières  par  des  équations  du  premier  degré. 
Si  de  plus  on  a  égard  aux  équations 

dx       dx  ds       dy      dy  ds 

dr       ds  dr^     dr      ds  dr* 

• 

*x dx  d*s      d^x  ds^       d^y       dy  d^s      d^y  ds^ 

r^ ^Is 'dr^'^'dF dr^^     dr^  ^ Is  dr^'^'ds^  dr^' 

d^x      dx  d^s  d'^y      dy  d^s 

di^^di  H^  "^  ®*^*  '     li^^H  di^  ■•"  ^^'' 

on  en  conclura  que  puisque  les  n  premières  dérivées 

dx       dy                  d^x       d^y         ds        d^s  d^s 

ds''     dl' 'dp''      IF'       Jr'      ^' ^' 


d_ 
dr 


conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,  f  aux  fonctions  Fi,  ^i ,  il  en  sera  de  même  des  n  dé- 
dx.  dy         d^x     d^y 


rivées 


dr'dr''"dr'''  dr'^' 
Corollaire  i®'.  Sans  troubler  Fégalité  qui  existe  de  part 

1,  1  :*,  '    f      dx  dy  d^'x     d^'y  . 

et  d  autre  entre  les  n  dérivées  -r-,  -7-  •  •  •  -7-7-9  -r^  quand 

ds    ds  ds'*  '  ds'*    ^ 

on  remplace  les  fonctions  F,  f  par  les  fonctions  F, ,  y,, 
on  peut  donc  substituer  à  la  variable  s  la  variable  r  liée 
par  une  équation  finie  quelconque  avec  les  variables  x ,  y\ 
seulement,  après  cette  substitution,  on  ne  pourra  plus  affir- 
mer que  pour  les  valeurs  particulières  dont  il  est  question 
dans  le  premier  théorème,  Tune  au  moins  des  deux  déri- 

^^^^  T7+7'  .  nA.1  change  de  valeur  quand  on  passe  des 
premières  fonctions  aux  secondes. 

T.     I.  12 
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94>.  Rien  n'empêche,  dans  les  théorèmes  qui  précèdent, 
de  supposer  r  =  x,  alors  des  dérivées  -r-,  -; —  ....  - —  la 
première  se  réduit  à  Tunité ,  les  suivantes  à  o ,  taudis  que 
les  expre^ons  -^,  'tt>'"'T^'»  deviennent  les  dérivées 

y\  y'\ . . . j^^"^  de j^,  prises  par  rapport  à  x\  on  peut  dès  lor» 
énoncer  le  théorème  suivant. 

Théorème  iT^.  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  X  et  de  y^  les  n  premières  dérivées 

dx       dy  d'^x       d^y 


»  -»->•••  J.XL     >  J.«      > 


ds        ds^         ds""^      ds 


n 


de  deux  variables  x ,  y^  liées  tour  à  tour  avec  une  troi- 
sième variable  s  par  les  équatiops 

x  =  F(5),     y=f{s),     x  =  F.W,     y=zf,{s), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  liées  tour  à  tour  entre  elles 
par  les  deux  équations 

ipC^»  x)  =  o»    <Pi(^»  j)  =  o, 

conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  des  fonctions 
F,  f  aux  fonctions  F, ,  y*.,  ou  de  la  fonction  (p  à  la  fonc- 
tion ç, ,  il  en  sera  encore  de  même  des  n  premières  déri- 
vées y',  j^",.  . .  j^^"^  de  j^  prises  par  rapport  à  j:,  et  par 
conséquent  des  diflférentieUes  dy^  d^y^ . . .  d'^y.  Ajoutons 
que  dans  le  passage  de  F,  y^,  à  F, ,  y*,,  la  dérivée  ou  la  di- 
férentielle  de  l'ordre  /i-|-  i  et  les  suivantes,  prendront 
ordinairement  des  valeurs  nouvelles*,  néanmoins,  le  con- 
traire pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

95.  Si ,  en  considérant  toujours  r  comme  variable  in- 
dépendante, on  désigne  par  f ,  >/,  etc. ,  de  nouvelles  fonc- 
tions des  coordonnées  x^y^  on  aura 
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dt        dt  dx    ,   dt  dy 

—  4-       -^ 


dr       dx  dr        dy  dr^ 
dH         dt  d^x       dt  d*y       dH  dx* 


^/^*         dxdr*        dy dr*        dx*  dr* 


d*t    dxdv       d*t  dr* 
dxdy  dr  dr       dy*  dr* 


dH        dt  d^'x         dt  dl'y 

^r»        dxdr""    ^  dy  dr''  ^       '' 

,  .         dx      dy  d^x      d^y 

«t  comme  les  expressions  —,  — , . . .  -7-^,  — j ,  consep- 
vent  la  même  valeur  cpiand  on  passe  des  fonctions  F,  f 

aux  fonctions  F, ,  f^^  il  est  clair  qu'on  en  pourra  dire  au- 

,  1      r        .        ^ ,  .    ,     dt  d*t      d'^t 

tant,  non-seulement  des  loniCtions  dérivées  -r ,  t-i-.-  -r-  ^ 
'  dr^dr*^      dr""^ 

mais  encore  des  différentielles  dt^  d'^t,...  d"t.  On  arrive- 
rait à  des  conclusions  semblables  en  substituant  la  fonc- 
tion M  à  la  fonction  t.  On  pourra  même ,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit ,  échanger  entre  elles ,  de  toutes  les  maniè- 
res possibles,  les  fonctions  f,  m,  r,  et  énoncer  générale- 
ment le  théorènue  suivant. 

Théorème  5™*.  Si  pour  certaines  valeurs  de  :p  eX  dej^, 
les  n  premières  dérivées 

dx        d*x  d^x  dy       d*y  d'^y 

dJ'      d^'"'d^'         ^'      d^''"d^' 

des  variables  J? ,  y,  ne  changent  pas  de  valeur,  cpaud,  aux 
équations 

X  =  F(f),     y  =/(s)     ou     F  (xy  s)  =  o,    /{x,  s)  =  o, 

on  substitue  les  suivantes 

X  =  ¥j{s),     y  =/,W     ou     F,(jr,  s)  —  o,    /,{x,  s)  =  o, 

om  poiirra  en  diee  autant  des  n  premières  dérivées  ou  des 

12. . 
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/ï  premières  différentielles  d'une  fonction  quelconque  t 
des  variables  x,  j^,  prises  par  rapport  à  une  autre  fonc- 
tion arbitraire  u  de  ces  mêmes  variables. 

jSî  les  dérivées  de  l'ordre  n-4- 1,    ,    ,    ,    ,    ^,  ou  au 

moins  Tune  d'entre  elles ,  changeaient  de  valeur  dans  le 

passage  des  fonctions  F,  f^  aux  fonctions  F^ ,  y, ,  il  en 

d'*  "^'  t 
sera  en  général  de  même  de  la  dérivée      ^^,  ou  de  la 

différentielle  dj^'^^t  ;  le  contraire  pourrait  cependant  avoir 
lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

96.  On  arriverait  à  des  condusions  analogues  si ,  au  lieu 
de  deux  variables  x^  y^  on  en  considérait  trois  a:,  y^  z, 
et  Ton  démontrerait  facilement  le  théorème  suivant  : 

Théorème  6™®.  Si  pour  de  certaines  valeurs  de  x,  j^,  z , 
les  n  premières  dérivées 

dx      d*x  d^x  dy       d^y  d^y 

dz       d^z  d'*z 

ds'     ^'    *      ds^' 

des  variables  x^  j^  z^  ne  changent  pas  de  valeur,  quand, 
aux  équations 

x  =  Y{s),      x=f{s).       z  =  f(s), 
ou 

F(^,  s)  =   O,       '/(fy  s)  =   G,         î(z,  s)  =  o, 

on  substitue  les  suivantes 

X  =  F.(f),      X  =/iW,       z  =  f,(5), 
ou 

F^{x,  s)  =  O,      AiXys)  =  O,        f,(z,  s)  =1  o, 

on  pourra  en  dire  autant  des  n  premières  dérivées,  ou 
des  n  premières  différentielles  d'une  fonction  quelcon- 
que t  des  trois  variables  x^  y^  z ,  prises  par  rapport  i 
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upe  autre  fonction  arbitraire  u  de  ces  mêmes  variables. 

Jn+ij,     rf^+'y      d^'^^Z 

Si  lesi dérivées  de  l'ordre  n^  i,  ^^^^,  -^^,  ^^^^, 

ou  au  moin$  l'une  d'entre  elles,  changeaient  de  valeur 
dans  le  passage  des  fonctions  F,  f^  f ,  aux  fonctions  F, , 
yi,  f,,  il  en  sera  en   général  de  même  de  la  dérivée 

■    ^^^,  OU  de  la  différentielle  <iu"+*?,  quoique  le  contraire 

puisse  arriver  dans  certains  cas  particuliers. 

Rien  n'empêche,  dans  le  théorème  qui  précède,  de  faire 
u  =  2 ,  puis ,  tour  à  tour,  t  =  x^  t  =y  \  on  arriverait  de 
cette  manière  à  un  nouveau  théorème. 

Théorème  7"®.  Si  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  or,  j^,  z,  les  «  premières  dérivées 

dx  d'^x        dy  d^y       dz  d'^z 

des  variablçs  x^  y^  z ,  liées  tour  à  tour  avec  s  par  les 
équatio^s 

¥{x,s)  =  o,      f[yjs)  =  o,       î{z,s)  =  o, 
Fx(a?,  j)  =  o,      À{yys)  =  o,       f,(z,  s)  =  p, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  liées  tour  à  tour  entre  elles 
par  les  équations 

ne  changent  pas  de  valeurs,  quand,  aux  fonctions  F,  f^  f, 
on  substitue  les  fonctions  Fi,yi,  f,,  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  quand,  aux  fonctions  y  et  ;( ,  on  substitue  les  fonc- 
tions Q?i  et  ;(i  ^  on  pourra  en  dire  autant  des  n  premières 
dérivées 

dx        d^x  d"x  dy        d^y  d'y 

Tz'      ~d^'    "'d^'       Ih'      H^'^'l^' 

prises   par    rapport    à  -z,  considérée    comme   seule  va- 
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riable  indépendante.  Si  les  dérivées  .^,  etc.,  ou  du 
moius  Tune  d'entre  elles,  changeaient  de  valeurs,  il 
en  sera  en  général  de  même  des  dérivées        .  ^ ,      ^^^ , 

quoique  le  contraire  puisse  arriver  dans  certains  cas. 

97.  On  se  sert  souvent  de  la difierentiation  pour  éliminer 
d'une  équation  un  certain  nombre  de  constantes  •,  et  cette 
élimination  conduit  quelquefois  à  des  résultats  fort  im- 
portants ;  nous  entrerons  à  ce  sujet  dalis  quelques  détails. 
Remarquons  d'abord  que  Ton  trouverait  les  mêmes  équa- 
tions différentielles  si,  au  lieu  de  l'équation  F  (a:,  j')  =  o, 
on  avait  F(a:^j^)  =  c,  c  étant  une  constante,  parce  que 
la  constante  disparait  à  la  première  différentiation  pour 
ne  plus  reparaître  jamais.  De  ces  équations  différentielles 
identiques    on  tirerait  les  mêmes  valeurs  des  dérivées 

-~,  -T-^')  etc.  (^uoiquune  équation  ne  se  présente  pas 

sous  la  forme  F(a:,  j^)  =  c,  il  arrive  souvent  qu'utie  ou 
plusieurs  différentiations  font  disparaître  des  constantes. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

en  la  differentiant  deux  fois  de  suite  on  aura 

■ 

et  les  deux  constantes  r  et  a  auront  disparu.  Une  troi- 
sième différentiation  donnerait 


dx^  dx  dx^ 
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De  ces  équations  réunies ,  on  tirera 

dy       X — a       d*y  [x — aY-\-[b — xY  __^        ''* 

di'^T^'    ^""         W—yf        ""(ft— /)3' 

d^y dx   dx^   Zf^{x  —  g) 

^~     h— y    ~  [^—yf  * 

et  en  éliminant  j^ — h  entre  les  deux  dernières, 

V^'"^V  da^  dx  \dx^)  "" 

Or  cette  dernière  équation  ne  contient  aucune  des  cons- 
tantes a ,  5 ,  r. 

On  pourrait  aussi ,  au  moyen  de  ces  diverses  équa- 
tions, exprimer  les  trois  constantes  a,  i,  r,  en  fonction 

de  a:,  de  j*  et  des  deux  dérivées  -^  =  J"'?  ;7T=jr''*5  ^^ 

CLX  CIX 

trouvera  en  effet 

On  conclura  de  ce  qui  précède,  que  de  Téquation 

{y  —  by-\'{x  —  aY=r\ 

qui  contient  trois  constantes  arbitraires,  on  pourra  dé- 
duire, i**une  équation  différentielle  du  troisième  ordre 
qui  n'en  contient  aucune  \  tP  trois  équations  du  second 
ordre  qui  en  contiennent  chacune  une  ;  3^  trois  équations 
du  premier  ordre ,  dans  chacune  desquelles  il  y  aurait 
deux  constantes  arbitraires. 

98.  En  général,  si  l'on  a  une  équation  entre  x^  y  et 
n  constantes  arbitraires ,  et  qu'on  la  dîfférentie  un  nombre 
m  de  fois ,  on  aura  zn  +  i  équations  entre  lesquelles  on 
pourra  éliminer  m  constantes,  ce  qui  donnera  une  équa- 
tion différentielle  de  l'ordre  m ,  où  il  ne  restera  qu'un 
nombre  n — m  de  constantes^  et  comme  on  peut  choisir 
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à  volonté  les  m  constantes  qu'on  élimine ,  il  est  évident 
qu'on  pourra  former  autant  d'équations  de  Tordre  m , 
renfermant  n  —  m  constantes,  que  l'on  peut  faire  de 
combinaisons  m  k  m  avec  n  quantités ,  c'est-à-dire 


/i  (/i  —  i)  (/i  —  2). . .  (/?  —  m  -|-  i) 
I .2. 3 . • •  m 

Lorsqu'on  différentie  n  fois ,  on  a  /i  H- 1  équations  entre 
lesquelles  on  peut  éliminer  les  n  constantes  de  l'équation 
d'où  l'on  est  parti  :  on  a  ainsi  une  équation  de  l'ordre  n 
où  il  n'en  reste  aucune,  et  qui  est  commune  à  toutes  les 
équations  que  l'on  peut  déduire  de  la  proposée,  en  attri- 
buant successivement  aux  constantes  qu'elle  contient 
toutes  les  valeurs  possibles.  Il  est  important  de  remar- 
quer que  si ,  après  avoir  calculé,  comme  nous  l'avons  dit 
tout-à-l'heuTe ,  une  équation  différentielle  de  l'ordre  m 
qui  ne  contienne  qu'un  nombre  n — m  de  constantes,  on 
différentiait  de  nouveau  cette  équation  n—f-m  fois,  ce  qui 
donnerait,  en  la  réunissant  aux  équation^  résultant  de 
cette  opération,  un  nombre  n  —  m  -f-  i  d'éq^u^tions,  et 
qu'on  éliminât  entre  elles  les  n — m  constantes  restantes, 
on  retomberait  toujours  sur  la  même  équation  différen- 
tielle de  l'ordre  n  cpii  n'en  contient  aucune. 

99.  D  est  inutile  de  nous  arrêter  à  la  possibilité  de 
l'élimination  d'un  certain  nombre  de  constantes  par  la 
différentiation  successive  d'une  ou  de  plusieurs  équations 
à  plusieurs  variables  indépendantes.  Passons  à  l'élimina- 
tion des  fonctions  arbitraires.  Considérons  d'abord  l'é- 
quation M  =  (p  (y) ,  dans  laquelle  m  et  p»  sont  des  fonctions 
àe  x^  y^  z^  el  (f(y)  une  fonction  tout-à-fait  arbitraire 
de  P».  En  donnant  tour  à  tour  à  cette  fonction  différentes 
formes,  on  obtiendra  diverses  équations,  qui  offriront 
toutes  un  caractère  commmi,  en  ce  sens  qu'on  peut,  en 
éliminant  la  fonction  ç,  arriver  à  une  équation  qui  soit 


il  viendra 


du 
dx 
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commiine  à  toutes  ceUes  que  peut  représenter  Técpiation 
a=ç(i^).  ïji  elBFet,  dijQférentions  cette  équation  en  re- 
gardant tour  à  tour  x  et  z  ou  j^  et  z  comme  seules  va- 
riables, et  posons,  pour  abréger, 

dz  dz 

du         , ,  .  fdv  dv\ 

du    ,       du         - ,  .  fdv    .       €^\ 

En  divisant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre ,  et  posant 

dudç        dudç         dudv       dudv  ^^dudv      dudv 

^^  dydz        dzdjr^  dzdx      dxdz^  dxdjr      djrdx' 

on  trouvera  l'équation  aux  difTérenti elles  partielles  du 

premier  ordre 

P/>  -h  Q^  =  R. 

100.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  deux  équations 
de  la  forme 

dans  laquelle  c  est  une  fonction  implicite  de  J?,  j",  z^  et 
y  (c),  Y  W'  ®^*  9  ^®^  fonctions  arbitraires  de  cette  quan- 
tité ;  voyons  dans  quels  cas ,  par  des  différentiations  suc- 
cessives ,  on  pourra  éliminer  la  quantité  c  et  les  fonctions 
arbitraires.  Pour  y  parvenir ,  il-  faudra  considérer  -^  et  c 
comme  des  fonctions  des  variables  indépendantes  x ,  y, 
puis  éliminer  les  quantités 

de      de      d*c        d^c        d*c 
^'    dx^    fi^'     dj^'    dxdx^    d/^^" 

entre  les  équations  données  et  celles  qu'on  en  déduit  par 
des  difierentiations  successives  relatives,  soit  à  la  variable 

• 

X  j  soit  à  la  variable  y.  Supposons ,  pour  fixer  les  idées , 
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que  Ton  désigne  par  m  le  nombre  des  fonctions  arki«- 
traires  y  (c) ,  X  W  ?  ^  (^)  •  •  •  9  et  par  n  un  nombre  entier 
quelconque  \  si ,  parmi  les  différentielles  de  c  et  le»  dëri*- 
vées  des  fonctions  arbitraires  y(c),  x(^)'*r«  011  nëgKge 
celles  dont  l'ordre  est  supérieur  k  n^\e  nombre  des  termes 
de  la  série 

de        de  d^c  d^c  d^c 

^'     H'      d^'"    dx^'      dxdx"'^'''    d^' 

^era  égal  à  ^ ^^  ^ ,   tandis  que   le  •  nombre    des 

quantités 

sera  égal  à  (n  +  i)m.  D^aùtre  part,  si  Ton  joint  aux 
équations  données  leurs  dérivées  d'un  ordre  inférieur  ou 
égal  à  /ï,  on  obtiendra  en  tout  (n+i)(n+2,)  équations, 
et  Ton  pourra  entre  ces  dernières  éliminer  la  quantité  c, 
ainsi  que  les  fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  jusqu'à 
celles  de  l'ordre  n ,  pourvu  que  l'on  ait 

(«  +  •)  (^  +  a)>^"  +  '^^"~'~''^  +  ("+iKo«--fi>/>»î 

or  cette  condition  sera  remplie  si  l'on  prend  n=^^Tn — i, 
et  alors  l'élimination  produira  m  équations  aux  diflFéren- 
tielles  partielles,  auxquelles  satisferont  toutes  les  équations 
que  l'on  peut  déduire  des  équations  proposées. 

Lorsque  les  équations  proposées  renferment  une  seule 
fonction  arbitraire  ^  (c) ,  et  se  réduisent  à 

f[x,  y,  z,c,  <p  (c)]  r=  o ,      F  [x,  j,  Zy  c,  <p  (c)]  =  o, 

en  joignant  à  chacune  de  ces  deux  équations  les  deux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre ,  on  obtient  en  tout  six 
équations  entre  les  quantités 

dz  di  de       de         /  \        //  \ 

•"'•':'"' ''=^"  'i^'Ty'  '■'   rfx'    ^'  ^("^'  ^^"^' 
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et  rélimination  des  cinq  dernières  de  ces  quantités  ei|;itre 
les  six  équations  dont  il  s'agit,  produit^comme  on  devait 
s'y  attendre,  une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  entre  les  variables  indépendantes  x^y 
et  la  variable  dépendante  z. 

Lorsque  les  équations  proposées  renferment  deux  fonc- 
tions arbitraires  y  (cî),  x  W?  ^^  se  rédtdsent  à 

f{^>  JTj  ^y^y  ^  W>  a;  W]  =  O,    F  [x,  jr,  z,  c,  (p{c),  x  {c)]  =  o , 

en  joignant  à  chacune  de  ces  équations  ses  dérivées  par- 
tielles du  premier  et  du  second  ordre,  on  n'obtient  en 
tout  que  douze  équations  entre  lesquelles  il  n'est  pas  pos- 
sible d'éliminer ,  du  moins  en  général,  les  douze  quantités 

de      de      d*c      d^c        d^c 
^*  dx^    ^'    dx*^   dxdy^    4y^* 

Ç(e),   ç'(e),   <p'\e),   ^{e),    ;,'(c),    ;,'^(c); 

mais  en  s'élevant  jusqu'aux  équations  du  3™®  ordre ,  on 
-obtiendra  en  tout  vingt  équations,  entre  lesquelles  on 
pourra  éliminef  ces  douze  quantités  avec  les  suivantes  : 

4^c        d^e  d^c        dh        „  ,„.  . 

da^'    dx-dy'    ^^'    5p'   ^    ^''^'   ^   ^""^^ 

et  rélimination  produira  deux  équations  aux  différen- 
tielles partielles  du  3**®  ordre,  entre  les  variables  indé- 
pendantes Xyj^  et  la  variable  dépendante  z. 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  certain  cas,  l'ordre 
des  équations  aux  différentielles  partielles  produites  par 
l'élimination  dont  nous  venons  de  parler ,  peut  s'abaisser 
considérablement.  Supposons ,  par  exemple ,  que  les  équa- 
tions données  renferment  trois  fonctions  arbitraires  ^(c), 
X(c),  ^(c)\  comme  on  aura  dans  cette 'hypothèse  m=3, 
im — 1  =  5,  il  faudra  généralement,  pour  effectuer  l'éli- 
mination, s'élever  jusqu'aux  dérivées  du  5"*^  ordre,  et 
cette  élimination  produira  trois  équations  aux  différeii- 
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tielles  partieUes  du  5"**  ordre,  entre  x^  y  et  ^.  Mais  si 
l'on  établit  entre^les  fonctions  y(c),  x  W»  ^C^)?  ^^^  ^^^ 
lations  jt(c)  =  (^ (c),  ^J/ (c)  =  ^"(c),  c'est-à-dire  si  les 
équations  proposées  se  réduisent  à 

/[x,^,z,c,^(c),9'(c),^''(c)]==:o,F[ar,7,z,c,^(c),^'(c),^'^^^^ 

alors,  en  joignant  à  ces  formules  leurs  dérivées  du  pre- 
mier et  du  second  ordre ,  on  obtiendra  en  tout  douze 
équations ,  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  onze 

quantités , 

de      de       d*c   '    d^c        d*c 

^'    dx'    dy'    d^^'     dxdx'    ^' 

^W,  ^'W,  ^"W,  ^"W>  r^^ic). 

et  l'élimination  produira  une  seule  équation  aux  diffé- 
rentielles partielles  du  second  ordre ,  entre  les  variables 

Nota,  Les  deux  équations 

équivalent  évidemment  à  une  équation  imique 

De  cette  remarque,  joint  à  ce  qui  précède,  on  conclut, 
I®  qu'il  ne  suffit  pas,  en  général,  de  recourir  aux  diffé- 
rentielles du  second  ordre  pour  éliminer  d'une  équation 
donnée  deux  fonctions  arbitraires  ^{pc^j^  z),  x{x^y^  z)\, 
oP  qu'en  recourant  aux  différentielles  du  second  ordre  on 
pourra  toujours  éliminer  de  l'équation 

la  fonction  arbitraire  (f  et  ses  dérivées  (p',  (f", 

FIN  DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE. 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


SECONDE  PARTIE. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES,  OU  RECHERCHES  DES  PROPRIÉTÉS 
DES  COURBES  PLANES  ,  DES  COURBES  \  DOUBLE  COURBURE  ET 
DES  SURFACES. 


VINGTIEME  LEÇON. 

De  fa  tangente  et  de  la  normale  à  une  courbe  plane  et  située  dans  un  plan 
pria  pour  plan  unique  des  ooordonnéei.— Longueurs  appelées  Tangente, 
Normale 9  Sous-tangente,  et  Sous-normale. 


101 .  Définition,  La  tangente  à  une  courbe  en  un  point 
donné  (x^y)  est  une  sécante  dont  deux  au  moins  des 
points  d'intersection  sont  réunis  en  un  seul. 

Pour  déterminer  la  tangente  à  la  courbe  au  point  x,y, 
menons  par  ce  point  un  demi-axe  parallèle  à  Taxe  des  x  et 
dirigé  dans  le  sens  des  x  positifs,  et  concevons  qu'un  rayon 
vecteur  mobile  appliqué  d'abord  sur  ce  demi-axe ,  tourne 
de  droite  à  gaucbe  autour  du  point  x,  jr^  et  vienne  coïn- 
cider avec  la  corde  ou  sécante  menée  du  point  x^  y,  au 
point  X  -f-  Ax ,  y  -f-  Ay  ^  si  l'on  nomme  t  l'angle  qu'aura 

décrit  le  rayon  vecteur  ;  on  aura  tang  «  =  —  ;  et  en  ap- 

pelant  ^ ,  » ,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 

% 
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la  sécante ,  son  équation  serait 

^x^  ^      % —  X      àx 

Concevons  à  présent  que  le  point  (x+£kx^y  -+-  Ay) 
vienne  à  se  rapprocher  indéfiniment  du  point  (x ,  y),  la 
sécante  qui  joint  ces  deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à 
se  confondre  avec  une  certaine  droite  que  Ton  nomme 
tangente  à  la  courbe ,  et  qui  touche  la  courbe  au  point 
{pc^y).  Pour  déterminer  la  direction  de  cette  tangente,  il 
suffit  de  chercher  la  limite  vers  laqueUe  converge  Tangle 
t  quand  les  différences  Ar ,  ù^y  deviennent  infiniment 
petites.  Or ,  en  appelant  t  cet  angle ,  on  aura 

r      AT      ^r         / 

On  tire  de  cette  équation 

dx  \  _,  I  ,  dx 

COtT=:-^-7-=-4--7,COST=lt: — .  =I± 


dr         y  V^i+j'»  Vdx^-^dy''' 


sinr 


4- ri »-       ^y 


l/i^j'a  X/dx-'  +  dy^ 


et  en  appelant  Ç ,  >3 ,  les  coordonnées  d'un  point  quelcon- 
que de  la  tangente ,  son  équation  sera 

^~-^~"^^^~^^'         dy      -^"dbT' 

102.  Si  parle  point  {x ,  y)  on  mène  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  tangente ,  elle  fera  avec  l'axe  des  x  un  an- 
gle V  déterminé,  par  l'équation 


tangy  =  — 


I  I  dx 


taagr  y'  dy^ 

et  les  coordonnées  | ,  >7 ,  d'un  point  quelconque  Aê  txlVt 
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perpendiculaire  que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  nor^ 
maie,  yérifieront  Téquation 

103.  Supposons  que  Tëquation  de  la  courbe  dont  il  s^a- 
git  soit  u  =  F(x,y)  =  o.  En  difTérentiant ,  on  a 

dF  d¥ 

_da:+-djr=.o, 

et  en  substituant  dans  cette  dernière  équation,  à  la  place 
de  dxj  dy^  les  quantités  proportionnelles  \  — x ,  y?  — y ,  ou 
—  (>î — y\  X  —  x^  on  trouve  pour  Téquation  de  la  tan- 
gente 

(*-*^^  +  ('--^);^  =  ^' 

et  pour  Téquation  de  la  normale , 

dY  .  d¥ 

(«-^)^-('--^)^  =  *»- 

Ainsi ,  pour  obtenir  Téquation  de  la  tangente ,  il  suffit  de 
remplacer  dans  l'équation  différentielle  de  la  courbe  les 
différentielles  dx^  dy  par  les  différences  Ç  —  x^  m  — y^ 
au  contraire ,  pour  obtenir  l'équation  de  la  normale ,  on 
devra  remplacer  dy  par  Ç  —  x,  et  dx  par  —  (yj  — y), 

104.  Scolie  1®'.  Les  équations  de  la  tangente  et  de  la 
normale  ne  changeraient  pas  si,  à  l'équation  F  (x ,  y) = o, 
on  substituait  l'équation  F  (x ,  y)  =  c ,  ou  m  =  c. 

Scolie  2®.  En  ^regardant  dans  les  équations 

dY  dF 

I,  n  comme  des  quantités  constantes,   chacune  de  ces 
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deux  équations,  combinée  avec  l'équation  F  (jt,^)  ±=  o, 
donnerait  les  coordonnées  a:  et  ^  des  points  où  les  tan-^ 
gentes  et  les  normales  menées  par  le  point  Ç ,  m  rencon- 
trent les  différentes  courbes  représentées  par  Téquation 
¥{pc\y)  =  c;  et  puisque  ces  deux  équations  sont  indé- 
pendantes de  la  quantité  c ,  qui  seule  varie  d'une  courbe 
à  l'autre ,  elles  représenteront  évidemment  les  lieux  géo-^ 
métriques  des  points  où  les  courbes  qu'on  déduit  de  l'é- 
quation F(a:,y)=  c,  en  faisant  varier  la  constante  c, 
sont  rencontrées  par  celles  de  leurs  normales  ou  de  leurs 
tangentes  qui  passent  par  le  point  ^ ,  19  ;  de  sorte  que  pour 
mener  par  le  point  | ,  n  des  tangentes  ou  des  normales  à 
ces  courbes ,  il  suffira  de  construire  les  deux  lignes 

elles  rencontreront  les  courbes  F  (a: ,  j^)  =  c  en  certains 
points  que  l'on  joindra  au  point  | ,  yj ,  et  l'on  aura  les  tan* 
gentes  et  les  normales  cherchées. 

105.  applications.  Si  l'équation  F(a: ,  y)  =  c  se  réduit 
àM-f-P'-|-iV  +  ..-  =^5  M5  ^',  w...  étant  des  fonctions 
entières  et  homogènes ,  la  première  du  degré  m ,  la  se- 
conde du  degré  m  —  i ,  la  troisième  du  degré  m  —  2,  on 
aura 

et  l'équation  de  la  tangente  deviendra 

/  »  ..fdu      dv       dw     \    .         ■        .fdu       dv       dw     \ 
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Mais,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes,  on 


aura 


du  du  dv  dv 

Téquation  de  la  tangente  se  réduira  donc ,  en  ayant  égard 
à  réquation  M-|-^'  +  tv+...=  c,à 


< 


du     tlu    ,  d^\   .      (  du  .  dQ   ^  dw     \ 


Cette  équation  représente,  quand  on  y  regarde  a:,  j%  comme 
seuls  constants,  ^,  yj,  comme  seuls  variables,  la  tan- 
gente à  la  courbe  menée  par  le  point  (j^,  J'),  et  quand  on 
y  regarde  |,  n  comme  constants,  a:,  y  comme  varia- 
bles ,  une  courbe  du  degré  m  —  i  qui  renferme  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  les  tangentes  qui  concou- 
rent au  point  ( Ç ,  y}).  Si  J^  =  o ,  iv  =  o , on  a 

du   ^      du 

106.  i*""  Exemple.  Considérons  le  cercle  x*  -f-j^*  =:R*. 

Ici  m  =  2 ,     tt  ==  :f*  -h  J^* ,     c  ==  R* , 

l'équation  de  la  tangente  est  ^x  +  my  =  K*,  On  y  par- 
viendrait encore  en  remplaçant  dans  l'équation  différen- 
tielle xdx  +jdy  =  o^  dx  et  dy  par  f  —  x  et  y)  — y  : 
ce  qui  donne 

(f  —  x)x'\-{ii  ^  f)x  =  o  on  (x  +  nx  =  x^  +x  *  =  R*- 

L'équation  de  la  normale  est 

(I  — jp)^  —  (v  —  r)'^  =  o  ou  fjr  — 9^  =  0,  -  =  -, 

a:       y 

équation  de  la  droite  ou  du  rayon  qui  va  du  centre  au 
point  (o?,/).  L'équation 

(I  — j:)jr-|-(v  —  r)/  =  0, 

T.  I.  i3 
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cfui  peut  se  mettre  sous  Tune  des  formes 

;^-i)'  +  (r-^J  =  ^.     f-  +  »/  =  K% 

et  qui  représente  la  tangente  quand  x  et j^  sont  constants, 
Ç ,  yj  variables,  représente,  quand  f  et  yj  sont  au  contraire 
déterminés ,  sous  la  première  forme  tin  cercle  qui  a  pour 
centre  le  milieu  de  la  droite  qui  va  de  l'origine  au 
point  (^,  y?),  et  pour  rayon  la  moitié  de  h.  distance  de 
l'origine  à  ce  même  point  ^  sous  la  deuxième  une  certaine 
droite.  Sur  ce  cercle  et  cette  droite  se  trouvent  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  au  cercle  par  le  point 
(g,  y?)  ,  et  comme  le  cercle  est  indépendant  du  rayon  R,  il 
est  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  où  les  tangentes 
menées  du  point  ($»>})  aux  divers  cercles  que  l'on  obtient 
en  faisant  varier  R  dans  l'équation  x'  +  j^'  =  R',  ren- 
contrent ces  cercles.  Il  en  est  de  même  par  rapport  aux 

normales  de  la  liene  -  =  -. 

^     r 

a™*   Exemple,  Considérons  l'ellipse  ou  l'hyperbole 
représentée  par  l'équation  Ao:'  4^  ^Bxy  +Çy'  =K. 

l'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

on  trouver^  donc  pour  les  équations  de  la  tangente  et  de 
la  normale ,  en  suivant  l'une  des  méthodes  ci-dessus  in- 
diquées , 

(f  —  ar) (Ax  +  Br)  +  (i,  —  j)  (Cr  +  B^)  =  o, 
(f  _a;)(Cr  +Ba:)  — (,— j)(Aar  +  B7)  =  o,     ' 

ou,  pour  l'équation  de  la  tangente  , 
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Si  l'équation  de  Ja  courbe  était 

Téquation  de  la  tangente  deviendrait 

f  5±^fa="»  ou(f-^x)J,±(9— r)^  =  o,  etc. 

3™®  Exemple.  La  parabole  j^*  =  2ys;a:.  L'équation  de  la 
tangente  est 

(f — X)X — P(^ — ^)  =  o  ou  tjx  —  p(=px'y 
celle  de  la  normale 

jr(?  —  x)+p{tj  —  r)  =  o,  etc. 

4"*  Exemple,  La  logarithmique 

les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 
x\a(ti — x)  —  (?  —  x)  =  Oy  x\a{^ — a:)H-.(if — j)  =  o. 
5™®  Exemple.  La  spirale  logarithmique 

•^  =   tang  l  ^-^~  ,      arc  tang"^  =  1  Vx^  +  j»  —  IR; 

JT  IV  ûlT 

en  difTérentiânt,  on  a 

xdy  ^ydx  =:  xdx  -\~ydy ,      dx{x  ^  y^  -\-  dy  [y  '^^  x)  -zzl  o\ 

et  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 

(f  —  x){x-+'  y)  +(j?  —  y)  (r  — •^)  =o> 
(f  —  a:)(j  — a:)  — (  ,_  j)  (ar  +  j)  =  o. 

Lorsqu'on  y  regarde  \ ,  y?  comme  constants,  x^y  comme 
seuls  variables ,  ces  dernières  équations  représentent  deux 
cercles  qui  coupent  la  spirale  logarithmique  aux  points 

i3. . 
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OÙ  elle  est  rencontrée  par  cèiliss  des  tangentes  qiiî  con- 
courent au  point  (|,  m). 

107.  Si  les  axes  des  coordonnées  cessaient  d'être  rec- 
tangulaires et  faisaient  entre  eux  Tangle  co ,  le  rapport  — 


sinr 


exprimerait  non  plus  tangr,  mais  -;— *^  Téquation 

de  la  tangente  serait  toujours 

et  Téquation  de  la  normale  deviendrait 

dy 

108.  Considérons  une  courbe  quelconque  AB  (fig- 1)  au 
point  M  de  cette  courbe,  menons  à  la  tangente  la  normale 
MN  -,  les  parties  MT  et  MN  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
male comprises  entre  le  point  de  tangence  et  Taxe  des  x 
sont  ce  qu'on  appelle  la  tangente  et  la  normale ^  nous  les 
désignerons  par  les  lettres  T  et  N  ^  on  appelle  sous-tan-- 
gente  et  sous-nomialej  et  nous  désignerons  par  les  nota- 
tions St  5  S„ ,  les  distances  comptées  sur  l'axe  des  x  entre 
le  pied  de  l'ordonnée  et  les  points  où  cet  axe  est  ren- 
contré par  la  tangente  et  la  normale  à  la  courbe.  Ces 
quatre  lignes  sont  faciles  à  calculer. 

En  effet,  en  désignant  par  $i,  $a  les  abscisses  des  points 
où  la  tangente  et  la  normale  rencontrent  l'axe  des  x^  les 
longueurs  S^,  S„  sont  égales,  au  signe  près,  aux  différen- 
ces Ç,  —  ^  9  ?t  —  ^9  v[L2l\s  en  faisant  n  =o  dans  l'équa- 
tion de  la  tangente  et  de  la  normale,  on  a 
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donc 

et  par  suite 

T=|/MP»+TP>  =  yjx-  +  ^^  =±:^yT+y-, 

on  a  donc 

On  parvient  encore  plus  simplement  à  ces  valeurs  en  re- 
marquant que  si  T  et  V  sont  les  angles  que  la  tangente  et  la 
normale  font  avec  les  axes,  les  triangles  rectangles  MTP, 
MNP  donnent 

tangT  y'  smr  y' 

^^tang»  "^  ^  siiiF  j  ^      -r  j 

Ces  équations  donnent  S^  .  S„  =j^'  ^  l'ordonnée  y  est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-tangente  et  la  sous- 
normale. 
Exemples  : 


i<».  Cercle  ;a:*H-^*=r%     S,  =  ±: 


X 


S„=±:ar,     N  =  R,     T  =  ±:-  (R«  — x«)-^; 

X  ^  ' 

* 

a®.  Ellipse  ou  hyperbole  :       —  db  7—  =:dl  i  , 

a*       0* 
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le  rapport  de  la  sous-normale  à  l'abscisse- est  constant,  1» 
sous-tangente  est  indépendante  du  demi-axe  b  ; 

3°.  Parabole  :    j*  =  npx ,     S/  =  2x,     S»  =  /? , 

la  sou&-normaIe  est  constante  et  la  dous-tangente  double 
de  Tabscisse  ; 

4**.  La  logarithmique      x  =z  hjr  =:  —  1^ , 

8,=  g,      8»=!*»**»,   N  =  l«e^-V/(IJ-|-^, 


=  ^(É 


î-  1  +  e-^^'; 


la  sous-tangente  est  constante. 

109. 5^.  Cjcloïde.  Concevons  que  le  cercle  ADE(^g.  2)^ 
tangent  à  la  ligne  AX  au  point  A,  roule  sur  cette  ligne 
AX ,  le  point  de  la  circonférence  qui  coïncidait  au  premier 
instant  avec  le  point  A,  décrira  une  courbe  que  l'on  nomme 
cycloïde.  Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  lignes 
AX,  AY;  pendant  que  le  cercle  roulera  sur  l'axe  des  or,  le 
centre  se  mouvra  parallèlement  au  même  axe ,  et  le  rayon 
CA  tournera  autour  du  centre  en  décrivant  un  angle  qui 
croîtra  sans  cesse  ;  désignons  par  (ù  cet  angle  MON ,  par 
AN  =  a ,  ON= J  les  coordonnées  du  centre  O,  par  AP=x, 
PM  z=jr  les  coordonnées  de  l'extrémité  du  rayon  ou  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe ,  l'arc  MN  =  Ro)  sera  évi- 
demment égal  à  la  ligne  AN  =  a,  puisque  tous  les  points 
de  l'arc.MN  se  sont  tour  à  tour  appliqués  sur  AN  ;  on  a 
donc     a  =  Rco ,  A  =  R , 

X  =  AP  zzi  AN  — PN  =  AN  — MQ=R«  — Rsin*», 
j  =  MF  =  ON  —  QN  =  R  —  R  cos»; 
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on  aura  donc ,  en  admettant  que  la  notation  arc  cos  dé- 
signe  toujours  un  arc  compris  etitre  les  lîmif  es — -,  H — , 


R— 


^=:R(» — sin*),     j^  =  R(i — cos*)^     cosiriE  — ç-*^  , 
M  2s  arc  cos     *±  ^'  ±  «ît^     sî»<r  =dz  -  V^aR/  — /*• 


Dans  cette  seconde  formule  on  doit  prendre  le  signe 
ou  le  signe — ,  suivant  que  Tangle  &)  est  de  la  forme  ^m:+0 
ott  de  la  fcmïie  (2/1 -f*  i)  ;?  +  &,?  ëlaut  plus  pcth  que  7t, 
de  sorte  cpte  Ton  peut  éetite 

rfn  «^  =  g^  cos/ttr.V/a:ft  J  —  /  S 

:r  =  R  (  arc  cos  — :g-^  rfl  nirj — cosw^-.k  aRj  —  ^*. 

On  reconnaîtra  sans  peine ,  à  l'aide  de  ces  équations ,  que 
la cycloïde est  composée  d'une  infinité  de  branches,  toutes 
pareilles  les  unes  aux  autres ,  dont  les  points  extrêmes  si- 
tués sur  l'axe  des  x  répondent  aux  abscisses 

et  dont  chacune  est  divisée  en  deux  parties  symétriques 
par  une  ordonnée  correspondante  aux  abscisses 

X  z=  flrR,      07  =  ±  3flrR, ...      x  =  dz  (2/2  —  i)5rR,  etc. 

De  plus ,  en  différentiant  les  équations 

j:=:  R(»  — sin<w)     et     r  =  R  (»  — 'COS»), 

on  trouve 

f/o:  =  R  (  I  —cos  »)fla  z=r  fda ,     dy  =  R  sin  «  da, 
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d'où 

,  _.^r  ^  Rainât  _^  j/aR^— j»  _ 
dx  y  y 

et  Ton  aura  par  suite , 


=±^--1, 


'=-^V;r^'  Sn=V/2Rr— r>=  »/r(2R— r), 


=  V.-R^'^=»^- 


•^    V  aR 

On  conclut  facilement  de  ces  valeurs,  que  si  dans  le  cercle 
générateur  de  la  cycloïde,  on  trace  un  diamètre  parallèle 
à  l'axe  des ^5  les  directions  de  la  normale  et  de  la  tan- 
gente à  cette  courbe  au  point  M  (x ,  j^)  seront  données 
par  les  droites  menées  de  ce  point  aux  deux  extrémités 
de  ce  diamètre ,  de  sorte  que  la  longueur  appelée  normale 
sera  précisément  la  corde  MN  qui  dans  le  cercle  géné- 
rateur sous-tend  l'angle  c»). 
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Asymptotes  des  courbes  planes.  —  Propriétés  diverses  des  courbes  planes 
déduites  de  leurs  équations.  —  Points  singuliers. 


110.  On  appqlle  asymptote  d'une  courbe  plane,  une 
droite  de  laquelle  cette  courbe  s'approche  indéfiniment 
sans  pouvoir  jamais  la  rencontrer.  Il  est  facile  de  trouver 
les  asymptotes  d'une  courbe  représentée  par  une  équa- 
tion quelconque  y  =F(a:)  ou  f{x^y)=:o.  En  effet, 
considérons  d'abord  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe 
des  y,  et  soit  y=z  ax  +  &  l'équation  de  l'une  d'entre 
elles.  L'ordonnée  correspondante  de  la  courbe  devant  se 
réduire  sensiblement  pour  de  très  grandes  valeurs  nu- 
mériques de  a: ,  à  l'ordonnée  de  l'asymptote ,  elle  se  pré- 
sentera sous  la  forme  y  =  ax  -f-  6  ±  e ,  s  étant  une 
quantité  qui  s'évanouira  pour  a:  =  ±  oo  .  Cela  posé , 
l'équation  qui  précède  donne 


*=-^ qp-, 

X  X^    X 


d'où ,  en  faisant  a:  =  ±  oo  ,  et  remarquant  que  si  6  était 
infini ,  l'asymptote  située  à  une  distance  infinie  dispa- 
raîtrait tout  entière ,  on  aura 


lim.  -. 


X 


Donc,  pour  déterminer  la  constante  «,  il  suffira  de  poser 
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^\/ÏR^^ 


^^s/t- 


=  l/r(2R— r. 

On  cou  dut  facilement  de  ces  valeurs,  que  si  dans  le  i 
générateur  de  Ja  cycloïde,  on  trace  un  diamèlre  pai 
à  l'axe  desjr,  les  directions  de  la  normale  et  de  li 
gente  à  cette  courbe  au  point  M  (:c ,  ^)  seront  do 
par  les  droites  menées  de  ce  point  aux  deux  extré 
de  ce  diamètre ,  de  sorte  que  la  longueur  appelée  no: 
sera  précisément  la  corde  MN  qui  dans  le  cercle  | 
rateur  sous-tend  l'angle  w. 
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dans  l'équation  de  la  courbe,  -  =  5  on  jr=sx'^  puis  de 

déterminer  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  con- 
vergera la  variable  5,  tandis  que  la  valeur  numérique 
de  X  croîtra  indéfiniment.  Après  avoir  trouvé  la  cons- 
tante a,  on  tirera  de  l'équation  j^  =  a j:  -t-  6  ±  e , 

I 

et  en  faisant  x  =  àz  oo ,  6  =  lim.  (y  —  ax),  de  sorte 
que  pour  avoir  6,  il  faudra,  dans  l'équation  de  la  courbe, 
poser  y  —  ax  =  t^  et  chercher  ce  que  devient  t  pour 
oc  =  dt  00  ;  à  chacpe  système  de  valeurs  des  quantités  a, 
ë,  correspotidra  une  asymptote  de  la  courbe  proposée. 

En  raisonnant  de  la  même  manière ,  mais  en  échan- 
geant l'une  contre  l'autre  le»  variables  a:,  jr,  «n  troti- 
veraît  évidemment  les  asymptotes  non  parallèles  à  Taxe 
des  X. 

m.  ScoUe.  En  général,  le  rapport  -  pour  j:  =  oo  , 
prendra  la  forme  indéterminée  — ,  et  sa  véritable  valeur 

*  GO 

sera  celle  que  prend  pour  a:  =  oo  ,  l'expression  —  ou  j^  ^ 

on  aura  donc  alors  a.  =:  y' ,  Ihms  ce  cas  aussi  6  sera  dé- 
terminé par  l'équation  ^=-j — j'^t  dans  laquelle  on 
fera  a:  =  oo  5  or,  si  l'on  se  rappelle  que  l'équation  de  Ja 
tangente  en  un  point  Çx^  y)  est 

on  reconnaîtra  facilement  que  l'asymptote  d'une  courbe 
plane  est  une  tangente  dont  le  point  de  contact  avec  la 
courbe  s'éloigne  à  une  distance  infinie.  Celte  remarque 
peut  dans  certains  cas  faciliter  la  recherche  des  asymp- 
totes, puisque,  pour  avoir  leur  éfpiation,  il  suffira  de 
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cherclier  ce  que  devient  réquation  de  la  tangente  quand 
le  point  de  contact  s^éloigne  à  Finfini. 

112.  Applications:  i**.  à  la. logarithmique  j^  =  a*, 

y       ,      o*  . 
m  =  lim.  —  =:  lim.  —  : 

< 
et  en  posant 

j?=:— 00,  fle  =  o,  5  =  lim.  ^  =  lim.  a'=:fl*"*  =  o, 

la  courbe  proposée  aura  donc  pour  asymptote  Taxe  des  x 
dont  elle  s'approche  indéfiniment  du  côté  des  X  négatifs. 
On  prouvera  de  même  que  la  logarithmique  x  =  a^ 
a  pour  asymptote  Taxe  des j^  ; 

n^.  à  l'hyperbole      ^^-^{^  i, 

«  =  lim.  -=:lim.±-    =±-, 

b  =:  lim.  (j^  —  (Lx)  =  lim.  (  liz -  1/j?*—  a»  zp  -  x  j  =  o  ; 
il  y  a  donc  deux  asymptotes  déterminées  par  l'équation 

a 

3°.  à  toute  courbe  dont  l'équation  peut  se  décompo- 
ser en  plusieurs  parties  dont  chacune  soit  une  fonction 
homogène  des  variables  x^  y. 

Soient  m,  n^  etc. ,  les  degrés  de  ces  fonctions  homo- 
gènes, de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  soit 

f{x,  j)=:x'"Ff'^^+^«fr-^Wetc.  =0, 


X  \x 


les  nombres  m^n^  etc. ,  étant  rangés  par  ordre  de  gran- 
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deur  •,  la  valeur  de  5  =  -  sera  déterminée  par  Téquation 

x"F(j)  +  :F«f(*)+etc.  =o  ou  F(f)H \r^  f(f)+etc.  =  o, 

d'où  Ton  tire ,  en  faisant  x  =  oo  ,  et  se  rappelant  qu'alors 

5=  a, 

telle  sera  donc  l'équation  qui  donnera  les  valeurs  de  a. 
Pour  avoir  6,  faisons  dans  l'équation  de  la  courbe 
y  z=.ax  -^t^  ce  qui  donne 

j:"Frct  +  -j  +  a?"f(*-4--)  +  etc.  =  0; 
or  l'on  a ,  d'après  un  théorème  connu , 

ou ,  puisque  F  (a)  =  o , 

on  aura  donc ,  en  substituant , 

/x'"-'F'f«H-  -  j  +  x«fr«+- j+etc.  =  o, 
rF'(«  +  -  )H î f(^rt+i^   )+.  ..  =ro, 

et  si ,  dans  cette  dernière  équation ,  on  pose  j:  =  00, 
et  par  suite  f  =  6,  on  en  conclura,  si  F '(a)  et  f(a)  ont 
des  valeurs  finies  différentes  de  o , 

I*».  Pour  n<^m — i,      Czro; 

2''.  Pour  n  =  m—  \,      o  =  — ■^^hh''» 

F  («) 

3".  Pour  n^  m  —  i,       C  =  ±oo. 
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Par  conséquent ,  à  la  valeur  adoptée  de  a  correspondra , 
dans  la  première  hypothèse ,  une  asymptote  passant  par 
l'origine ,  ou  de  la  forme 

et  dans  la  seconde ,  iftie  asymptote  de  la  forme 


r^  eL3n  ^—  — i— i-.  : 


/  =«^ 


dans  la  troisième  hypothèse,  l'asymptote  s'éloignant  à 
une  distance  infinie ,  disparait  entièrement. 

Dans  la  première  hypothèse  les  équations  y  =  qlx  . 
F  (a)  =  o ,  donnent  encore  pour  l'équation  des  asympto- 
tes, F(-  j  =  o,  ou  a:"*F  (  -  J  =  o,  desorte  quequand  l'é- 
quation de  la  courbe  est  décomposable  en  plusieurs  fonc- 
tions homogènes ,  et  que  le  degré  m  de  l'une  d'entre  elles 
surpasse  de  plus  d'une  unité  les  degrés  de  toutes  les  autres , 
non-seulement  toutes  les  asymptotes  passent  par  l'origine , 
mais  elles  sont  toutes  représentées  par  l'équation  que  l'on 
obtient  en  égalant  à  o  la  fonction  homogène  du  degré  m. 

Exemple  :  Si  l'on  suppose  B  '  —  4AC  >  o,  on  recon- 
naîtra que  l'hyperbole 

Ao?»  -h  B^r  +  C/»  =  K 

a  pour  asymptotes  les  deux  droites  représentées  par  l'é- 
quation 

Dans  la  deuxième  hypothèse ,  les  asymptotes  sont  don- 
nées par  les  équations 

F(*)  =  o,      XZ=AX  —  :=rr 


les  droites  passant  par  l'origine  et  représentées  par  les 
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équations  F  (a)  =  o,  y  =  «x,  ou  par  la  fonnule 

sont  seulement  parallèles  aux  asymptotes. 
Exemple  : 

Dans  le  folium  de  Descartes,  x^  +y^  —  3axjr  ==  o, 
l'asymptote  sera  parallèle  à  la  droite  a:^+j^^  =  o,  ou 
X  +  y  =  o.  Dans  ce  cas ,  a  =  —  i  ;  en  partant  de  cette 
valeur  on  trouvera 

._         f(-i)  _       ia 

F'(— i)^        3  —       «» 

et  l'asymptote  aura  définitivement  pour  équation 

jr=:  —  X  —  a. 

Corollaire,  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique 
évidemment  aux  courbes  dont  l'équation  a  pour  premier 
membre  un  polynôme  entier.  De  plus,  si  dans  ce  cas  la 
courbe  a  un  centre ,  en  le  prenant  pour  origine  des  coor- 
données ,  son  équation  ne  devra  contenir  que  des  termes 
de  degré  pair  ou  des  termes  de  degré  impair.  Dès-lors  le 
degré  m  de  la  première  fonction  homogène  surpassera  de 
plus  d'une  unité  le  degré  tz  de  la  deuxième  fonction,  et 
les  asymptotes  non  parallèles  aux  axes  passeront  par  la 
nouvelle  origine.  On  arrive  ainsi  à  ce  théorème  remar- 
quable ,  que  dans  les  courbes  dont  l'équation  est  algé- 
brique, les  asymptotes  non  parallèles  aux  axes  passent 
généralement  par  le  centre. 

Ces  conclusions  supposent  que  les  quantités  F '(a),  f  (a) 
ne  deviennent  ni  nulles  ni  infinies  :  s'il  en  était  autrement 
la  quantité  S  pourrait  obtenir  des  valeurs  différentes  de 
celles  que  nous  lui  avons  assignées  ^  mais  pour  les  déter- 
miner il  sufiit  toujours  de  chercher  la  limite  ou  les  limi- 
tes vers  lesquelles  converge  t  pendant  que  x  croît  in- 
définiment. 
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113.  Certains  points  des  courbes  présentent  des  particu- 
larités remarquables  dépendantes  de  la  position  des  axes 
coordonnés,  ou  inhérentes  à  la  nature  même  de  la  courbe, 
et  qu'il  importe  de  mettre  en  évidence.  Remarquons  d'a- 
bord que  ,  l'équation  d'une  courbe  étant  f(x^J')==^Oj  si 
on  la  résout  par  rapport  à^,  on  en  tirera  une  ou  plusieurs 
équations  de  la  fogue  j^  =  F  (x),  et  chacune  de  celles-ci 
représentera  une  ligne  ou  portion  de  ligne  dont  les  pro- 
priétés dépendront  de^la  nature  de  la  fonction  F  (x).  Or, 
I®  si  cette  fonction  demeure  continue  entre  les  limites 
x=Xq^  a:=X,  la  ligne  représentée  par  l'équation  j'  :=F(x) 
sera  elle-même  continue  entre  ces  limites:  mais  elle 
pourra  devenir  discontinue ,  si  la  fonction  F  (x)  offre  des 
solutions  de  continuité ,  par  exemple  lorsque  cette  fonc- 
tion deviendra  infinie  pour  certaines  valeurs  finies  de  x^ 
ou  lorsqu'elle  passera  tout-à-coup  du  réel  à  l'imaginaire , 
ou  lorsqu'elle  changera  brusquement  de  valeur  ^  le  pre- 
mier cas  se  présente  dans  l'hyperbole j^  =-  ,  le  second 

dans  les  courbes  logarithmiques^ =—,  y  =  jrlar;  letroi- 


\x 


X 


sîème  dans  la  ligne  déterminée  par  l'équation j^  =;      .__ , 

qui  se  réduit  à  j^  =  i,  si  a:  est  positif,  et  à  j^  =  —  ^,  si  or 
est  négatif. 

2**.  Dans  le  cas  où  la  fonction  F(j:)  et  sa  dérivée  F'(j:) 
resteront  continues ,  les  ordonnées  maxima  et  minima  nç 
répondront  qu'à  des  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'é- 
quation j^'  =  FYx)  =;  o  ^  et  une  valeur  de  x  tirée  de  cette 
équation  fournira  effectivement  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum dans  le  cas  où  la  première  des  dérivées  F" (x), 
P*'  (a:)...  qui  cessera  de  s'évanouir, sera  positive  ou  néga- 
tive, mais  d'ordre  pair.  Si  au  contraire  certaines  valeurs 
de  X  rendent  la  fonction  discontinue ,  elles  pourront  pro- 
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duire  des  inaxima  ou  des  minima  sans  vérifier  l'ëquatîon 
F'(x)  =  o. 

3**.  La  valeur  numérique  de  la  fonction  P  (x)  repré- 
sente ,comme  nous  l'avons  vu,  la  tangente  trigonométrique 
de  Tângle  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  Taxe  des  jr  : 
cette  tangente  sera  donc  parallèle  ou  perpendiculaire  à 
l'axe  des  a:,  suivant  que  l'on  auraF'(x)iF=o  ou  F'(x)=  oo. 
Et  si  la  fonction  dérivée  change  brusquement  de  valeur, 
il  en  sera  de  même  de  l'inclinaison  de  la  tangente. 

114.  On  désigne  exclusivement  sous  le  nom  commun  de 
points  singuliers,  tous  les  points  qui  se  trouvent  situés  sur 
une  courbe,  de  manière  à  offrir  quelques  particularités  di- 
gnes de  remarque,  inhérentes  à  la  nature  de  ces  mêmes  cour- 
bes ,  et  indépendantes  de  la  position  des  axes  coordonnés^ 
Ainsi,  I**  si  la  fonction  f{pc^  y)  ne  devient  réelle  que  pour 
unnombre  limité  de  valeurs  dex,  l'équation /"(j:,  y)=o  ne 
représentera  qu'un  point  ou  une  suite  de  points  isolés.  Par 
exemple,  l'équation  x^  +  y  »  =  o  ne  représente  qu'un  seul 
point  qui  coïncide  avec  l'origine.  Il  peut  arriver  que  l'é- 
quation fix^y)  =  o  fournisse  en  même  temps  un  ou  plu- 
sieurs points  isolés  et  une  ou  plusieurs  branches  de  courbe. 

1^^  Exemple  : 

1^^  Exemple  : 

ay^  -^  x^  -\'  bx^  =  o. 

2®  Lorsque  la  fonction  f{x^  j)  passe  lout-à-coup  du  réel  à 
l'imaginaire,  ou  change  brusquement  de  valeur,  la  ligne 
que  l'on  considère  s'arrête  tout-à-coup  en  certains  points 
que  Ton  appelle  points  (T arrêt. 

Exemple  :   Les  deux  logarithmes j^  z=  —^  y  =  x\x 

1  oc 

ont  chacune  pour  point  d'arrêt  l'origine  des  coordon- 
nées. 
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La  ligne  y  =      offre  deux  points  d'arrêt  situés   sur 

Taxe  des  y  de  part  et  d'autre  de  l'origine  et  à  l'unité  de 
distance^. 

3®.  Lorsque  la  fonction  fipc^y)  restant  continue ,  la  déri- 
vée j^' cliange  brusquement  de  valeur,  les  deux  branches 
de  la  courbe  viennent  se  réunir  en  un  point  donné ,  de 
manière  que  leurs  tangentes  forment  entre  elles  un  cer- 
tain angle.  Ce  point  s'appelle  un  point  saillant.  Tel  est , 
par  exemple,  le  point  correspondant  à  a:  =  o  dans  les 
courbes  représentées  par  les  équations 

^  =  V/^,     /  =xar(ftang-,      7  = -. 

JC  J- 

I  -f^ 

4®.  Si  les  deux  branches  d'une  même  courbe  s'arrêtent 
en  un  point  donné,  de  manière  à  toucher  l'une  et  l'autre 
une  droite  ou  demi-axe  aboutissant  au  point  dont  il  s'agit, 
ce  point  sera  ce  qu'on  appelle  un  point  de  rebroussement. 
Le  rebroussement  sera  de  première  espèce  si  le  demi-axe 
passe  entre  les  deux  branches  de  la  courbe ,  et  de  seconde 
espèce  si  le  demi-axe  laisse  les  deux  branches  d'un  même 
côté. 

Exemple  :  La  cycloïde  offre  une  infinité  de  points  de 
rebroussement  de  première  espèce,  tous  situés  sur  l'axe 
des  X ,  et  correspondant  aux  abscisses 

j?  =  G ,     jr  =  rt  axR , X  =  ±  2/zxR. 

5^.  On  appelle  ^om^5  multiples  ceux  auxquels  viennent  se 
rencontrer  deux  ou  plusieurs  branches  de  courbe  qui  ne 
s'arrêtent  pas  toutes  à  ces  mêmes  points,  ou  auxquels 
aboutissent ,  pour  s'y  arrêter,  au  moins  trois  branches 
différentes. 

T.  i.  14 
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I*'  Exemple  :  La  courbe  j""  =  j:*(i  —  x')  est  formel 
de  deux  branches  qui  se  croisent  à  Torigine  en  touchant 
les  droites j'"  =  —  x^jr  =  x, 

2™*  Exemple  :  La  courbe^*  =  x^(i  —  x')  est  formée 
de  deux  branches  tangentes  toutes  deux  à  Taxe  dea  x. 
L'origine  des  coordonnées  est  pour  ces  deux  courbes  un 
point  multiple. 

6°.  Lorsqu'en  un  certain  point  la  courbe  et  la  tangente 
se  traversent  mutuellement ,  ce  point  est  ce  qu'on  nomme 
un  point  d* inflexion. 

115.  Telles  sont  les  six  espèces  de  points  singuliers  que 
peuvent  présenter  les  courbes  algébriques  et  transcendan- 
tes. On  peut  souvent  les  mettre  en  évidence  et  reconnaître 
leur  nature  à  Taide  des  conditions  analytiques  suivantes. 
Nous  exclurons  d^abordle  cas  où  l'un  des  coefficients  diflfé- 
rentiels  serait  infini. 

Théorème  i*^''.  Si  un  point  M,  dans  le  voisinage  dur- 
quel  la  fcmction  u  =^f(Xyj)  et  ses  dérivées  du  premier 

ordre  -;-,  -r-  restent  finies  et  continues,  est  dans  la  courbe 
dx  dy 

représentée  par  l'équation  u  =^f  (a:,  j^)  =  o ,  un  point  isolé 

ou  un  point  d'arrêt ,  ou  un  point  saillant ,  ou  un  point 

de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce,  les 

coordonnées  de  ce  point  devront  vérifier  les  deux  équa- 

du  du 

tions  -—  =o,  -7-  ==  o. 

dx  dy 

Démonstration, Dans  ces  quatre  hypothèses,  on  pourra 
par  le  point  M  faire  passer  un  nombre  indéfini  de 
droites  PP'  telles  que  dans  le  voisinage  de  ce  point,  on 
ne  puisse  trouver  d'un  côté  au  moins  de  cette  droite 
(Jig.4^  5,  6,  7),  ou  même  des  deux  côtés  (Jig*  3),  au- 
cun point  qui  appartienne  à  la  courbe  dont  il  s'agit. 
En  conséquence ,  deux  points  situés  sur  cette  droite,  de 
part  et  d'autre  du  point  M,  pouvant  être  joints  l'un  à 
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Tautre  par  une  nouvelle  courbe  PQ  qui  ne  rencontre 
pas  la  première  AB  dont  l'équation  est  u  =  f(x^  j^)  =  o, 
les  valeurs  de  u  correspondantes  à  ces  deux  points  seront 
nécessairement  des  quantités  de  même  signe.  En  eflfet, 
pendant  que  Ton  passe  du  point  P  au  point  Q ,  sur  la 
courbe  PQ ,  la  fonction  u  =f  (x ,  y)  que  Ton  suppose  con- 
tinue ,  ne  pourrait  pas  changer  de  signe  sans  s'évanouir  • 
or  elle  ne  peut  pas  s'évanouir  puisque  la  courbe  PQ  ne 
rencontre  pas  la  courbe  AMB  dont  les  coordonnées  véri- 
fient seules,  par  hypothèse,  l'équation  u  =  f(x^y)  =  o^ 
donc  elle  ne  changera  pas  de  signe.  Cela  posé,  la  fonction 
u=^f(x,j)^  variable  d'un  point  à  l'autre  sur  la  droite 
PMQ ,  qui  s'évanouit  au  point  M ,  et  conserve  le  même 
signe  en  P  et  en  Q  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  sera  né- 
eessairement  en  ce  point  un  maximum  ou  un  minimum , 
suivant  que  les  valeurs  de  u  en  P  et  en  Q  seront  négatives 
ou  positives.  Dans  les  deux  cas  on  devra  avoir 

du  du 


ou 


du       du  dy 

1 ^  =  o. 

dx       dy  dx 


D'un  autre  côté,  en  appelant  a  la  tangente  de  l'angle  que  la 
droite  arbitraire  PMQ  fait  avec  les  axes,  son  équation, 
à  laquelle  devront  satisfaire  les  coordonnées  x^yàyx  point 
M,  sera  j^  =  aj?  -)-  i,  d'où  l'on  tirera 


dx 
on  aura  donc  en  substituant 

du  du 

dx  dy  * 

•et  parce  que  cette  dernière  équation  devra  subsister  pour 

i4*  • 
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un  nombre   indéterminé  de  valeurs  de  a ,   il  faudra  né* 
cessairement  que  Ton  ait 


dà 

du 

dœ-""' 

Les  coordonnées  des  points  isolés ,  des  points  d^arréts ,  des 
points  saillants  et  des  points  de  rebroussement  devront 
donc  satisfaire  à  la  fois  aux  trois  équations 

du  du 

De  deux  de  ces  équations  on  tirera  les  valeurs  de  x  et 
dej^,  pour  les  substituer  dans  la  troisième.  Si  un  couple 
de  valeurs  a:=: jj^,  j^=:j^o  vérifie  à  la  fois  ces  trois  équa- 
tions ,  le  point  correspondant ,  ou  qui  aurait  x^  et  y^  pour 
coordonnées,  pourra  être,  mais  ne  sera  pas  toujours  un 
point  singulier. 

116.  Pour  reconnaître  la  nature  de  ce  point,  remarquons 
d'abord  que  l'équation  différentielle  première 

du  dy       du 

dy  dx       dx 

devenant  identique  quand  il  s'agit  d'un  des  quatre  points 
singuliers  dont  il  est  question  dans  le  théorème  pré- 
cédent ,  il  faudra ,  pour  obtenir  la  tangente  de  l'angle 
que  la  touchante  à  la  courbe  fait  avec  les  axes ,  recourir 
à  l'équation  différentielle  du  second  ordre,  laquelle,  à 

,  ,,  ,        du  du  /j    •    » 

cause  des  conditions  —  =  o,  -j-  =:  o,  se  réduit  a 

d'^u  f  dy\^  d^u  dy        d*u 

dy^\dxj  dxdy  dx       dx^ 

Supposons  encore  que  l'on  ait  ramené  à  la  forme^=F(j:) 
l'équation  de  la  branche  de  courbe  sur  laquelle  se  trouve 
le  point  singulier  dont  on  veut  connaître  la  nature. 
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Dès-lors ,  I.  Le  point  a: = Xq  ,  j^  =j^o  sera  un  point  isolé , 
1**  si  les  deux  ordonnées  F  (Xo+ A) ,  F(Xq — h)  sont  toutes 
deux  imaginaires  5  a**  si  à  ce  point  la  courbe  n'a  point  de 
tangente ,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

\dxd^ )  ~dx~*dfy^  ^^' 
si  l'on  n'a  pas 

d^u  d*u  d^u 

djr^  '     dxdy  '      dx"^ 

n.  Le  point  x  ^^x^^y  =^jo  sera  un  point  d'arrêt ,  i *^  si 
l'une  seulement  des  coordonnées  F  {Xq-^-  h) ,  ¥{Xq —  h)  est 
imaginaire  ;  2°  si  la  courbe  eu  ce  point  n'a  qu'une  tangente, 
et  si  par  conséquent  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient 

l'équation -7 —  =  o. 

m.  Le  poiut  a:=:»ro,j^==/oSera  un  point  saîUant,  i^'si  a 
chacune  des  abscisses  x=-XQ'\-h^  x=Xq —  h  répond  une 
seule  ordonnée  très  peu  dilïérente  de  j^o  ?  ou  si  à  l'une  de 
ces  abscisses  répondent  seulement  deux  ordonnées  sensi- 
blement égales  ^jo\  2° si  la  courbe  aupointoTo,  j-^  a  réel- 
lement deux  tangentes,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

/  d^u  Y      d*ud^u 
\dxdy)  ~~Â^ë^^^* 

IV.  Enfin,  le  point a:o,j^o  ne  pourra  être  un  point  de 
rebroussement  qu'autant  que  la  première  condition  exigée 
pour  le  point  saillant  étant  remplie ,  les  deux  tangentes 
en  ce  point  coïncideront  en  une  seule,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  sans  qu'on  ait 

/  d^u  V       d^'u  d^u  _^ 

\dxdy )        dx^  dy^ 

117.  Théorème  2™®.  Si  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
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liona  =y'(.r,  jr)=o  oflre  un  point  multiple,  c'est-à-dire 

un  point  dans  lequel  se  réunissent,  sans  s'y  arrêter,  deux 

branches  de  la  courbe ,  ou  trois  branches  au  moins  pour 

s'y  arrêter ,.  les  coordonnées  de  ce  point  vérifieront  encore 

du  du 

les  équations  —  =  o ,  —  =  o. 

Démonstration»  En  effet,  considérons  (J^g'  8)  deux 
branches  de  courbe  qui  se  réunissent  au  point  M ,  et  cou- 
pons ces  deux  branches  dans  le  voisinage  de  ce  point  par 
une  droite  PQ  qui  fasse  avec  l'axe  des  x  un  angle  quelcon- 
que dont  la  tangente  soit  a,  et  qui  ait  pour  équation 

si  X  eiy  sont  les  coordonnées  du  point  P ,  celles  du  point 
Q  pourront  être  représentées  par  x  +  Ax  =  x^ adx^ 
y+Ay=jr+ady^  de  sorte  que  l'équation  a=y*(a:,  y)=o 
devra  être  satisfaite  à  la  fois  et  par  x^  y  et  par  x  +  Ax, 
jr  4-  Aj'  Mais  si  dans  u  on  change  o:  en  a:  +  Ax^y  en 
jr  +  Ay,  u  devient  u  +  Au  ;  on  aura  donc  à  la  fois ,  et 
quel  que  soit  Ar,  z/  =  o,  m 4-  Au  =  o,   d'où  Au  =  o, 

et  par  conséquent  du  =  lim.  —  =  o,  ou 

,  du    ,    du  dr 

du-=:  — — I ^  =  o- 

dx       dy  dx  ' 

mais  les  coordonnées  j:,  y^  satisfaisant  à  l'équatitm 

y  ^=  ax  -\-  b, 

dy  _ 


on  a 


dx-^"' 


donc 


on  aura  aonc  aussi 


du  du 

dx  dy  ' 
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et  cela  quelque  soit  a ,  ce  qui  entraîne  les  deux  équations 

du  du 

dx  ^     dy  ' 

donc,  etc. 

Scolie.  Si  trois  branches  de  la  courbe  venaient  à  se  réunir 
au  point  M ,  la  droite  PQ  couperait  la  courbe  en  trois  points 
dont  les  coordonnées  pourraient  être  représentées  par 

On  devrait  donc  avoir,  quel  que  fût  a,   non-seulement 
w  =  o ,  Au  =  o,  mais  A'm  ==  o,  d'où  du  =  o,  d^u  =  o , 

du        du 

dx        dy 

d^u  .  d^u     .        d^u 


+  20— — ; — J-a*  — —  z=:o. 


dx^  dxdy  dy 

Or  ces  équations  ne  peuvent  subsister  qu'autant  qu'on 
aura  à  la  fois 

du  du  d*u d*u   d^u 

^-**'  ^=**'  d^-**'  ^^-**'  ^-''- 

En  général ,  on  démontrera  de  la  même  manière  que  la 
réunion  de  n  branches  de  courbe  au  point  multiple  M, 
entraîne  les  conditions 

du du 

dx  '     dy 

d*u  d^u  d*u 

dx^  dxdy  dy""  ' 


rf«-'a  d^^^u  d'^'^u 

rz:  o,       :— nz  o, -r ::=0, 

dx""-^  -     dx^'^^dy  dy""^"^  ' 

auxquelles  devront  satisfaire  les  coordonnées  x^y  du  point 
multiple  m. 


y 
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118.  Théorème  3"*^.  Les  coordonnées  d^un  point  d'in- 

flexion  devront  toujours  vérifier  ré<juatîon^''= -7-^  =  o. 

Démonstration.  Supposons  que  Féquation  de  la  courhe 
ait  été  mise  sous  la  forme  j'"=  F  (a:),  la  différence  à  entre 
les  ordonnées 

Xz=V{x  +  h)  =  F(*)  +  AF'(x)+  -^  F»... 

1.2  '-  % 

de  la  courbe  et  de  la  tangente  qui  répondent  à  Tabscisse 
a:  -f-  A ,  est  donnée  par  Féquation 

^=— F'»H ^F»+....H ^F«(^  +  OA). 

1.2  ^  I  .2.3  I.2.3.../2         ^  ^ 

Quand  A  est  très  petit,  le  premier  terme  l'emporte  sur  la 
somme  de  tous  les  autres,  et  par  conséquent ,  entre  les  abs- 
cisses X  elx  -f-  A  9  Tordonnée  de  la  courbe  sera  constam- 
ment supérieure  ou  constamment  inférieure  à  ceUe  de  la 
tangente,  suivant  que  la  dérivée  seconde  ^"{po)  sera,  dans 
ce  même  intervalle,  constai4ment  positive  ou  constam- 
ment négative.  De  plus ,  la  tangente  et  la  courbe  se  tra- 
verseront au  point  (x^  y)  qui ,  dans  ce  cas,  deviendra  un 
point  d'inflexion,  lorsque  dans  le  passage  de  x — Aà  x+liy 
Y"  {x)  changera  de  signe.  Or  si  la  fonction  j"  =  F  (x)  reste 
continue ,  ainsi  que  ses  dérivées  successives ,  dans  le  voi- 
sinage du  point  (x,  y)^  Y"{x)  ne  pourra  changer  de  signe 
sans  s'évanouir  ;  les  coordonnées  d'un  point  d'inflexion  vé- 
rifieront donc ,  dans  cette  hypothèse,  l'équation  F ''(a:)=:o. 
Pour  que  la  difllérence  à  change  réellement  de  signe ,  il 
faudra  en  outre  évidemment  que  des  dérivées  successives 
F'"  (x) ,  F'^(a:),  etc.,  celle  qui  la  première  cessera  de  s'éva- 
nouir soit  une  dérivée  d'ordre  impair.  Ainsi  pour  trouver 
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les  point» d^inflexion ,  on  cherchera  les  racines  communes 
aux  deux  équationsy=F(jr),  F"(a:)  =  o;  onf(x^j)  =  o^ 

y"  =  o.Un  système  de  valeurs  x= j?o?  jr=J^o?  ^^^^  ^*^  ^^s 
équations,  répondra  réellement  à  un  semblable  point,  si 
la  première   des  dérivées  qui  ne  devient  pas  nulle  pour 

ar:?=a:^,j^=:  j^o  ^*  ^^^^  dérivée  d'ordre  impair. 

119.  Dans  cette  discussion  nous  avons  toujours  supposé 

dy 
que  y  =  -j-  ne  devenait  pas  infini  ou  que  la  tangente 

n'était  pas  perpendiculaire  à  Taxe  des  x.  Si  le  cas  se  pré- 
sentait, il  serait  facile  de  déterminer  la  nature  du  point 
dont  les  coordonnées  a: =Xo,  y  =Jo  satisferaient  à  l'équa- 

tion-^  =00.  En  effet,  dans  cette  hypothèse,  les  deux 

quantités  F  (Xq  -f-  A)  et  F  (x^  —  h)  peuvent  être  toutes 
deux  réelles,  ou  Tune  réelle  et  l'autre  imaginaire. 

I.  Si  toutes  deux  sont  réelles  et  toutes  deux  plus  gran- 
des ou  plus  petites  que  F(a:o),  le  point  çn  question  sera 
un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  ;  si  l'une 
est  plus  grande  et  l'autre  plus  petite  que  F  (x^ ,  le  point 
sera  un  point  d'inflexion; 

n.  Si  l'une  de  ces  quantités,  par  exemple  F (j:o — A), 
est  réelle  et  l'autre  imaginaire  ,  alors,  i*'  siF  (Xo — h)  a 
une  seule  valeur ,  le  point  sera  un  point  d'arrêt  ;  2°  si 
'P(^Xq  -^  A)  a  deux  valeurs,  toutes  deux  plus  grandes  ou 
toutes  deux  plus  petites  que  F  (Xq)  ,  le  point  sera  un  point 
de  rebroussement  de  seconde  espèce  ;  3°  si  l'une  des  va- 
leurs de  F(Xo  —  11)  est  plus  grande  et  l'autre  plus  petite 
que  F(Xo),  le  point  dont  il  s'agit  sera  une  simple  limite 
de  la  courbe  \ 

m.  Enfin ,  si  l'une  des  quantités  F (Xo-f- A) ,  ^{x^ — h) 
ou  toutes  deux  avaient  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de 
valeurs ,  le  point  en  question  serait  en  général  à  la  fois  et 
un  point  multiple  et  un  point  d'inflexion. 
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£n  résumé,  on  obtiendra  les  coordonnées  des  points 
singuliers  des  courbes*  en  cherchant  dans  quels  cas  les 
coefficients  différentiels  deviennent  nuls ,  ou  infinis ,  ou  ^ . 
On  assignera  Tespèce  du  point,  i^  en  examinant  combien 
il  y  passe  de  branches  de  la  courbe ,  et  si  elles  s'étendent 
ou  non,  en*deçà  et  au-delà;  2^  en  déterminant  la  posi- 
tion de  la  tangente  ou  des  tangentes  correspondantes  en 
ce  point. 


VINGT-DEUXIEME    LEÇON.  219 


YINGT-DEUXIEME  LEÇON. 


Moyen  de  déterminer  quand  une  courbe  tourne  sa  concayité  ou  sa  con- 
vexité vers  les  axes  des  coordonnées.  —  Analyse  d^une  courbe  ou  discus- 
sion de  son  équation.  —  Différentielle  de  Tare  d^une  courbe. 


120.  n  est  quelquefois  nécessaire  de  reconnaître  si  une 
courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  les  axes 
des  coordonnées,  or  Ton  peut  donner  à  ce  sujet  des  rè- 
gles générales  et  d'une  application  facile. 

Il  est  certain  d'abord  que  si  la  fonction  j^  =  F(x),  et 
sa  dérivée  j'"'  =  F '(a:)  restent  l'une  et  l'autre  continues 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  abscisses 
de  deux  points  donnés,  la  corde  qui  joindra  ces  deux 
points  sera  parallèle  à  l'une  des  tangentes  menées  par  les 
points  intermédiaires  de  la  courbe. 

En  eflFet ,  si  l'on  représente  para:  et  x-^-^  les  abscisses 
des  deux  points  dont  il  s'agit ,  on  aura 


Ajc  ^x 


AT 


Or  —  est  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x 


Ax 


la  corde  qui  unit  les  deux  points  (a:,j^),  (x+Ax^y+Ay)-^ 
F'(x  -f-  6£ix)  est  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  le 
même  axe  la  touchante  à  la  courbe ,  menée  par  le  point  in- 
termédiaire qui  aurait  pour  abscisse  x  +  dAx  \  la  sécante 
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est  donc  parallèle  à  Tune  des  tangentes   intermédiaires. 

121 .  On  dit  qu'une  courbe  ou  portion  de  courbe  est  con- 
vexe entre  deux  points  donnés ,  lorsque ,  entre  ces  points, 
elle  ne  peut  être  rencontrée  plus  de  deux  fois  par  une 
même  droite.  Or  une  courbe  sera  convexe  toutes  les  fois 
que  l'ordonnée  j^  et  sa  dérivée  y'  seront  deux  fonctions 
continues  de  l'abscisse  x ,  dont  la  seconde  croisse  ou  dé- 
croisse constamment  tandis  que  l'abscisse  augmente.  En  ef- 
fet, si  i^fig'  g)  elle  pouvait  être  coupée  par  une  droite  en 
trois  points  différents  M,  N,  P,  on  pourrait,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  dire ,  mener  deux  tangentes  parallèles 
à  cette  droite  par  deux  certains  points  m ,  w ,  situés  l'un 
entre  les  points  M  et  N,  l'autre  entre  les  points  N  etP, 
et  pa^r  conséquent^'  reprendrait  au  point  n  la  même  va- 
leur qu'au  point  m ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Au  contraire ,  il  est  clair  qu'une  courbe  qui  renferme 
un  point  d'inflexion  ne  saurait  être  convexe.  En  effet, 
après  avoir  tracé  (Jig»  i  o)la  tangente  qui  passe  par  le  point 
d'inflexion  M,  menons  de  ce  point  à  deux  points  N  etP, 
les  rayons  vecteurs  MN,  MP,  l'un  au-dessus,  l'autre 
au-dessous  de  la  tangente  ;  celui  de  ces  rayons  MN  qui 
fait  le  plus  petit  angle  avec  la  tangente  passera  évidem- 
ment ,  si  on  le  prolonge ,  entre  la  tangente  et  l'autre 
rayon ,  et  rencontrera  de  nouveau  la  courbe  en  un  point 
n  ]  cette  droite  MN  aura  donc  trois  points  de  commmi^ 
avec  la  courbe  qui ,  par  suite ,  ne  sera  pas  convexe. 

122. 11  suit  encore  des  principes  ci-dessus,  établis,  que 
pour  décider  si  une  courbe  tounie  sa  convexité  ou  sa  con- 
cavité vers  l'axe  des  x ,  en  un  point  pour  lequçl  r  et  y"  ob- 
tiennent des  valeurs  différentes  de  zéro ,  il  suffit  d'exami- 
ner si  ces  valeurs  sont  des  quantités  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires;  c'est-à-dire  si  le  produit j^^''  est  positif 
ou  négatif.  Eu  effet,  en  supposant  h  très  petit  la  diffé- 
rence â  entre  l'ordonnée  de  la  courbe  et  celle  de  la  tan- 
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gente  esl  (n**  118)  de  même  signe  quey".  Or  pour  que  la 
courbe  tourne  sa  convexité  vers  Taxe  des  Xj  il  faut,  i^sij- 
est  positif  que  la  courbe  soit  au-dessus  de  sa  tangente  ou 
que  d  et  y  soient  positifs  5  2°  si  j-  est  négatif,  que  la  courba 
soit  au-dessous  de  sa  tangente  ou  que  d  ely"  soient  négatifs  : 
au  contraire,  pour  qu'une  courbe  tourne  sa  concavité  vers 
Taxe  des  a:,  il  faut,  suivant  que^  est  négatif  ou  positif, 
que  la  courbe  soit  située  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa 
tangente,  c'est-à-dire  que  â  et  y"  soient  positifs  dans  le 
premier  cas  et  négatifs  dans  le  second.  Donc,  etc. 

125.  Quand  on  veut  faire  l'analyse  d'unccourbe  donnée 
par  l'équation  J'Çx ,  j^)  =  o ,  examiner  sa  nature ,  ses  pro- 
priétés, etc.,  il  faut,  i®  chercher  les  points  où  eUe  rencon- 
tre les  axes  5  2®  quand  on  le  peut ,  résoudre  l'équation  pour 
en  tirer  une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  forme  y  =  F  (x)  , 
jr  =  ((x)  ^  chacune  de  ces  dernières  équations  représen- 
tera une  branche  de  la  courbe  donnée  :  il  faut  au  moins 
déterminer  autant  que  possible  combien  de  valeurs  dej^ 
répondent  à  chaque  valeur  de  x ,  ou  combien  de  valeurs 
de  X  répondent  à  chaque  valeur  dej^  ;  3°  examiner-entre 
quelles  limites  les  coordonnées  sont  réelles ,  et  si  la  courbe 
a  des  branches  infinies  ^  4°  calculer,  en  prenant  la  dérivée, 
l'angle  que  la  tangente  fait  en  général  avec  les  axes ,  fixei* 
les  points  où  cette  tangente  est  horizontale  ou  verticale , 
s'il  y  a  des  maxima  ou  des  minima  5  5°  trouver  s'il  y  a  des 
asymptotes  et  quelle  est  leur  équation  ^  6°  voir  enfin  si  elle 
admet  des  points  singuliers,  et  de  quelle  nature  ils  sont. 
i**^  Exemple  :  Discuter  la  courbe 

f^  —  3axf  -f-  j?^  =  o. 

Cette  courbe  (fig*  1 1)  s'appelle  le  folium  de  Descartes  : 
ï**  elle  rencontre  les  axes  à  l'origine  seulement  ]  2°  à  chaque 

s 

valeur  positive  de  x,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=a  V^-,  ré- 

9 

pondent  trois  valeurs  de  l'ordonnée  y  ;  depuis  x  =  a  I/4 
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jusqu'à  X  =  00 ,  une  seule  des  valeurs  de  y  est  réelle ,  les 
deux  autres  sont  imaginaires  ;  enfin ,  à  chaque  valeur  né- 
gative de  X  répond  une  seule  valeur  positive  de  y^  qui 
croît  indéfiniment  avec  a:  :  3**  la  courbe  a  deux  branches 
infinies,  situées  Tune  au-dessous,  Fautre  au-dessus  de 
l'axe  des  x\  ^\2l  tangente  en  un  point  quelcpnque  fait, 
avec  l'axe  des  x ,  un  angle  t  déterminé  par  l'équation 

fl  r—  x^ 
tang  T  =  —^ ; 

la  tangente  est  horizontale  à  l'origine  et  au  point  qui  a 

s  8 

pour  coordonnées  a:  =  a  v\  ^y  :=  a  Ka  :  cette  dernière 
ordonnée  est  un  maximum  \  la  tangente  est  verticale  à  l'o- 

3  3    _ 

rigine  et  au  point  x  =  a  v^^y  =  a  k  a  :  5^  la  courbe  a, 
comme  nous  l'avons  déjà  prouvé ,  une  asymptote  dont  l'é- 
quation est^=  — X  — a\  &^  l'origine  est  un  point  dou- 
ble ;  les  deux  tangentes  en  ce  point  sont  l'une  verticale , 
l'autre  horizontale  :  9**  si  l'on  prenait  pour  axes  des  coor- 
données une  parallèle  et  une  perpendiculaire  à  l'asymp- 
tote menée  par  l'origine ,  l'équation  de  la  courbe  devien- 
drait 

y'^[Za  -t-  3x  l/ï  )  =  Box*  —  x^\/i ; 

à  chaque  valeur  de  x  répondraient  deux  valeurs  de  y 
égales  et  de  signe  contraire  5  l'axe  des  x  serait  un  axe 
principal. 

:2™®  Exemple  :  Discuter  la  courbe 

j4_^g6fl*j*  -{-  iooa*j7*  —  x^  =:z  o. 

Cette  courbe  (fig»  12),  i*^  rencontre  l'axe  des  x  à  l'ori- 
gine et  aux  points  x  =  :iia  kio  ,  l'axe  des  y  à  l'origine 
et  aux  points j^  =  it 4«  V/6j  2°  En  résolvant,  par   rap- 
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port  à^,  on  trouve 

X  =  ±  \/48a*±V/(x-~6a)(x+6a)(^— 8a)(x-|-8a) : 

■ 

3®.  Depuis  X  =  o  jusqu'à  x  =  6a^  h  chaque  valeur  de 
X  répondent  quatre  valeurs  de  y  égales  deux  à  deux ,  et 
de  signes  contraires^  depuis  x  =  6a  jusqu'à  x  =  Sa^ 
l'ordonnée  est  imaginaire;  la  courbe    n'a  qu'un  point 
dans   cet  intervalle;  depuis  x  =  Sa  jusqu'à  x  =  loa, 
l'ordonnée  reprend  quatre  valeurs  réelles ,  enfin ,  depuis 
X  =  loa  jusqu'à  x  =  oo,  deux  seulement  des  valeurs  de 
y  sont  réelles;  la   courbe  s'étend  à  l'infini  au-dessus  et 
au-dessous  de  l'axe  des  x  ;  elle  est  symétrique  par  rapport 
aux  axes  qui  sont  des  axes  principaux;  la  portion  à  gau- 
che est  entièrement  semblable  à  la  portion  située  à  droite  : 
4°.  La    touchante,    en  un  point  quelconque,    fait  avec 
l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est 

dx       j^— 48^*j' 

Au  point  X  =  o ,  j^  =  ±  4«k6  ,  la  tangente  est  hori- 
zontale ;  elle  est  verticale  aux  huit  points  qui  ont  pour 
coordonnées 

x=-}-6fl,     j=±4^V/3;     x=z — 6û,     7=±4^V/3> 
*zz=  +  8fl,     7=:±4flV/3;     xzr— 8a,     j  ==dz4a\/3  : 

5**.  La  courbe  a  deux  asymptotes  passant  par  l'origine, 
qui  est  son  centre ,  et  dont  les  équations  sont  y  =  x  ^ 
y  "=-  —  X.  De  sorte  que  leur  position  est  indépendante  de 
la  constante  ou  du  paramètre  a  :  6^  l'origine  est  un  point 
double  ;  à  ce  point  la  courbe  est  touchée  par  deux  droi- 
tes faisant  avec  l'axe  des  x  des  angles  dont  les  tangentes 
trigonométriques  sont   respectivement  égales  à  -f-  V/yJ 

et —  V71  ;  la  courbe  a,  de  plus,  quatre  points  d'inflexion 
qui  sont  clairement  indiqués  par  la  marche  de  ses  bran- 


2^4  CALCUL    DIFFÉBENTIEL. 

ches  ^  mais  il  serait  difficile  de  déterminer  leurs  coordon- 
nées, à  cause  du  degré  élevé  de  Fécpiation  dont  elles  sont 
racines. 

3°*®  Exemple  :  Discuter  l'équation 

déterminer  sa  nature  et  ses  points  singuliers  suivant  que 
m  sera  un  nombre  pair  2/^,  ou  un  nombre  impair  2/j  +i  ; 
ou  une  fraction  de  dénominateur  pair  et  de  numérateur 

2/1  •■^*  I 

impair  ,   ou  une  fraction   de  Aumérateur  pair  et 

de  dénominateur  impair ; — ,    ou  enfin   une  fraction 

^  2/^  +  1 

— ^î^  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  à  la 

2/>+I 

fois  impairs. 

J^^ Exemple  :  Discuter  la  courbe         • 

y^  —  J?^  -f-  nbx^jr  z=:  o. 

Cette  courbe  (fig-  i3)  est  formée  de  deux  parties  situées 
l'une  au-dessus ,  l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  a:,  et  sy- 
métriques par  rapport  à  l'axe  desj^^  la  première  branche 
touche  à  l'origine  l'axe  des  x ,  la  seconde  a  pour  tan- 
gente l'axe  desj^^  l'origine  est  pour  la  courbe  un  point 
triple,  et  pour  la  branche  inférieure  un  point  de  re- 
broussement;  l'une  et  l'autre  partie  ont  pour  asymptotes 
les  deux  droites 

—     _-  — _     —- 

2  2* 

qui  rencontrent  l'axe  des^  au  même  point  et  font,  avec 
l'axe  des  a:,  un  angle  de  4^^. 

5™®  Exemple  :  Discuter  la  courbe 
L'origine  est  (fig*  i4)9potir  cette  courbe,  un  point  triple. 
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6™*  Exemple.  Discuter  la  courbe 

L'origine  et  le  point  j^=o,  x=^a  sont  deux  points  doubles. 

124.  L'arc  s  d'une  courbe  f(x^y)  =  o^  ou  j^=rF(  x), 
compté  à  partir  d'un  point  fixe  quelconque  A  jusqu'au 
point  M ,  est  évidemment  une  fonction  de  l'abscisse  x  de 
ce  point.  Cette  fonction ,  comme  nous  le  verrons  par  la 
suite ,  est  très  difficile  à  déterminer  :  on  n'y  parvient  que 
dans  un  très  petit  nombre  de  cas  \  mais  il  n'en  est  pas 
ainsi  de  sa  différentielle,  que  l'on  obtient  très  facilement 
et  dans  tous  les  cas  possibles.  En  effet ,  considérons  sur  la 
courbe  {fig*  i6)  un  deuxième  point  M' dont  l'abscisse  soit 
x-|- Aa:,  M]Vr= A^  sera  l'accroissement  de  l'arc  AM=:^; 
on  pourra  d'ailleurs  prendre  Ar  assez  petit  pour  que 
dans  cet  intervalle  la  fonction  dérivée  j^' =  F '(a:)  ne 
changeant  pas  de  signe ,  l'ârc  MM'  soit  convexe. 

Cela  posé,  menons  la  tangente  au  point  M,  elle  fera 
avec  l'axe  des  x  un  angle  NMQ  =  t  dont  la  tangente 
trigôtiotnétrique ,  le  sinus  et  le  cosinus  sont 


y  9 


Prolongeons  enfin  cette  tangente  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre en  N  l'ordonnée  M'P',  prolongée  s'il  est  néces- 
saire. L'arc  convexe  MmM'  est  plus  grand  que  la  corde 
MM'  et  plus  petit  que  la  ligne  enveloppante  MNM'^  on  a 

donc 

MiwM'  >  MM',     MmW  <  MN  +  NM'. 
Or 

NM'  =  NQ  —  M'Q  =MQ  tangNMQ  — M'Q  =  x'^x  —  a/; 
on  aura  donc ,  en  substituant , 

T.  I.  i5 
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et  par  suite 

A  la  limite,  les  seconds  membres  de  ces  deux  inégalités  de^ 
viennent  égaux  entre  eux  et  égaux  à 


V^  .  +  (IJ  =  V/7+7^; 


on  aura  donc  aussi 

Telle  est  donc  la  différentielle  de  Tare  d'une  courbe  quel- 
conque, considéré  comme  fonction  de  x.  Mais  ce  que  nous 
venons  de  trouver  n'est  que  la  valeur  absolue  de  ds  ou  de 

-j-\  en  effet,  V/i  H-j^'"*  est  ime  quantité  essentiellement 

,  ds 

positive,  tandis  que  ---  sera  positif  ou  négatif  suivant  que 

l'arc  croîtra  ou  décroîtra  quand  l'abscisse  augmentera , 
e'est-à-dire  suivant  que  les  arcs  seront  comptés  dans  le 
sens  des  x  positifs  ou  dans  le  sens  des  x  négatifs  ^  on  devra 
donc  écrire  généralement 

^=±V/i+r",     ^=±  Vdx^-\-dy\ 

et  l'on  prendra  le  signe  +,  si  l'arc  croit  avec  l'abscisse, 
le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Corollaire  i®'.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir, 

lim.       ■  =  1 5  il  est  donc  vrai  de  dire  que  lors- 

qu'un  arc  de  courbe  devient  infiniment  petit,  le  rapport 

de  cet  arc  Ay  à  sa  corde  V^ù^x*  -f-  Ay'  devient  égal  à  l'u- 
nité. 

125.  Corollaire  2™®.  Désignons  par  a,  S  les  angles  for- 
més avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  par  la 


*« 
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tangente  prolongée  dans  le  sens  de  la  corde  MM',  on  aura 
costf  =  lim.  —  — ,     cos^=lim. 


ou 

COS<£  =  —  ,       OOSb  = 


si  dans  ces  équations  on  substitue  au  radical  V^ûtr'-f-^^* 
sa  valeur  dz  c^ ,  on  trouvera 

cos  «  =  ±  -r- ,     cosf  ==  ±  -^  : 
as  as 

on  devra  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  sidvant  que 
la  tangente  aura  été  prolongée  dans  le  même  sens  que 
Tare  5 ,  ou  en  sens  contraire.  En  effet,  si  la  tangente  est 
prolongée  dans  le  sens  de  Tare,  cos  a  sera  positif  si  Tare 
croit  et  décroît  avec  Tabscisse ,  négatif  dans  le  cas  con- 
traire. Mais  — ,  comme  nous  l'avons  dit ,  est  aussi  positif 

dans. le  premier  cas,  négatif  dans  le  second;  on  a  donc 
toujours  dans  cette  hypothèse 

dx  '  M      dy 

cos«  = -7-,       et  par  suite      cosC=-î^. 
ds  '^  as 

Au  contraire,  sf  la  tangente  est  prolongée  en  sens  con- 
traire de  Parc,  cos  a  sera  négatif  si  l'arc  croît  et  décroît 

avec  l'abscisse ,  positif  dans  le  cas  contraire  ;  mais  -—  est 

positif  dans  le  premier  cas ,  négatif  dans  le  second;  on  de- 
vra donc  prendre 

dx  ^  dy 

cos  9  =  — — ;-  j     et  par  suite     cos  Q  =        ,  , 
ds  ds 


i5. 
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vingt-troisième:  lëcon. 


De  la  courbure ,  du  rayon  et  du  centre  de  courbure  dMne  courbe  plane. 


126.  Soit  R  le  rayon  d'un  cercle  qui  (Jig*  17)  touche 
la  droite  AB  au  point  M.  Si  le  rapport  ~  diminue ,  c'est- 
à-dire  èi  le  rayon  R  augmente ,  la  portion  de  la  circon- 
férence qui  ayoisine  le  point  de  contact  s'approchera  sans 
cesse  de  la  droite  AB ,  sa  courbure  diminuera  ;  cette  cour- 
bure  serait  même  sensiblement  nulle  et  le  cercle  se  con- 
fondrait sensiblement  avec  la  droite  AB  si  le  rayon  R  était 

très  grand,  ou  le  rapport  --  sensiblement  niJ.  Au  con- 

traire,  si  —  augmente  ou  si  le  rayon  diminue ,  la  courbure 

du  cercle  augmentera,  il  s^éloignera  de  la  droite;  La  cour- 
bure d'iui  cercle  augmente  donc  ou  diminue  en  même 

temps  que  le  rapport  —  5  dès-lors  il  est  naturel  de  pren- 
dre ce  rapport  pour  la  mesure  de  la  courbure. 

Soient  d'ailTeurs  x, j^  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  du  cercle  5  r  l'inclinaison  de  la  t^uigente  en  ce 
point  ^  s  l'arc  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  (Xjy)'^ 
enfin  Ax ,  Ay ,  At ,  Ay  les  accroissements  que  prennent 
ces  diverses  variables  quand  on  passe  du  point  (x ,  ^)  à  un 
second  point  M'  ou  (x-f- Ar,  y  -f-  Ay)  assez  rapproché 
pour  que  l'inclinaison  croisse  ou  décroisse  toujours  dans 
rintervalle  de  x  k  x  -4-  Ar. 
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Cela  posé,  si  {Jig»  1 8)  nous  menons  1^  tangente  au  point 
M'  et  les  deux  rayons  CM ,  CM',  on  aura  immédiatement 


et  puisque  l'arc  est  proportionnel  à  l'angle  au  centre 


1  ,    Ar 


la  courbure  d'un  cercle  mesurée  par  -  sera  donc  aussi  re- 
présentée, en  valeur  absolue,  par  le  rapport  —  \  et  comme 
cette  courbure  et  -  sont  des  quantités  essentiellement  po- 

I  At 

sitives ,  il  est  évident  que  dans  l'équation  -  =  ±:  —  il 

faudra  prendre  le  »gne  +  si  l'arc  i  et  l'inclinaison  r 
croissent  et  décroissent  ensemble ,  le  signe  —  dans  le  cas 
contraire. 

127.  Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  non  plus  d'un 

At 

cercle ,  mais  d'une   courbe  quelconque ,  le  rapport  —  ne 

sera  plus  dès-lors  toujours  égal  à  une  quantité  constante 

~  ,  mais  variera,  au  contraire,  d'un  point  à  l'autre  sur  la 

pourbe  àopX  il  s'agit  •,  l'analogie  nous  force  à  reconnaîtipe 
que  ces  variations  ont  quelque  rapport  avec  la  courbure 
de  l'arc  s.  Il  est  du  reste  évident  que  plus,  pour  une 
même  longueur  de  A^,  l'angle  A?  de  deux  tangentes  c^p- 
sécutives  ou  V angle  de  contingence  sera  grand,  plus  la 
courbe  s'éloignera  de  la  tangente  au  point  M,   plus   sa 

courbure  augmentera ,  et  réciproquement  ;  le  rapport  — 

est  donc  lié  avec  la  courbure  de  la  courbe ,  et  nous  pou- 
vons appeler  ce  rapport  la  courbure  moyenne  de  cet  arc. 
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De  plus,  si  le  point  (a:+ Ax,  J+^j)  vient  à  se  rappro- 


cher  indéfiniment  du  point  (x  ,y),  le  rapportdi—  conver^ 


géra  en  général  vers  une  limite  détenninée  et  finie  ±  ^  ^ 

cette  limite  qui ,  quand  Ar  est  très  petit ,  est  sensiblement 

égale  à  ±  —  j  est  donc  liée  elle-même  avec  la  courbure  de 

la  courbe,  et  nous  f conviendrons  de  la  prendre  pour  me- 
sure de  cette  courbure  au  point  (pc^  jr). 

128.  Aux  points. très  voisins  M  et  ^V(Jig»  19),  menons 
deux  normales  omsécutives  qui  se  rencontrent  en  G  ^  la 
distance  MC  =  r  sera  sensiblement  égale,  et,  si  Ton  passe  à 
la  limite,  rigoureusement  égale  au  rayon  d'un  cercle  qui 
aurait  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  deux  nor- 
males, et  qui  aurait  même  courbure  que  la  courbe.  En 
effet,  dans  le   triangle  MCM'  l'angle   CM' M  sera    lui- 

même  sensiblement  droit  et  égal  à  -  ±:  e ,    e  étant    une 

quantité  très  petite  qui  s'évanouit  avec  Ax  ;  de  plus,  l'angle 
MCM'= At  :  on  aura  donc,  en  comparant  les  sinus  des 
angles  aux  côtés  opposés, 

sin  1  -  ±  £  I  . 

\2        y  ^ui±:at 


et  l'on  conclura,  en  passant  à  la  limite  et  en  appelant' p  la 
limite  de  r, 

•  f  ds' 

or  il  résulte  évidemment  de  cette  équation  que  p  est  le 
rayçn  d'un  cercle  dont  la  courbure  serait  —  ou  qui  aurait 

même  courbure  que  la  courbe  proposée.  Ce  rayon,  porté 
à  partir  du  point  M,  sur  la  normale  passant  par  ce  point 
et  prolongée  du  côté  de  la  concavité ,  est  ce  qu'on  nomme 
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le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  proposée  relatif  au  point 
dont  il  s'agit.  Son  extrémité,  qu'on  peut  regar(^er  comme 
le  point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voi^ 
sines,  «'appelle  le  centre  de  courbure.  Enfin  le  cercle  qui 
a  ce  dernier  point  pour  centre ,  et  le  rayon  de  courbure 
pour  rayon ,  se  nomme  cercle  de  courbure  ou  cercle  oscu- 
lateur.  Il  touche  évidemment  la  courbe  donnée,  puisqu'il  a 
même  normale  et  même  tangente ,  il  a  la  même  courbure 
qu'elle ,  et  tourne  sa  concavité  du  même  côté. 

129.  La  courbure  -j-  et  le  rayon  de  courbure  p  peuvent 

être  présentés  sous  diverses  formes  qu'il  est  bon  de  con- 
naître. 

1°.  En  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  aura 

tangr  =  db  j^',     T  =  ±  arc  tang  jr\ 

et  par  suite ,  l'équation 

ï  .    dr 

P  ds 

donnera 


i  =  ±    -^ r  =  ±r"cOsV=r±il^i 

P  (i+/a)T  sec^r 


d'où 


y" 


A  l'inspection  de  cette  dernière  formule  on  reconnaît  im- 
médiatement, 1°  que  la  courbure  devient  nulle  et  le  rayon 
de  courbure  infini  toutes  les  fois  quej^"  se  réduit  à  o  :  alors 
le  cercle  osculateur  se  transforme  en  une  droite  et  se  con- 
fond avec  la  tangente.  C'est  ce  quia  lieu,  par  exemple, 
pour  tous  les  points  d'inflexion  dans  le  voisinage  desquels 
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les  fonctions  y'  ex  y"  restent  continues  par  rapport  à  x. 
a°  Si  pour  un  certain  point  la  valeur  àjày"  devenait  infi-^ 
nie,  sans  quje  la  tangente  fut  perpendiculaire  à  Taxe  des  x, 
la  courbure  serait  elle-même  infinie  et  le  rayon  de  cour- 
bure s^évanouirait  ;  3®  si  les  quantités  y',  j^"  devenaient 

toutes  deux  infinies,  la  fraction^ ^— ^  se  présenterait 

sous  une  forme  indéterminée;  mais  on  pourrait  fixer  sa 
véritable  valeur  à  Taide  des  principes  que  nous  avons  éta- 
blis; 4^  si  Tune  des  fonctions  j^',  y"  devient  discontinue 
et  change  brusquement  de  valeur ,  il  en  sera  de  même  du 
rayon  de  courbure  \  cette  circonstance  peut  se  présenter, 
par  exemple,  aux  points  saillants  d'une  courbe. 
Exemples  : 

y  ^=.xl\  +arc  tang-  J, 
jr  =  j:»f  I +arc  tang-  k     pour    ^  =  o. 

Si  Von  se  rappelle  que  la  normale  N  est  égale  à 


y 


COSr 

on  trouvera 


=rV^ï+r'* 


on  détermine  facilement,  à  Taide  de  cette  dernière  équa- 
tion, les  rayons  de  courbure  de  plusieurs  courbes. 
i"  Exemple: 

Cette  courbe  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hy- 
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perbole,  suivant  que  la  quantité  q  sera  négative,  nulle,  ou 
positive* 

En  diâere^tiant  cette  équation ,  on  trouve 

y  y'  =p  +  qx^    r  V  =p^  +  2/?^^-f-^»x»  =/?»  +  qy^ , 


TéquationjO  =  ±  -y— donnera  donc |0=—.  Si  Ton  re- 
met pour  N  sa  vajeur 

on  aura 

Si  dans  cette  formule  on  fait  o:  =  o ,  il  vient  p  =  p» 

Ainsi ,  dans  Tellipse ,  la  parabole  et  l'hyperbole ,  le  rayon 
de  courbure  correspondant  à  l'extrémité  du  grand  axe, 
ou  à  l'extrémité  de  l'axe  réel,  est  équivalent  à  la  quantité 
p  qu'on  nonune  le  paramétre. 

Si  là  courbe  proposée  se  réduit  à  la  parabolej^*=:2^x, 
on^9  =  b,et 


-( 


i-f 


t 


P 

2»«  Exemple  :  L'ellipse  ou  l'hyperbole  —  ±*^  =  ±:i . 
On  trouve 


¥^  =  o.    r"  =  ±^ 

rV'==F*4. 
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/  puis  y  en  remettant  pour  N  sa  valeur, 

^   =  ^ Â "  =  Â 

ab  ab 

Si  Ton  considère  en  particulier  Tellipse  —  +  ^  =  i ,  on 
trouve ,  pour  le  rayon  de  courbure  à  rextrëmîté  de  Taxe  a, 
|P  =  — ,  et  pour  le  rayon  de  courbure  à  rextrémité  de 


a» 


3"*®  Exemple  :  La  cycloïde.  Nous  avons  trouvé 


y 


d'où 

et  par  suite, 

Ainsi ,  dans  la  cycloïde ,  le  rayon  de  courbui'e  est  double 
de  la  normale  ;  par  conséquent  ce  rayon  de  courbure  s'é- 
vanouit avec  la  normale,  et  la  courbure  est  infinie  dans  tous 
les  points  où  la  cycloïde  rencontre  la  base,  c'est-à-dire 
dans  tous  les  points  de  rebroussement,  tandis  qu'à  chacun 
des  sommets  le  rayon  de  courbure  devient  égal  au  double 
du  diamètre  du  cercle  générateur. 

130.  Si  l'on  cesse  de  prendre  l'abscisse  x  pour  variable 
indépendante,  on  trouvera 

taiigT  =  ±^,     r  =  ±:  arc  tang ^., 
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et  réquation  -  =  ±  —donnera 

j^nz  j—  ^nz  -7-3  . 

^  {dx^+dx-y 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prendra  Tare  s  pour  varia- 
ble indëpendanle,  Téquation  dx*  +rf^'  =  J5*  donnera 

dx  d^x  +  djrd*jr  =  o , 
et  Ton  en  condura 


d\y_       d*x  _dxd*x  >^  dyd^x \/{d^xY-i-{d^xY 

dx   '^        dy'^     dx^-^dy^        ~"  \/dx^-\-dy^ 


on  aura  donc  dans  ce  cas 


P  ds^  '^Wds^J        \^V  J  * 

131.  LorsquW  veut  appli<juer  ces  formules  à  la  déter- 
mination du  rayon  de  courbure  d'une  courbe,  il  faut 
commencer  par  exprimer  les  différentielles  dx^  d^x^  dy^ 
d*yj  en  fonction  des  coordonnées  et  de  la  différentielle 
delà  variable  indépendante.  On  se  trouvera  dispensé,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  faire  un  calcul  de  cette  espèce , 
si  Ton  emploie  la  formule  générale  que  nous  allons  établir. 

Soit  u  =  f  (x^y)=o^  l'équation  de  la  courbe  donnée  : 
on  aura ,  en  différentiant  deux  fois , 


du  .     ^  du  . 

—  ^ix  *+•  —  dy  =  o , 

dx       ^dy    ^  ' 

du  .  du  .  fd^u  ,  7.d*u  ,    .        d*u   ,     \ 

tix  dy     -^  \dx*         ^ dxdy       -^^dy*    -^    )  ' 
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et  par  conséquent 
dy^       dx_  dyd^x-^dxd^y ,  {dx*  +  dy*Y 

r~f;¥^r  [(^)v(j)-f 

yfdu\'  .  (du^-^^*^        *y     J 
[u)-^(^)] 

En  substituant  dans  la  valeur  de  p  et  remplaçant  les  dif- 
férentieUes  dx^  dy^  par  les  quantités  proportionnelles 

du,         du  ,   ^ 

-7- ,  —  3- ,  on  trouvera  définitivement  . 
dy         dx 

[du^d^u        du  du  d*u         /d»Yd*u 


</»  Y  d^u 
I  ^A^K^xJ  ^*      ^  dx  dy  dxdy  ^^  \dx  ).  dy^ 

KiHÏJf 


P 


Si  les  variables  x,  j^  étaieut  séparées  daq^  l'équation 
u  =  o ,  c'est-à-dire  si  la  fouction  u  se  composait  de  deux 
parties,  dont  Tune  renfermait  la  seule  variable  a:,  et  l'au- 
tre la  seule  variable  j^,  on  aurait 

d*u  _ 
dxdy  "~ 


et 


duyd^u   .    fdu\^d^u 


/'du\*d*u       /du 
\^J  dx^       \dx 


^  rfdii\'     /duyx^ 


mh  (I)"] 

3i  Ton  applique  cetteformule  aux  courbes  citées  plus  haut , 
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on  retrouvera  immédiatement  les  valeurs  déjà  obtenues 
pour  p. 

Nota,  p  en  une  quantité  absolue ,  une  longueur  *,  il  fau- 
dra donc,  dans  les  équations  qui  précèdent,  réduire  le 
double  signe  ±  au  signe  +  ou  au  signe  — ,  de  manière  à 
obtenir  pour  p  une  valeur  toujours  positive. 

132.  Si  (fig'  20)  à  partir  du  point  (x^y)  on  porte  sur 
la  courbe  donnée  et  sur  sa  tangente,  prolongée  dans  le 
sens  de  Tare  s ,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites 
MM',  MM, ,  représentées  par  i ,  on  trouvera ,  pour  les 
coordonnées  de  l'extrémité  M,  de  la  deuxième  longueur, 

,   .dx  dy 

vèP  pour  les  coordonnées  de  l'extrémité  M' delà  première  ^ 

I  et  J  désignant  des  quantités  infiniment  petites  \  car  eu 
supposant  que  les  coordonnées  x  exy  étant  exprimées  en 
fonction  de  l'arc  5  pris  pour  variable  indépendante ,  on  ait 

les  coordonnées  a?',  y^  correspondantes  à  5  +  t  seront 

1  •  3 

dx    ,    I*    (  d^x   .    ,\ 

=  ^  +  '^+7:^(^+7 

y'^x  (H-0  =  AS  W  +  iid  W  +  7^  [  ;k"  W  +  J  ] 
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Cela  posé ,  i^  la  droite  M.M'  qui  joindra  les  extrénùiës  de 
ces  longueurs,  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la 
tangente,  ou  sensiblement  normale  à  la  couil>e.  En  effet, 
en  appelant  a.,  S^  les  angles  que  cette  droite  fait  avec  les 
axes  des  a:  et  desj^;  a,  S  les  angles  de  la  tangente  arec 
ces  mêmes  axes ,  on  a 

cos  «X  cos^x 

ou ,  à  très  peu  près , 

cos  «I        cos  ^x 

on  a  d'ailleurs  rigoureusement 

cos« cosC 

dx  djr 

.  De  plus,  en  différentîant  Téquation  dx*  +  dy*  =  ds^^  et 
regardant  l'arc  s  comme  variable  indépendante ,  on  aura 

dxd^x  +  djrd^y  =  o, 

et  en  substituant  pour  dx^  dy^  d^'x^  d^y^  les  quantités 
prop  ortionnelles 

COS«,       cos  C,       cos  4x»       COSb,, 

cos£t  cos  «1  +  cosC  cos^c  =  o  : 

or  cette  dernière  équation  exprime  que  la  droite  M, M' 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  *,  donc,  etc. 

2®.  Si  nous  appelons  à  la  longueur  M«M',  nous  aurons 

/=r[(^r+.)v(^+,)-f, 

et  par  suite 


i* 


m>mi 


7  =  lini.  — îT, 
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Mais  en  prenant,  comme  nous  Pavons  supposé,  Tare  s 
pour  variable  indépendante ,  et  désignant  par  p  le  rayon 
de  courbure,  on  a 

1 


on  aura  donc 


'  mMm'1 


I» 


p  =  lim.  — ^. 


En  conséquence,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  en  un  point  donné ,  il  suffit  de  porter  sur  cette 
courbe  et  sur  sa  tangente  prolongée  dans  le  même  sens , 
des  longueurs  égales  et  infiniment  petites ,  et  de  diviser 
le  carré  de  Tune  d'elles  par  le  double  de  la  distance  com- 
prise entre  leurs  extrémités;  la  limite  du  quotient  est  la 
valeur  exacte  du  rayon  de  courbure. 

Corollaire.  En  appelant  X,  fji  les  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  normale  à  la  courbe,  au  point  x^j'^  et  remar- 
quant que  ces  angles  sont,  comme  on  vient  de  le  prouver, 
sensiblement  égaux  à  a^ ,  Si ,  ou  sont  les  limites  des  deux 
angles  «i ,  Si ,  on  trouvera  rigoureusement,  en  prenant 
l'arc  5 pour  variable  indépendante, 


cos  A 


_COSf€ ,    I 


ds-       ds-  y\dFj  ^K'dF) 

,      d*x  dW 

et  par  smte      cos  a  =  ±  p  --— ,     cos  a  =  do.  p  —r- . 

135.  Le  centre  de  courbure  correspondant  à  un  point 
(x,  y) ,  sera  placé  par  rapport  à  ce  point  du  côté  des  y 
positifs,  ou  du  côté  des j^ négatifs,  suivant  que  la  valeur 

du  rapport  —,  r  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  le  demi- 
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axe  des  x  positifs ,  déterminé  par  Féquation  tang  r  =  — , 

sera  elle-même  positive  ou  négative.  En  effet ,  le  centre 
de  courbure  étant  le  point  d^intersection  de  deux  nor^ 
maies  infiniment  voisines ,  il  est  clair  que  la  courbe  tour- 
nera toujours  sa  concavité  vers  ce, même  centre.  Or  la 
courbe  tourne  sa  concavité  du  côté  des  j"  positifs  lorsque 
la  valeur  dey"  est  positive,  du  côté  dfes  ^  négatifs  dans 
le  cas  contraire  ^  donc  aussi  le  centre  de  courbure  sera 
situé  par  rapport  au  point  M  du  côté  desy  positiÊ ,  ou  du 
côté  des  j'  négatifs ,  suivant  que  la  valeur  de  jr*'  sera  posi- 
tive ou  négative. 

dr  r" 

D^ailleurs,  l'équation  ^-  =     \^    ,^  nous  montre  que 

dr  .  ,  *  . 

—  et  jr"  étant  des  quantités  de  même  signe ,  on  pourra 

évidemment  consulter  le  signe  de  la  première  au  lieu  du 
signe  de  la  seconde  ;  donc ,  etc. 

D  est  bon  d'observer,  i^  que  la  valeur  et  le  signe  dû 

rapport  —  restent  les  mêmes  quelle  que  soit  la  variable 

indépendante  ;  2°  que  ce  que  nous  venons  dédire  s'appli- 
que non-seulement  à  l'angle  t  ,  mais  encore  à  l'Un  quel- 
conque des  angles  déterminés  par  l'équation  6=rarc  tangj^', 
qui  ne  diflèrent  de  t  que  par  des  quantités  constantes. 
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Détermination  analytique  du  centre  de  courbure. — Théorie  des  développées 

et  des  développantes. 


iZÂ.  Soit  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane 
correspondant  au  point  (pc^j)^  et  ^,  yjles  coordonnées  du 
centre  de  courbure  :  ce  centre  n'étant  autre,  chose  que 
l'extrémité  du  rayon  p  porté  sur  la  normale  à  partir  du 
point  {pc<)  y)^  et  du  côté  vers  lequel  la  courbe  tourne  sa 
concavité,  ses  coordonnées  | ,  m  vérifieront  l'équation  de 
la  normale  ;  on  aura  donc 

et  de  plus 

on  tire  de  ces  équations 

I— ^_.      n—y  __^  [(g  — x)*4-(y— 7)']^  =:H- Ji 

djr      '~'  dx  \/dx^  +  dy^  ^^ 

En  ayant  égard  à  l'équation  -  =  ±  — ,   et  se   rappelant 

que  le  centre  de  courbure  sera  situé  par  rapport  au  point 
ipc^y)^  du  côté  des  y  positifs  ou  négatifs,  ou  que  la  dif- 

férencej^  —  yjsera  négative  ou  positive,  suivant  que  — 
sera  une  quantité  positive  ou  négative  ,  et  que  par  consé- 
quent y  —  y?  et .—  sont  des  quantités  de  signes  contraires, 
T.  i.  16 
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on  trouvera 

i — ^__ n — X  ^ L 

tfy  dx  rfr' 

Ces  deux  équations  serviront  dans  tous  les  cas  à  détermi- 
ner les  coordonnées  ^ ,  yj  du  centre  de  courbure.  Si  Ton 
prend  x  pour  variable  indépendante,  on  aura 


dr  y"  dr        drdx         i  /' 

dx        1  +  /'*'      dy       dx  dy       y*        '+/'*' 

t     -_     r'('-«-.y'')     ,     ,._  '+/" 

Si  Ton  cesse  de  prendre  x  pour  variable  indépendante , 
Péquation  tang  t  =j^'  donnera 

dr     dy dxd^y  —  dyd*x 

cos*T  éir  rfo:*  ' 

I  dxd^y-'^dyd^x dxd^y '-^dyd^x 

^        I  -f-  tang*  T  S*  5r»^JP^^       ' 

et  par  conséquent 

dxd^y^-^'dyd^x^  dx  d^jr^'^^yd^x 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  cPx  et  la 
seconde  par  d*y^  et  ajoutant,  on  trouverait 

(g  —  x)  d^x  +  {n  — y)  d^y  =  dx*  +  dy""  =  ds* , 

ou 

,^  .  d^x        ,  ^d^y 

11  serait  facile  d'établir  directement  cette  équation,  qu'on 
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^eut  mettre  sous  la  forme 

5  —  X    d*x  .  1»  -*-  r    d^Y 
fî  ds^^^      p        ^  ds* 

m 

rn  {-—X  -91 Y  .        .  d^X  d*Y 

en  effet,  -y-  et  -y-,  ainsi  que  p  — ,  p  ^,  expri- 
ment également ,  lorsqu'on  prend  l'arc  s  pour  variable 
indépendante ,  les  cosinus  des  angles  X,  fi  que  la  normale 
prolongée  vers  le  centre  de  courbure  fait  avec  les  axes  ; 
de  sorte  que  Téquation  précédente  se  réduit  à  l'équation 
identique 

CCS  "A  +  cos'^  =  I . 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  l'arc  s  pour  variable 
indépendante ,  les  équations 

.  d*x  d  *r 

I— jr=pcosA=p»  — ,     n  —  y  =  pcos/*=p»^, 

donnent ,  en  mettant  pour  p  '  sa  valeur  (n®  130) , 

I 

^   ""  "df»j?Y     / dy  Y ' 


ds^  )        \ds^ 
dx^A-dY^  dx^-^dY^ 

• 

135.  On  peut  enfin  parvenir  à  des  équations  qui  ex- 
priment immédiatement  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  au  mtoyen  des  coordonnées  x,  y  et  des  dérivées 
partielles  de  l'équation  de  la  courbe,  m=o.  En  effet,  les 
équations 

du,  du 

donnent 

S — X  __  n — X _[l — x)d^X'\'(in — y)dy 

du  du  du  .       ,  du   ,^  ' 

—  -—  — -  rf*a?-f-  -7-  dy 

dx  dy  dx  dy  , 

16.. 
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mais  nous  avons  trouvé 

du  ,  du  ,  .  f  d^u    ,  d^u    ,     ,     .  rf*«   ,    \ 

(  l—x)  d\x  +  (9  —  y)d^y  =  dx*  +  dx*i 

on  aura  donc  aussi 

I-— x  ■_  n'-^x  dx^ '\' djr* 

du    "^     du     ■"        d*u   ,        I        d^û~~     .   d*u  ,    ,' 

--—  -—  dj?*  -4-  2 dxdy  -4-         dy  * 

dx  df  dx^  ^^     dxdy       '^  ^  dy^  -^ 

puis,  en  substituant  aux  différentielles  ^,  £^  les  quantités 

du  du       ,^  .  .  lï 

^,  —  ^  qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles, 

on  trouvera 

fduy  ,    /duV 


\dx)+\dp) 


du  du  /du\*d^u         dudud^u 

^  ^X  \^y  )  ^*-        dxdy  dxdy 


,  ^  ,  ^_5:si.^(-)-- 


[+(ê)'(l)"f 


lorsque  dans  Téquation  i/=o  les  variables  a?,  j-  sontsépa- 

d^U  ^     o  1 

rées,  on  a  =  o ,  et  la  formule  précédente  se  réduit  à 

(du^      rdu\^ 


du  du  /dnV'd^u        fdu^d^u 

dx  dy  \^yj  ^*       \^J  dy^ 


Au  moyen  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formules , 
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on  déterminera  immédiatement  les  coordonnées  | ,  tj  du 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  (jc,  y)  et  le 
rayon  de  courbure  p.  r 

i36.  Nous  avons  trouvé  que  les  coordonnées  et  Ip  rayon 
de  courbure  vérifiaient  toujoui*s  les  trois  équations 

f  a—^Y  +  (9  — r)*=  PS  {i—a:)dx+{fi  —  y)dy  =  o, 
^  ^  \  {l—x)d^x  +  («  —  y)d^r  —  dx^  —  dy^  =  o, 

qui  suffisent  pour  déterminer  ces  trois  inconnues  en  fonc* 
tien  de  j:,  y.  Il  est  essentiel  de  remarcpier  que  l'on  re- 
trouve la  deuxième  et  la  troisième  équation  lorsqu'on 
différentie  la  première  et  la  deuxième ,  comme  si  les  deux 
inconnues  |,  >?,  étaient  des  quantités  constantes. 

Lorsque  le  point  {pc^y)  vient  à  se  déplacer  sur  la  courbe 
donnée,  le  centre  de  courbure  se  déplace  en  même  temps. 
Si  le  premier  point  se  meut  d'une  manière  continue  sur  la 
courbe  dont  il  s'agit,  le  deuxième  décrira  une  nouvelle 
courbe.  Or  pour  obtenir  l'équation  de  cette  dernière,  il 
suffira  évidemment  d'éliminer  x^j  entre  l'équation  m  =  o 
et  deux  des  équations  qui  déterminent  $ ,  »? ,  par  exemple, 


{i—x)dx'^fi—x)dj=Oy  {l—x)d^x+{n-x)d^x—dx^—dy^=zo, 

o,u(n°135) 

{ — X  _  ^ — y  _ 

du  du 

dx  djr 

L'équation  résultant  de  l'élimination  ne  renfermera  plus 
que  les  deux  variables  | ,  y?  et  représentera  précisément  la 
ligne  qui  sera  le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de 
courbure  de  la  courbe  donnée.  En  supposant  que  x  ^y^ 
dx^  djy  d*x^  d^Jt  etc. ,  tiennent  la  place  de  leurs  va- 
leurs en  ^,  y?  dans  les  équations  (a),  ces  équations  appar- 
tiennent évidemment  à  la  ligne  lieu  de  tous  les  centres 
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de  courbure  ;  les  différentieUesde  ces  équations  lui  appar- 
tiendront donc  également.  Or,  si  Ton  différentie  les  deux 
premières,  et  si  l'on  supprime  les  termes  qui  s'évanouis- 
sent en  vertu  de  la  seconde  et  de  la  troisième,  on  trouvera 


(g  — x)di  +  (v  — 7)fl?v  =  pdp^      didx  +  diidx=:o 


^ 


cette  dernière  équation  exprime  que  les  tangentes  menées 
à  la  courbe  donnée  par  le  point  (j:  ,  j^) ,  et  à  la  nouvelle 
courbe  par  le  point  (| ,  >?),  sont  perpendiculaires  entre 
elles ,  ou  que  la  normale  à  la  courbe  donnée  est  parallèle 
à  la  tangente  à  la  seconde  courbe.  Par  conséquent ,  le 
rayon  de  courbure  qui  coïncide  avec  la  normale ,  et  vient 
aboutir  au  point  (|,  yj),  sera  en  ce  dernier  point  tangent 
à  la  seconde  courbe. 

Déplus,  si  l'on  nomme  a  l'arc  de  cette  nouvelle  courbe 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  $,  >? ,  on 
aura 


et  l'on  tirera  des  équations 


(I  —  j?)  rfj?  +  («  ""^)  dy  =:  Oy     d^dx  -^  dtjdj-  ^=  o, 
(I  —  x)di+  (9  — x)  ^*J  =  P^P^ 
di  df,         {%—x)dl+{n—y}dn         .\/'dV+d^' 


i  —  ^     1 — X  p*  p 

dp I-  ^^ 

"~     P  p' 

On  trouvera  par  suite 

dp=:±do-^      rf(pqp<r)z=o, 

OU  en  faisant,  pour  plus  de  commodité,  j&qpcr=q?(jr:), 
La  dérivée  de   la  fonction  cf(x)  étant   toujours  nulle, 
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cette  fonction  sera  constante  et  son  accroissement  tou- 
jours ëgal  à  zéro,  puisque  l'on  a 

on  a  donc  enfin  Ap  zp  Aa  =  o,     Ap  =  ±i  Aa, 

Cette  équation  prouve  que  Tare  Aa  renfermé  entre  deux 
points  de  la  nouvelle  courbe  est  égal,  au  signe  près,  à  la 
différence  des  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à  ces 
deux  points.  Ajoutons  que  le  signe  du  deuxième  membre 
de  Téquation  Ap  =  ±i  Acr  sera  le  signe  du  deuxième  mem- 
bre des  équations 

f!!^  —  -4-  ^ — ^      ?^  —  ±  *>  —  ^ 


dœ  fi  di 


P 


la- 


Les  premiers  membres  — ,    —  sont  les  cosinus  des  angles 

que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  pro- 
longée dans  le  sens   de  Tare  (7*,  les  seconds  membres 

— — ,  —  sont  les  cosinus  des  an£;les  que  fait  avec  les 

mêmes  axes  le  rayon  de  courbure  mené  du  point  (x ,  j)  au 
point  I ,  y?  ^  on  en  conclura  facilement  que  Tare  a  et  le 
rayon  p  croîtront  simultanément  ou  que  Ton  aura  Ap=Aay 
si  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  prolongée  dans  le  sens 
de  l'arc  (7,  coïncide  non  pas  avec  le  rayon  p,  mais  avec  le 
prolongement  de  ce  rayon  au-delà  du  point  Ç ,  rj ,  tandis 
que  dans  Thypotlièse  contraire  le  rayon  p  venant  à  croître, 
l'arc  a  diminuera,  et  l'on  aura  Ap  =  —  A<t. 

137.  Cela  posé,  concevons  (fig-  2i)  qu'un  fil  inexten- 
sible ,  fixé  par  une  de  ses  extrémités  /x ,  et  d'une  longueur 
égale  à  celle  du  rayon  de  courbure  p,  soit  d'abord  appliqué 
sur  ce  rayon  ^  puis  que  ce  même  fil  restant  toujours  tendu 
vienne  à  se  mouvoir  de  telle  sorte  qu'une  partie  s'enroule 
sur  l'arc  ifc  A(7  compris  entre  le  point  |^  ou  (|,  w)  et  le 
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point  f*'  OU  (I  +  AÇ ,  19  +  A19).  L'autre  partie  qui  restera 
droite  et  touchera  la  nouvelle  courbe  CC  au  point  fx',  aura 
évidemment  la  longueur  du  rayon  de  courbure  à  ce  point , 
puisque  dans  le  cas  dont  il  s'agit 

Aff"  = —  Ap,        M'/«'  =  M'/«  — ^'  =  p  —  Ao-  =  p+  Ap  =  p', 

et  par  conséc^uent  celle  des  extrémités  du  fil  qui  coïnci- 
dait d'abord  avec  le  point  Mou(j: ,  j)  coïncidera  actuelle- 
ment avec  le  point  M' ou  (x-^Ax^j  +  Ay)  situé  sur  la 
courbe  A  A' 5  comme  notre  raisonnement  subsiste,  quelle 
que  soit  la  longueur  de  l'arc  A<7,  nous  devons  en  conclure 
que  le  fil  inextensible ,  en  même  temps  qu'il  s'enroule 
sur  la  nouvelle  courbe,  décrit,  par  son  extrémité  mobile, 
la  courbe  donnée. 

La  même  courbe  se  trouvera  encore  décrite.,  mais  en 
sens  contraire,  si ,  après  s'être  enroulé  sur  l'arc  dz  Ao",  le 
fil  se  meut  de  manière  à  revenir  à  sa  position  primitive. 
Dans  ce.  mouvement,  la  portion  du  fil  qui  s'était  appli* 
quée  sur  l'arc  ±:  Ac  se  développera  de  nouveau  en  ligne 
droite.  On  appelle  déi^eloppée  (l'une  courbe  donnée  AA', 
la  courbe  CC  dont  les  arcs  se  développent  en  ligne  droite 
sur  le  rayon  de  courbure  de  la  première ,  et  qui ,  comme 
nous  venons  de  l'expliquer,  peut  servir  au  tracé  de  la 
courbe  donnée  A  A'.  Au  contraire ,  la  première  courbe  dé- 
crite par  l'extrémité  mobile  du  fil  enroulé  sur  la  seconde 
est  la  développante  de  celle-ci. 

158.  i"  Application,  Supposons  qu'il  s'agisse  de  trou- 
ver le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  cycloïde ,  repré- 
sentée par  le  système  des  équations 

jr  =  R  («  —  sin  •),     j  =  R(i  —  cos«), 

nous  prendrons,  pour  éliminer  :c ,  j^,  les  deux  équations 

dr  dx 
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dans  le  cas  dont  il  s'agit 

dy  Rsin«»  sin« 

tansr  =  -^  =  — ; r  = 

^*  dx      R(f — cos«)       I — cos«» 

2sin-cos—      cos- 

2         2  2  m 

= =: '=:COt-, 

m  ,    m  2 

2Sin*-  srn- 

2  2 

ce  qui   exige  que  t  soit  de  la  forme  ib  /itt  H ,  on 

aura  donc 

^^  % 01  I 

T  =  31  /tir  H 9      rfr  =  —  -  a* , 

2  2 

-f-=— 2Rsin*,     -7"=  —  2R(i — cosâ»), 
dr  dr 

et  par  suite 

Izzzx  +  !iK  miâf  =  R(«  +  sin«), 

1»  =  ^—  2R(i  —  cos*)  =±:  —  R(f  —-  cos<n); 

si  nous  posons  co  =  œ'  +  it ,  il  viendra 

{  —  srR  =  R(«»'  —  sinVi),     v  -f-  aR  =  B.(i  -r-  cos*'). 

Telles  sont  les  deux  équations  dont  Tensemble  représen- 
tera la  développée ,  ou  qui ,  par  Télimination  de  x ,  con- 
duiront à  Téquation  de  la  développée.  Celte  courbe  passe 
évidemment  par  le  point  qui ,  répondant  à  œ  =  o ,  co'  =  tt  , 
a  pour  coordonnées  |  =  ttR  ,  y?  =  —  2R ,  et  n'est  autre 
chose  que  le  centre  de  courbure  correspondant  à  l'ordon- 
née maximum  de  la  première  branche  de  la  cycloïde. 
Transportons  l'origine  en  ce  point ,  en  changeant  |  en 
I  +  ttR  ,  ifj  en  73  —  2R  :  les  équations  de  la  développée 
sont  alors 

|=R(<w' — sin<v'),     if  =  R(i — cos*'); 
et  comme  elles  sont  toutes  pareilles  aux  équations  de  la 
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cycloïde  donnée,  nous  en  conclurons  qu'une  cycloïde  a 
pour  développée  une  autre  cycloïde  de  même  forme  et 
de  mêmes  dimensions  dont  les  points  de  rebroussement 
coïncident  avec  les  centres  de  courbure  correspondant 
aux  points  milieux  des  diverses  branches  de  la  première. 
Ajoutons  que  les  points  de  rebroussement  de  la  première 
sont  en  même  temps  les  points  milieux  des  diverses  bran- 
ches de  la  deuxième,  et  que  la  base  delà  deuxième  cy- 
cloïde se  confond  avec  la  droite  qui  a  pour  équation 
j^  =  —  ^R.  Il  serait  facile  d'établir  les  équations 

{  =  dr-|-aRsin4>,     »  =— j, 

en  partant  du  principe  démontré  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  cycloïde  est  double  de  la  normale,  quand  la  base 
est  prise  pour  axe  des  oc.  En  eflfet,  en  vertu  de  ce  principe, 
le  milieu  du  rayon  de  courbure  M/x  {fig*  2a),  c'est-à-dire 

le  point  qui  a  pour  coordonnées  — : — ,"^- ,  coïncide 

avec  le  point  dans  lequel  la  base  est  touchée  par  le  cercle 
générateur  dont  l'ordonnée  est  nulle  et  dont  l'abscisse  est 
Rû)  =:  or  -t-  R  sinw.  On  a  donc 

^^  =  ;r+Rsin«,     ^1+1  =  0, 

4'où  l'on  déduit  immédiatement  les  équations  cherchées. 
On  peut  même ,  sans  recourir  à  ces  formules ,  et  à  l'aide 
du  seul  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  déterminer 
la  nature  de  la  courbe  qui  sert  de  développée  à  la  cycloïde. 
Pour  y  parvenir,  décrivons  (^fig*  22)  avec  le  rayon  R 
deux  cercles  égaux  qui  aient  leurs  centres  placés  sur  l'axe 
desj^,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  x^ 
et  qui  touchent  ce  dernier  axe  à  l'origine  des  coordonnées. 
Concevons  ensuite  que  l'on  fasse  rouler  ces  deux  cercles , 
le  premier  sur  l'axe  des  x ,  le  deuxième  sur  la  droite  pa- 


VINGT-QUATRIÈME    LEÇON.  sSï 

rallèley  =:  —  aR ,  de  manière  qu'ils  ne  cessent  pas  d'a- 
voir Taxe  des  arpour  tangente  commune.  Les  rayons  qui 
dans  le  premier  instant  aboutissaient  à  Torigine  des  coor- 
données, tourneront  autour  des  centres  des  deux  cercles 
et  décriront  en  même  temps  des  angles  égaux ,  d'où  il  ré- 
sulte, 1°  que  ces  rayons  CM  et  yix  seront  toujours  paral- 
lèles; 2®  que  la  droite  M|x  qui  joindra  leurs  extrémités, 
passera  par  le  point  de  contact  et  sera  divisée  en  ce  point 
en  deux  parties  égales.  Or  la  partie  MN  comprise  dans  le 
premier  cercle  sera  évidemment  la  normale  delà  cycloïde 
proposée  que  décrira  le  premier  rayon  ;  donc  le  rayon  de 
courbure  de  cette  courbe  égal  au  double  de  la  normale, 
coïncidera  nécessairement  avec  la  droite  entière  M[i. ,  et  le 
centre  de  courbure  avec  l'extrémité  du  second  rayon  y^i  5 
donc  le  lieu  des  centres  de  courbure  ou  la  développée  de 
la  même  c<)tu4>e  sera  précisément  la  seconde  cycloïde  dé- 
crite par  cette  extrémité. 

Corollaire.  L'arc  Afx  de  la  cycloïde  est  égal  au  rayon  de 
courbui*e  Mji* ,  et  par  conséquent  la  demi-cycloïde  entière 

AA'  =  A'D  =  4R.  En  général,  Afx  =  d  ==  2 1/2%^-,  la 
cycloïde  est  une  courbe  rectifiable. 

2"*®  application.  Considérons  l'ellipse  représentée  par 
l'équation 

J^  +  F  =  '' 


OU 


d'où 


2V«*  *•  / 


d»        X        du        y        d^u         i 
d^u         I  d^u  

du\^  d^u    ^   ( du\  d^a i     f  x^   ^   y* 


fdu 


â*'"V/ir.J     //*pa"~" /»a/.a    l  y,a"'"Aa    ) '^ 


dyj    dx*^\dxj    dy^       a^b*  \a*^^  b*  J       a*b* 


aSa 

CALCUL 

la  formule 

du 

du    ~ 

dx 

df 

donnera 

\^)  dx^  "^  \dx)  dy^ 


•(i-)='-a-)=-('-^+"'« 


=  — û*H -— :f*=— 6*H n— ^> 

a*  ^* 

d'où  Ton  tire 

X  a»  '  y  b^      -^ 

Si,  en  supposant  que  a  soit  le  grand  axe  de  Fellipse,  on 

pose 

a* — 6*  a^^'b* 

A  =  — — ,     B=— i— , 


on  trouvera 


i=  +  l 


a7  '     6""     Vb 


En  substituant  ces  valeurs  de  - ,  ~  dans  Téquation 

x^   ,  y^ 
il  vient 


a»    •   6»  "^^ 


i)*+(iy=' 


Telle  est  donc  l'équation  de  la  développée  de  Tellipse.  On 
peut  ]a  transformer  de  manière  à  ce  qu'elle  ne  renferme 
que  des  puissances  entières  des  variables.  En  effet,  après 
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avoir  élevé  chacun  des  deux  membres  à  la  troisième  puis- 
sance, on  en  tirera  ^ 

-$-i^=<âna^(i7]=KËj. 

et  par  suite 

On  conclura  aisément  de  ces  équations,  que  la  développée 
de  l'ellipse  {fig>  ^3)  est  xme  courbe  fermée ,  divisible  en 
quatre  parties  superposables  par  deux  axes  qui  coïncident, 
comme  ceux  de  l'ellipse ,  avec  les  axes  coordonnés  et  qui 
rencontrent  cette  développée  en  quatre  points  dont  les  dis- 
tances, à  l'origine,  sont  A  et  B.  Ajoutons  que  chacune  de 
ces  parties  de  la  développée  touche  les  axes  en  les  rencon- 
trant, et  qu'en  conséquence  chacun  des  points  de  rencontre 
a,  a',  6,  6',  est  pour  cette  courbe  un  point  de  rebrous- 
sement.  Les  rayons  de  courbure,  aux  sommets,  sont  re- 

présentes  respectivement  par  —  et  -r. 

3™®  Application  :  à  l'hyperbole  —  —  ^  =  ^  • 
On  reconnaîtra  que  l'équation  de  la  développée  se  ré- 
duit ,  en  posant  A  = ,  d  =  — 7 — ,  a 


A 


D-a)=-°"['-(i^-F)ï=-"ï-^- 

et  l'on  conclut  de  ces  équations  que  la  développée  de  l'hy- 
perbole {fig-  24)  est  xme  courbe  qui  s'étend  à  l'infini ,  qui 
se  trouve  divisée  par  les  axes  des  coordonnées  en  quatre  par- 
tie» égales ,  et  qui  se  compose  de  deux  branches  séparées , 
dont  chacune  a  un  point  de  rebroussement  situé  sur  le  pro- 
longement de  l'axe  réel  de  l'hyperbole,  à  la  distance  A  de 


égal  à  — . 
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Torigine.  Le  rayon  de  courbure  au  sommet  de  Vtae  réel 
est 

^^^jipplication  :  à  la  parabole  j^'  =  apx^ 

d'où 

du  du  d*u  J*u  d*u 

T"^^'  d^ •^'  5^—^^  5p-"~'^  d^^^' 

donc 

P  y  P^  P  ^ 

Y^  f  "^P  -    •!- 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  y^  =  npx^  on 
trouvera 

On  reconnaîtra  facilement  que  cette  développée  (Jig*  25) 
s'étend  à  l'infini  du  côté  des  x  positives,  qu'elle  a  pour 
axe  l'axe  de  la  parabole  et  qu'elle  rencontre  cet  axe  en  le 
touchant  au  point  dont  l'abscisse  est  p*  Ce  point  est  un 
point  de  rebroussement  ;  si  l'on  y  transporte  l'origine  des 
coordonnées  en  changeant  |  en  f  +  /?  5  l'équation  de  la 
développée  deviendra 

_3 

3     JL    i.  /2\*    ^^J.     1 

et  il  en  résulte  que  toute  parabole  du  second  degré  a  pour 
développée  une  autre  parabole  du  degré  j  ou  |. 
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Du  contact  des  courbes.  —  De  Tordre  de  ce  contact. 


139.  On  dit  que  deux  courbes  se  touchent  lorsqu'elles  ont 
un  point  de  commun  et  une  tangente  commune.  De  plus , 
lorsque  deux  courbes  A"B",  A'B'  touchent  la  courbe  AB  au 
même  poii^t  M,  la  courbe  A'B',  qui  passe  entre  les  deux 
autres ,  est  regardée  comme  ayant  avec  la  courbe  AB  un 
contact  plus  intime  que  la  courbe  A"B".  Les  géomètres 
distinguent  ainsi  des  contacts  de  divers  ordres ,  que  Ton 
parvient  facilement  à  définir  au  moyen  de  la  considération 
des  coefficients  différentiels  ou  fonctions  dérivées. 

Soient  j^  =  F(jc),  y  =  fix)-,  les  équations  de  deux 
courbes  rapportées  à  des  coordonnées  rectangulaires.  Sup- 
posons que  X  soit  Tabscisse  d'un  point  commun  à  ces  deux 
courbes  \  les  ordonnées  correspondantes  à  une  abscisse  voi- 
sine X  +  A  seront  respectivement 


F(.)+^F'(x)+^F"H +  rifc^FOW 
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Si  elles  ont  une  tangente  commune  au  point  x^y^  on  aura 
en  ce  point,  non-seulement  F(x)  =  f{pc)^  mais  encore 
F'(x)  =  f'{pc)\  et  il  sera  certain  qu'aucune  autre  ligne 
y  z=  (f(x)  ne  pourra  passer  entre  les  courbes  proposées,  à 
moins  que  Toii  n'ait  également  9'(^)=*F'(jc)=/'(j:).  En 
eflfet,  la  différence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes 
proposées  correspondantes  kx+h  peut  être  exprimée  par 

I  •  2 

tandis  que  si  la  condition  dont  il  s'agit  n'avait  pas  lieu , 
la  différence  entre  l'ordonnée  de  la  troisième  courbe  et 
celle  de  la  première  serait  exprimée  par 

[F.'(x  +  eh)  —  (p'{jr  -f  a'A) .]  h . 

Or  il  est  visible  que  quand  h  est  très  petit,  la  seconde  dif- 
férence est  plus  grande  que  la  précédente  ;  donc  la  courbe 
y  =  (f(x)  ne  passe  pas  entre  les  deux  premières. 

On  dit  de  deux  lignes  qui  ont  un  point  commun  et  pour 
lesquelles  le  coeflScient  différentiel  du  premier  ordre  a  la 
même  valeur  en  ce  point ,  qu'elles  ont  entre  elles  un  con- 
tact du  premier  ordre. 

140.  Admettons  maintenant  que  pour  les  deux  courbes 
proposées  les  coefficients  différentiels  des  deux  premiers 
ordres  aient  des  valeurs  communes,  la  différence  des  or- 
données de  ces  courbes  qui  répondait  à  l'abscisse  a:  -f-  A , 
sera  exprimée  par 

-^  [F> + ok)  -/"(x + n}], 

tandis  que  pour  une  troisième  courbe  y  =  y(x),  qui  ne 
satisferait  pas  à  la  même  condition,  mais  qui  toucherait 
cependant  la  première ,  la  différence  des  coordonnées  se- 
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rait  exprimée  par 


1.2 


fit  lorsque  h  est  très  petit ,  celte  seconde  diflférence  est 
plus  grande  que  la  première^  la  troisième  courbe  ne 
pourra  donc  jamais  passer  entre  les  deux  premières,  que 
l'on  dit  avoir  entre  elles  un  contact  du  second  ordre.  On 
dit  aussi ,  dans  ce  cas ,  que  les  deux  courbes  sont  oscu- 
latrices,  parce  qu'en  sus  de  la  tangente  commiuie  elles  ont 
évidemment  le  même  cercle  osculateur.  En  eflFet,  la  di- 
rection de  la  tangente ,  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
culateur ne  dépendent,  comme  nous  l'avons  vu,  que  des 
deux  premières  dérivées  y\  y'\  qui  ici,  par  hypothèse , 
sont  égales;  donc ,  etc. 

Réciproquement ,  si  deux  courbes  ont  en  un  point  com- 
mun même  tangente  et  même  cercle  osculateur,  leur  con- 
tact sera  du  second  ordre ,  parce  que  les  deux  premières 
dérivées  auront  nécessairement  la  même  valeur. 

1-41 .  Considérons  {^fig'  26)  deux  courbes  qui  se  touchent 
en  un  point  donné  M  ;  si  du  point  de  contact  comme  centre 
et  avec  im  rayon  infiniment  petit,  on  décrit  un  cercle ,  ce 
cercle  coupera  les  deux  courbes  en  deux  points  très  voi- 
sins l'un  de  l'autre  P  et  Q ,  et  le  rapprochement  plus  ou 
moins  considérable  des  deux  courbes  à  la  distance  i  du 
point  de  contact,  aura  évidemment  pour  mesure  la  lon- 
gueur infiniment  petite  PQ ,  comprise  entre  les  deux  points 
dont  il  s'agit,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  PQ 
de  l'arc  de  grand  cercle  renfermé  entre  les  deux  courbes  5 
si  nous  appelons  co  l'angle  très  petit  compris  entre  les 
rayons  menés  à  ses  extrémités ,  cet  arc  et  sa  corde  seront 

respectivement  mesurés  par  les  produits  zo) ,  ii  sin  -.  Si  les 

deux  courbes  changent  de  forme,   de  telle  manière  que, 
se  touchant  toujours  au  point  donné,  elles  se  rapprochent 
T.  I.  17 


t 
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davantage  Tune  de  Tautre  dans  le  voisinage  de  ce  poilit^ 

les  valeurs  de  l'expression  21  sin  -  diminueront  nécessai^ 

rément ,  ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  1 ,  représentée 
par  Cl),  diminuera  elle-même.  Si  au  contraire  le  rappro- 
chement des  deux  courbes  devient  moindre ,  les  valeurs  de 
tù  croîtront  nécessairement,  de  sorte  que  le  rapproche- 
ment des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  considérable 
suivant  que  les  valeurs  de  o),  correspondantes  à  de  très 
petites  valeurs  de  / ,  seront  plus  ou  moins  petites.  Dès-lors 
on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  i®*".  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 
donné,  et  que  l'on  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points 
situés  à  la  distance  infiniment  petite  i  du  point  de  con- 
tact ,  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes ,  dans  le 
voisinagede  ce  point,  sera  d'autant  plus  considérable  que 
Tordre  de  la  quantité  infiniment  petite  a>  sera  plus  élevé  : 
en  effet ,  cette  quantité  co  sera  d'autant  plus  petite  que  son 
ordre  sera  plus  élevé. 

Cela  posé ,  il  est  naturel  de  prendre  l'ordre  de  la  quan- 
tité infiniment  petite  co  considérée  comme  fonction  de  la 
base  I ,  pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  l'ordre  de 
contact  des  deux  courbes.  Soit  a  cet  ordr*e^  puisque  le 

SID'—  ta 

rapport     ,  '     a  l'unité  pour  limite,  le  produit 

»  sioxâr  .   » 

; — —   =  2  Sm- 

sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a , 

tandis  que  les  expressions  iû),  2/ sin-  seront  dès,  quanti- 

tés  infiniment  petites  de  l'ordre  a  -}-  i,  donc  : 

Théorème  2™®.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en 
un  point  donné,  l'ordre  du  contact  est  inférieur  d'une 
imité  à  l'ordre  de  la  quantité   infiniment  petite  qui  re- 
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présente  la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux 
couii>es,  également  éloignés  du  point  de  contact ,  et  dont 
la  distance  à  ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  Il  est  bon  d'observer  que  la  droite  qui  unit  ces 
deux  points  étant  la  base  d^un  triangle  isoscèle  MPQ ,  et 
opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  o) ,  sera  sensi- 
blement perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce  triangle ,  et 
par  suite  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes ,  tan- 
gente dont  les  deux  côtés  diffèrent  très  peu.  La  surface  du 
triangle  est  d'ailleurs  égale  au  produit  {  i*  sin  co  et  par  con- 
séquent à  une  quantité  infiniment  petite  dont  Tordre  a -f-a 
surpasse  de  deux  unités  Tordre  du  contact  des  courbes. 
1-42.  Concevons  maintenant   qu'après  avoir  décrit  du 
point  M,  avec  le  rayon  infiniment  petit  MP  =  MQ  =  i , 
un  arc  de  cercle ,  on  mène  par  le  point  P  une  droite  PS  qui 
fasse  avec  la  tangente  commune  un  angle  y.  Dans  le  trian- 
gle PQS,  le  côté  QS,  sensiblement  parallèle  à  la  tan- 
gente comniune ,  parce  qu'il  coïncide  avec  une  corde  dont 
les    extrémités  situées  sur  Tune  des  courbes  sont  très 
voisines  du  point  de  contact ,  formera  évidemment  avec 
les  deux  autres  côtés  PQ ,  PS  deux  aijgles  finis  dont  le  pre- 
mier différera  très  pçu  d'un  angle  droit,  et  le  second  de 
l'angle  y,  on  aura  donc,  en  désignant  par  e  et  e'  deux 
quantités  infiniment  petites, 

sin(j±.j  sing±.)  ^ 

PS=    .  )     .     ,\  PQ-   ,    ;    V.  ;.2/sm-. 
sm(yrE;f')  sin(y±i  ;  ?. 

Déplus,  si  l'on  abaisse  du  point  M  sur  PS  la  perpendi- 
culaire MR ,  l'angle  MPS  étant  sensiblement  égal  à  y ,  on 

aura 

MR  =  MP  sin(y  ±t'')  =  î  sin(y  ±  «''); 

or  les  valeurs  de  PS  et  de  MR  prouvent,  i^que  si  w  et  ôinco 
sont  des  infiniment  petit»  de  Tordre  a ,  c'est-à-dire  que  si 

17.. 
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les  courbes  données  ont  entre  elles  un  contact  de  Votdt& 
a,  la  distance  PS  sera  un  infiniment  petit  de  Tordre 
a+ 1  •,  2°  que  cet  ordre  ne  variera  pas  si,  au  lieu  de  pren-* 
dre  pour  base  Finfiniment  petit  du  premier  ordre  MP=  i , 
on  prenait  pour  base  la  perpendiculaire  MR,  puisque 
cette  perpendiculaire  est  elle-même  im  infiniment  petit 
du  premier  ordre  dans  le  système  dont  la  base  est  MP 
ou  li  On  conclut  inmiédiatetnent  de  cette  remarque  le 
théorème  qui  suit  : 

Théorème  3™*.  L'ordre  de  Contact  de  deux  courbes 
planes  qui  se  touchent  en  un  point  M ,  est  inférieur  d'une 
unit^  à  Tordre  de  la  distance  infiniment  petite  comprise 
entre  les  deux  points  P  et  S ,  où  les  deux  courbes  sont 
rencontrées  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  fini  avec 
la  tangente  commune ,  dans  tout  système  où  la  distance 
du  point  de  contact  à  la  sécante  dont  il  s'agit  est  un  infini- 
ment petit  dii  premier  ordre. 

\4i5.  Si  les  deux  courbes  sont  représentées  par  deux 
équations  entre  des  coordonnées  rectangulaires  ou  obli- 
ques, et  si  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à  Taxe 
des  jr^  alors ,  en  supposant  la  sécante  parallèle  à  ce  même 
axe,  on  déduira  du  théorème  3™^  la  proposition  Crante  : 

Théorème  4™*«  Pour  obtenir  Tordre  de  contact  de  deux 
courbes  planes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tan- 
gente commune  n'est  pas  parallèle  à  Taxe  des  j^,  il  suffit 
de  mener  une  ordonnée  très  voisine  du  point  de  contact 
et  de  chercher  le  nombre  qui  représente  Tordre  de  la 
portion  infiniment  petite  de  cette  ordonnée  comprise  en- 
tre les  deux  courbes  dans  le  cas  où  Ton  considère  la  dis- 
tance du  point  de  contact  à  l'ordonnée  comme  infini- 
ment petite  du  premier  ordre  ^  ce  nombre  diminué  d'une 
unité  indique  Tordre  de  contact  cherché. 

Corollaire  i".  Soient    y  =  f{x)^    y  =  F  (a:), 
les   équations  des  deux  courbes  planes,  elles  aiu*ont  un 
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point  commun  correspondant  à  une  valeur  donnée  dejr,  et 
en  ce  point  une  tangente  commune  non  parallèle  à  Taxe 
desjr^  si  pour  la  valeur  donnée  de  x  les  équations  des  deux 
courbes  fournissent  des  valeurs  égales  et  finies ,  non-seu- 
lement de  l'ordonnée  y,  mais  encore  de  sa  dérivée  y» 
Dans  cette  hypothèse,  U  diflerence  F(af)r-"y*(jc)  qui  s'é- 
vanouira pour  la  valeur  de  x  relative  au  point  conmiun , 
deviendra  infiniment  petite  quand  x  recevra  un  accrois- 
sement infiniment  petit  ^  et  si  l'on  considère  cet  accrois- 
sement comme  étant  du  premier  ordre,  l'ordre  de  la 
quantité  infiniment  petite  qui  représentera  la  nouvelle 
valeur  de  F(.r)  —  fix)  surpassera  d'une  unité  l'ordre  de 
contact  des  deux  courbes. 

Dès-lors,  si  les  deux  courbes  se  touchent  en  un  point 
de  l'axe  des  y^  mais  sans  avoir  cet  axe  pour  tangente 
conmiune ,  il  suffira ,  pour  déterminer  l'ordre  du  contact , 
de  chercher  le  nombre  qui  indiquera  l'ordre  de  la  différ 
rence  F  (a:)  —  f{p^)^  ^^  considérant  l'abscisse  x  comme 
une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  On  re- 
connaîtra, par  exemple,  que  les  parabolesj^= j:',  j^==j:^ 
ont,  à  l'origine,  un  contact  du  premier  ordre,  les  para- 
bolesy  =  x'*+', y  =  x""*"  un  contact  de  l'ordre»,  les 

deux  courbes  j*  =  x^^y=x^    un    contact   de  l'ordre 

1 1=1 

Corollaire  2™®.  Si  deux  courbes  ont  un  point  commun 
correspondant  à  l'abscisse  a: ,  et  en  ce  point  une  tangente 
conmiune  non  parallèle  à  l'axe  des  j",  avec  un  contact  de 
l'ordre  a,  la  différence  F(x)  —  f{^)  sera  nulle ^  et  si 
l'on  désigne  par  2  un  accroissement  infiniment  petit  du 
premier  ordre  attribué  à  l'abscisse  x ,  l'expression 

sera  (corollaire  i*^*^)  un  infiniment  petit  de  Tordre  a  +  i, 
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et  par  conséquent,  en  désignant  par  n  le  nombre  entier 
égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a, 

sera  (n®  26)  la  première  des  expression8F(jc+i)— ^(j:-J-i), 
F'(a:-|-i) — f\^'¥-i)'i  •  •  •  etc. ,  qui  cessera  de  s'évanouir 
aveci,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  F<"+'>(a:) — ^y^""*"^(x). 
sera  la  première  des  différences 

Y{x)  —f{x),     ¥\x)  —f\x),  etc 

qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  o.  Par  conséquent 
les  dérivées  successives  j^',^". . .  jusqu'à  celle  dont  l'or- 
dre coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  immédiate- 
ment supérieur  à  l'ordre  du  contact,  conserveront  les 
mêmes  valeurs  dans  le  passage  d'une  des  courbes  à  l'autre. 
Donc  aussi  lorsque  l'ordre  de  contact  sera  un  nombre  en- 
tier, il  suffira,  pour  le  déterminer,  de  chercher  quelle  est 
la  dernière  des  équations 

/(x)  =  F(x),    /'(ar)=F'(x),    /"(:r)  =F"(x),.  .  . 

qui  se  trouve  vérifiée  par  l'abscisse  du  point  de  contact  \ 
l'ordre  des  dérivées  comprises  dans  cette  dernière  équation 
sera  précisément  le  nombre  demandé. 

Si  la  tangente  commune  était  parallèle  à  l'axe  des  j^,  il 
faudrait,  dans  les  théorèmes  et  corollaires  qui  précèdent, 
changer  x  en  y^  et  réciproquement. 

144.  Dans  l'application  du  troisième  théorème,  on 
pourra  prendre  pour  sécante  la  ligne  qui  joindrait  les  ex- 
trémités de  deux  longueurs  égales  et  infiniment  petites 
portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du  point  de  contact , 
puisque  l'angle  formé  par  cette  ligne  avec  la  tangente 
commune,  a  pour  limite  l'angle  droite  on  arrivera  ainsi 
à  un  nouveau  théorème  : 

Théorème  5"^.  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux 


courbes  qui  se  touchent  eu  un  point  donné,  il  suffit  4e 
chercher  le  nombre  qui  représente  Tondre  ç^e  la  distance 
infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux 
longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du 
point  de  contact,  dans  le  cas  où  ces  mêmes  longueurs 
deviennent  infiniment  petites  du  premier  ordre  ;  le  nom- 
bre dont  il  s'agit,  diminué  d'une  unité,  indique  toujours 
l'ordi-e  du  contact. 

Corollaire.  En  désignant  par  x,  /,  et  ^,  yj  les  coor- 
données des  extrémités  des  dei^x  longueurs  égales  entre 
elles  et  à  /,  par  c^  la  distance  de  ce6  «extrémités ,  par  a  le 
contact  des  courbes ,  on  aura 

^=  \/i^'—Sy+  (/  —  »;)% 

et  puisque  â  doit  être  infiniment  petit  de  l'ordre  a  H-  i , 
il  faudra  que  les  deux  différences  x  —  ^ ,  j^  —  m  soient 
elles-mêmes  de  l'ordre  a  -J-  i ,  ou  que  du  moins  l'iuie  soit 
de  cet  ordre ,  l'autre  étant  d'un  ordre  plus  élevé ,  ce  qui 
exige,  en  appelant  n  le  nombre  entier  égal  ou  inmiédia- 
tement  supérieur  à  a ,  que  des  expressions 

d{x—S)        d^{œ—i)  d-{x—q    .^«+x(x— f) 

"^^^^     dT''  ~ir-    '•••     di-    '     di-^^    ' 

•^~'''         di       '  di-       ''    •  5F~'         di-^^       ' 

les  deux  dernières,  ou  au  moins  l'une  d'entre  elles,  soient 
^s  seules  qui  cessent  de  s'évanouir  pour  /  ==:  o.  Soient 
il!ailleurs  ^  et  a  les  arcs  des  deux  courbes  renfermés  entre 
4^ux  points  fixes  et  les  points  mobiles  (a:,  j^),  (Ç,  yj),  on 
,aMi:a  di  =  ds  =  «icr,  puisque  les  trois  variables  i,  5  et  a 
dijBfèrent  entre  elles  de  quantités  constantes,  et  l'on  pourra 
dè^lors,  ^ux  expressions  qui  précèdent,  substituer  (n**  91) 
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les  suivantes 

^      dx 
'-^'     ds- 

di 

d^X          rf»f 

d^' 

d>»            rf(r*  ' 

rf»a?       rf"Ç        rf»+«a:       rf^+^f 

ds""     .  dT""  '     //*»  +  «        €i^»+«' 

dx 

^-"   ds- 

dfi 
dfr' 

qui  devront  être  toutes  nulles,,  à  l'exception  de  Tune  au 
moins  des  deux  dernières  ;  et  Ton  pourra  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

145.  Théorème  &^^.  Etant  données  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  (x,  j"),  si  l'on  considère  les  coordon- 
nées X ,  j*  de  chacune  d'elles  commQ  des  fonctions  de  l'arc  5 
pris  pour  variable  indépendante,  et  prolongé  dan3  le 
même  sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point  de 
contact,  les  dérivées  successives 


dx     d*x 

d^x 

dy 

d^y     d^x 

ds'    ds*' 

ds^  •  ■  •  • 

ds' 

ds':  ds^'   ' 

jusqu'à  celles  dont  l'ordre  sera  indiqué  par  le  nombre  en- 
tier n  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  l'ordre  du  con- 
tact, ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à  la  seconde ,  tandis  que  des  deux  déri- 

vées  -  ^^^  ,     ,  ^^^  ,  l'une  au  moins  prendra  une  valeur 

nouvelle. 

146.  Du  théorème  qui  précède,  joint  aux  principes 
établis  dans  la  dix-neuvième  leçon ,  on  conclura  immédia- 
tement  que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  l'ordre  a ,  on  désigne  par  n  le  nombre  entier  égal  ou 
immédiatement  supérieur  à  û,  i^  les  n  premières  diflfé- 
rentielles  des  variables  x,  j^,  prises  relativement  à  une 
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fonction  quelconque  r  de  ces  variables ,  et  même  les  n 
premières  différentielles  d'une  fonction  quelconque  t  de 
ces  variables.,  prises  par  rapport  à  une  autre  fonction  ar- 
bitraire u  de  Ces  variables,  ne  changeront  pas  de  valeurs 
quand  on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde; 
a®  les  différentielles  de  l'ordre  /*  -H  i  de  ar ,  ^,  prises  par 
rapport  à  r,  ou  de  t  prises  par  rapport  à  u ,  changeront 
ordinairement  de  valeur  quand  on  passera  de  la  première 
courbe  à  la  seconde,  quoique  le  contraire  puisse  avoir 
lieu  dans  certains  cas  particuliers. 

Réciproquement,  si  les  dérivées  successives 

dx    d*x  d'^x     dy     d^y  d^y 

ds'  'd^'    "  ^'  d^*  IF'"'   dF 

ne  changent  pas  de  valeurs  quand  on  passe  de  la  pre- 
mière courbe  à  la  seconde,  ces  deux  courbes  auront  entre 
olles  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  tz. 

Dans  cette  hypothèse,  en  effet,  les  différences  x  —  |, 
/—•>},  considérées  comme  fonctions  de/,  s'évanouiront  avec 
I  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  celles  de  l'ordre  n  in- 
clusivement,  et  l'on  aura,    en  faisant  x—  ^  =  y  (/), 

X  "*"*^       Y  *^"*  V 

Cela  posé,  les  rapports  -y   -■ s'évanouissant avec 

i  tant  que  a  sera  plus  petit  que  /»  +  i ,   les  deux  diffé- 
rences a: —  Ç,  y — y},  ainsi  que  la  distance 

^=  \/{x—sy+{y—^y. 
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^rout  des  quantités  infiniment  petites  d'un  ordre  au 
moins  ^alà  n+i,  et  par  conséquent  les  deux  OMurbes 
auront  entre  elles  un  contact  d'un  ordre  aumœns^g^là  /i. 

147.  Si  deux  courbes  sont  telles  que  la  forme  et  la  po- 
sition de  la  première  étant  complètement  déterminées»  la 
forme  et  la.  position  de  la  deuxième  puiss^it  varier  av«€  les 
valeurs  de  plusieurs  constantes  arbitraires  a.,  at^.-.a^ com- 
prises dans  son  équation ,  on  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes arbitraires  a.,  a« ,...  «0;»,  ou  de  quelques-unes  d'en- 
tre eUes ,  de  manière  que  les  valeurs  de  jJbi^ieurs  termes 
consécutifs  de  la  suite  j^,  /'ï  J^%  •  •  •  J^^"^  restent  les  mêmes 
pour  l'abscisse  x  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à 
la  seconde.  Alors  la  seconde  courbe  aura,  au  point  (x^y)^ 
avec  la  première ,  un  contact  plus  ou  moins  intime ,  in- 
férieur d'une  unité  au  nombre  des  termes  qui  n'auront 
pas  changé  de  valeur,  ou  représenté  par  l'indice  .des  deux 
dernières  dérivées  égales.  Si  n  est  le  nombre  des  coiistantes  * 
de  la  deuxième  équation,  on  pourra  disposer  de  ces  n 
constantes  de  manière  à  ce  que  l'ordonnée  y:  et  les  (n — i) 
premières  dérivées  conservent  la  même  valeur  pour  les 
deux  courbes  \  de  sorte  que  parmi  les  valeurs  qu'on  peut 
attribuer ^ux  n  constantes  arbitraires  a,,  a,,. . .  a„,  ren- 
fermées dans  l'équation  f(x^  ^y^^a^^  a^^  ...  a„)  =  o,  il 
existe  généralement  un  système  pour  lequel  la  courbe  re- 
présentée par  cette  équation  acquiert  avec  une  courbe  don- 
née F(j:,  j^,  z)  =  o ,  au  point  dont  l'abscisse  est  or ,  un 
contact  d'un  ordre  au  moins  égal  au  nombre  n  —  i . 
n  est  évident  d'ailleurs  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  constantes  pour  lesquels  le  contact  entre  les 
deux  courbes  est  d'un  ordre  inférieur  à  /»  —  i . 

On  détermine  le  système  des  valeurs  des  constantes, 
pour  lequel  le  contact  est  de  l'ordre  n  —  i ,  à  l'aide  des  n 
équations  que  l'on  obtient  en  exprimant  que  l'équa- 
tion fiXi-ij^t  û„  at, . . .  a„)  =  o  et  ses  w  —  i  équations 
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dilS^rendelles  snccessives 

df   .       ,df 

df  df  d^f  T.d^f  d}f 

df  df  d^-'f 

rf^.  ^^djr/  ^'^dx--^^  ^ °' 

sont  satisfaites  lorsqu'à  la  place  des  variables  ar, ,  j^i,  et     * 
de  leurs  différentielles,  on  met  x^  y  ^X  les  différentielles 
ir ,  dy,..^  relatives  à  la  courbe  F(j:,  y)  =  o,  quelle  que 
soit  d'ailleurs  lai  variable  indépendante. 

Pour  obtenir  des  systèmes  de  valeurs  de  a. ,  a« ,  . . .  a„, 
qui  établissent  entre  la  courbe  donnée  F(a:,j^)  =  o  etla 
courbe  f(x^ ,  y, ,  a, ,  a^  ...  a„)  =:  o  uù  contact  d'un  or- 
dre inférieur  ii  iz  -^  i ,  il  suffit  de  conserver  quelques-unes 
des  équations  de  condidon. 

i®"^  Exemple,  Supposons  que  l'équation  d'une  courbe 
présente  trois  constantes  arbitraires ,  on  pourra  disposer 
de  ces  constantes  de  manière  à  ce  que  cette  courbe  ait  un 
contact  du  deuxième  ordre  ayec  une  autre  courbe  don- 
née. Pour  cela,  en  effet,  soit 

/(^.»  yx>  «o  «»>  û3)  =  o 

l'équation  de  la  courbe  dont  il  s'agit  ^  en  la  différentiant 
deux  fois,  on  aura 

•<</  ^  df    , 

-—  dx,  ^  ^  dy^  =  o , 

dx,  dy^ 

d^f .  ,         ^d^f  d^  f  df  df 

et  pour  établir  qu'entre  cette  courbe  et  une  autre  courbe 
donnée  F(a:,  ^)  =  o  il  y  aura  un  contact  du  deuxième 
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ordre,  il  suffit  d'exprimer  4]ueoe8éq[iiAtioiis 
sont  satufidtes  quand,  avec  les  ooordcmnéeB  dn  pdnt 
conuct,  on  y  met  pourdbr,,  d^i»  ^*^n  ^Jty  leBnInn| 
des  quantité  dx^  djr,  d^x,  d^y^  tûrées  de  TÂpuAki! 
F  (x,  /)  =  o.  On  obtient  ainsi  trois  équations^ 

dai^^^^    dxdy       '^^ dj*  '^  ^dx    ^^  é^     ^     ^ 

dont  on  pourra  tirer  les  valeurs  des  constaiiles  a.,  Oti  ^f 
en  fonction  des  coordonnées  x,  y  du  point  de  contact.  Li 
substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquation 

.y 
/(«^i  y  ri>  «M  ««f  «3)  =  o , 

conduira  i  Téquation  de  la  courbe  oscnlatrice*  ' 

i«r  Exemple.  S'il  s'agit  d'un  cercle  dont  le  point  (|,  «) 
soit  le  centre  et  p  le  rayon,  et  dont  l'équation  soit 


pour  le  rendre  osculateur de  la  courbe  au  point  x^y^^ 
faudra  déterminer  les  trois  arbitraires  $ ,  y? ,  p,  au  moyen 
des  trois  équations 

(j:  — e)«-|.(jr_„).=:p»;  {x—i)dx  +  {x  —  n)dy  —  o\ 
{x  —  i)d*X'J^{y  —  ti)d*y'^dx^'\rdy^  =  o, 


ce  que  nous  savions 

a™*  Exemple.  Concevons  que  la  courbe 

/(^i>  Xn  û, ,  ûa,  ...  an)  =  o 

soit  une  courbe  parabolique  dont  l'ordonûée  est  expn 
mée  par  une  fonction  entière  de  ar ,  de  sorte  que  Ton  ^ 

jr,  =  flo +  «xa:,  4-fl,jr;  •4-...  +  an -a  J?r"+^«-»^r'î 

\ 
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il   tn  prenant  Xi  pour  variable  indépendante  /on  trouvera 

7*=  a^a  +  2 . 3 .  «3  4?!  +  ...  etc. , 

/(•-•)=  i.a.3. ..  («  —  2)«„_,+  î  .2.3...  (/i— i)tf«.xa?,, 

En  substituant  dans  ces  équations  ky\  ^y\ . . .  j^,<"""'^  les  dé^ 
rivées  j^',^",  .  * .  j-^"-'^  tirées  de  Téquation  d'une  courbe 
donnée F(j:,j)  =  o,  on  déterminera  les  c6iistantes,.de 
manière  que  la  courbe  parabolique  ait  avec  cette  courbe 
un  contact  de  l'ordre  n  —  i .  On  obtiendra  très  simple- 
ment l'équation  de  cette  parabole,  en  éliminant  les  cons- 
tantes entre  les  n  équations  de  condition 

/=«,+2«,a>4-3«3^*+ . . . + {n — 2)û„. ,  a?"-^+(/l —  1  )«  „_,  ar»-» 

y'= ,  y"^ etc ,.    ... 

^*~0=::  1.2.3.  .  .  [n  —  !)««_,, 

et  Féquation 

y,  =:flo  +  fl,Xx+«aa?î +ûrn-,ar7-'. 

Pour  éliminer,  développons  le  deuxième  membre  de  cette 
dernière  équation  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
(a:,  — or)  5  en  remarcjuant  que  l'on  a,  quel  que  soit  m , 


m 


1         jt 
On  trouvera  ainsi 

.  ai+2aaa?+3«3^*...-f-(/2-i)ûf„_a:,'»~*- 

H ; ^^ (^i— ^)+ 


I.2.3...(/l  — 2)g,,a+T.2.3...(;i l)gn,,J?^  .   ^^ 

"^  .1.2.3...  (/i— 2)  ^^'-•^^ 

"^      i.2.3...(«— i)     ^•^■"'^^      ^ 
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et  en  ayatit  égard  aux  équations  de  condition , 

y               y" 
H Ç-7 T  (^.—4"""*  H r^-7 X  (^,— ^)-''. 

1.2.3... (/z  —  2)  I.2.3...(/l— i)^  '^ 

• 

Telle  est,  sous  une  forme  très  simple,  réqnationdelaccmrbe 
parabolique  du  degré  n  —  i ,  qui  a  en  un  point  donné 
(a: ,  y)  un  contact  de  l'ordre  n — i  avec  une  courbe  donnée. 
On  parvient  encore  à  cette  même  équation  de  la  ma- 
nière suivante  :  La  parabole  passant  parle  point  (x^y)^ 
son  équation*pourk*à  se  mettre  sous  la  forme 

et  pour  qu'eUe  ait  un  contact  de  l'ordre  n —  i  avec  la  courbe 
F(a:,  J-)  =  o ,  il  suffit  que  les  valeurs  de 

dxt     d*Xi  d^-y^ 

dx'    dxy    '    dx^-'' 


'  » 


correspondantes  k  x^  =  x  ^  savoir  :  «i,    1.2^], 
1.2.3...  (/i-^2)  a„_j,  1.2.3  ...  {n  —  i)fl„„,,  soient 
respectivement  égales  a  y,  y'\  ...  y  ^""'^  ;  on  aura  donc 


1.2  I.2,..(/l-2)  I.2..-(/ï-l} 

en  substituant  ces  valeurs  des  constantes  dans  l'équation 
de  la  parabole,  on  retrouve  l'équation  déjà  obtenue. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  n  =  2 ,  la  para- 
bole osculatrice  se  change  en  une  droite  dont  l'équation  est 

et  représente ,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  la  tangente 
au  point  (x,  y^  à  la  courbe  donnée. 

148.  Considérons  une  courbe  plane  dont  l'équation  soit 
j=^f{x),  So\enx{fig,  27)  Mo,  M  deux  points  pris  sur  cette 
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tourbe  et  correspondants  aux  abscisses  Xq^  X]  l'aire  A 
comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordon- 
nées j^oîJK?  ^st  une  fonction  de  Tabscisse  x  que  l'on  ne 
peut  déterminer  que  dans  un  petit  tlombre  de  cas  particu- 
liers, mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  différentielle. 

En  effet,  appelons  Ax  l'accroissement  attribué  à  la  va- 
riable or,  l'accroissement  correspondant  A  A  de  la  fonction 
A  représentera  l'élément  de  surface  renfermé  entre  la 
courbe,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées/'(x),/'(xH- Aa:). 
Si  d'ailleurs  f(x+6Ax)  et  y(a:H-9,Aa:)  sont  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  deux  ordonnées  de  la  courbe , 
dans  l'intervalle  Ax,  l'aire  A  A  sera  comprise  entre  les 
deux  produits 

ùx/(x  +  Bùx)  y    ùkX  f{x  +  6, Ax) , 
et  par  suite  — -  entre  les  deux  quantités 

f{x  +  Qùix),    /(x+e,Ax). 

Or  à  la  limite  ces  deux  quantités  deviennent  égales  en- 
tre elles  et  à  y  (x)  ]  on  aura  donc  aussi 

En  supposant  que  l'aire  A  croisse  avec  l'abscisse  x ,  on 
prendra  le  signe  •+-  quand  Tbrdonnée  j  sera  négative ,  le 
signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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Usage  des  coordonnées  polaires  poar  la  détermination  de  la  tangente,  do 
Parc ,  du  rayon  de  courbure  et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  plane. 


149..  Nous  prendrons  pour  coordonnées  polaires,  i**  le 
rayon  vecteur  menéde  Torigine  au  poîntquelconque  (x,  y), 
rayon  vecteur  qui  sera  toujours  pour  nous  une  quantité 
positive  5  a**  l'angle  u  que  fait  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe 
des  X  positifs  ;  l'angle  u  sera  positif  lorsque  le  rayon  r 
se  sera  mû  de  droite  à  gauche ,  négatif  dans  le  cas  con* 
traire  ^  cet  angle  peut  d'ailleurs  accpiérir  toutes  les  valeurs 
possibles.  On  a  généralement 

X  •=:  r  cos  Uj     jr  =z  r  sin  a. 

Pour  transformer  une  formule  quelconque  en  coordon- 
nées polaires ,  il  suffira  de  substituer  dans  cette  formule , 
à  la  place  des  coordonnées  x,  j^,  de  leurs  dérivées  et  de 
leurs  différentielles ,  leurs  valeurs  tirées  de  ces  deux  équa- 
tions. 

I®'  Exemple  :  On  demande  de  déterminer  en  coordon- 
nées polaires  l'angle  t,  que  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque fait  avec  l'axe  des  x.  On  a 

du 
df sin  tt  ar  -)-  /•  cos  udu °  dr 

dx       cos  u  dr —  r  sin  udu  rdu  * 

I— tangw  — 

du         tansr  —  taneu 

r  —  =  — -5 ^^^—  =  tîing  (t—u\ 

dr        I -}- tangrtangtt  ^^  ' 
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donc 

.  .  du  ,  .         dr 

tang  (t —  «)  =  /•—-,     cot  (  r  —  a)  =  — —, . 
^  ^  '  dr    •  ^  '        rdu 

Si,  en  considérant  ii  comme  variable  indépendante,  onde-* 
signait  par  r\  r"  les  dérivées  de  r  relatives  à  u ,  on  aurait 

tang  (r  —  II)  =  —,  cot  (t  —  m)=  —.11  serait  facile  dès- 
lors  de  trouver  l'équation  polaire  de  la  tangente  et  de  la 
normale.  L'équation  polaire  d'une  droite ,  qui  passe  par 
un  point  dont  les  coordonnées  polaires  sont  !/<,,  r^,  et 
qui  Élit  avec  le  demi-axe  des  x  positifs  l'angle  r ,  est 
r  rin  (m  —  t)  =  Tq  sîn  (i/©  —  r).   En  eflFet,  si  dans  l'é- 

q[uation  tang  t  = =^,  oh  substitue  pour  j:,j^,  x^^^y^^ 

leurs  valeurà ,  on  trouve 

sin  r       rsîn  u  —  /•_  sin  u^ 

tang  r  = = , 

^  CCS  r       r  ces  u-^r^  ces  u^ 

r  (sin  T  cos  m  —  sin  m  ces  t)  ==  r^  (sin  r  cos  u^  —  sin  u^  ces  r  ) , 

r  sin  (it — t)  =  To  sin  (tt©  — r). 

Cette  équation  est  susceptible  d'une  transformation  avan- 
tageuse. En  ejBfet,  on  a 

u  — r  =  (a— «o)  4-  («o — r) , 
sin  («— r) = sin  (a— Wo )  ces  («o  ' — r)  -|-  sin  [u^ — t) cos(a—  «o)  9 

et  jparce  que  rsin(M — T)==rosin(i/o — t), 

rsin(tf — Mo)  cos(ieo — r)-|-/"sin  («o — t)cos  (m — Wo)= ''o  sin(wo— ^)> 

cos(ko — r)  rsîn  (a  — u^)  =  sîn  (wo-*-^)  [''o -^ /•ces  (w  —  Wo)]  y 

rcos(u  —  Uo) — ro  cos(mo— r)  w  ^         ./  > 

r-7 ^— r — = ;— 7 -;=— cot(tto — r)=cot(T— tto); 

rsm(tt — Mo)  sin(wo — r)  v  »      /  v         oy, 

ainsi  l'équation  d'une  droite  qui  passant  par  un  point 
(«oî  ^o)^  fait  avec  l'axe  des  x  l'angle  t,  peut  se  mettre  sous 

la  forme [  ~"°^~^°  --  cot  (r  —  Mo)« 

rsin(tt  — «o) 

T.  T.  i8 
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Appliquons  ces  principes  à  la  tangente  à  une  court>èl 
au  point  (u,  r)^  désignons  par  v,  p  ses  coordonnées  cou^ 
rantes*,  son  équation  sera 

fîcosfw  —  u)' — r  ,  .       dr        r' 

1 ^--^ L.-_=:cot(r— «)=-—  =  -  ; 

p  sin  (tf  — u)  rdu       r 

telle  est  l'équation  polaire  de  la  tangente.   Pour  obtenir 
celle  de  là  normale,  il  suffit  évidemment  de  remplacer, 

dans  cette  équation ,  Tangle  t  par  l'angle  v  =  t  ±:  -5  on 

aura  donc ,  en  désignant  par  v ,  p  les  coordonnées  yaria- 
bles  de  la  normale , 

pcosfu  —  u)  —  r                      .           .                du            r 
r—, —. —  =  —  tang  (r  —  a)  =  —  r---  = -.. 

150.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  on  appelle 
sous-tangente  Sjla  partie  OT{fig.  28)  de  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  OM,  comprise  entre  l'origine  et  le 
point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  tangente  5  et 
sous-normale  S„  la  partie  ON  de  cette  perpendiculaire 
comprise  entre  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la  nor-ï 
maie  et  l'origine.  Les  longueurs  MT  =  TetMN  =  N 
seront  la  tangente  et  la  normale. 

Pour  calculer  plus  facilement  ces  diverses  longueurs , 
appelons  ce  l'angle  aigu  compris  entre  la  courbe  ou  la 
tangente  et  fa  perpendiculaire  MP  au  rayon  vecteur  OM  ; 

a  sera  l'angle  compris  entre  le  même  rayon  et  la 

tangente,  et  l'on  aura 


^  —  «  =  ±(7 u), 

tane:  <«  =  ni  cet  (r  —  a  )  =  rr:  — ;-  =  ±  —r-  =  3:  — . 
^  ^  ^  rdu  du  r 

De  plus ,   comme  tang  a  sera  une  quantité  essentielle- 
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ment  positive,  et  que  pour  de  très  petites  valeurs  de  Au 

Ar 
le  rapport  —  se  trouvera  toujours  affecté  de  même  si- 

dr 
gne  que  sa  limite  —  =  r' ,    on  devra ,   dans  Téquation 


r' 


tanga  =  ±:  — ,  prendre  le  signe  +  si  le  rayon  r  croît 

avec  II,  et  le   signe — dans  le  cas  contraire.  Enfin,   en 
partant  de  la  valeur  de  tang  a ,  on  trouve 


co$«=:H j      sin»  = 


Cela  posé,  le  triangle  rectangle  OMT  donne 

tangOTM  tang»  r'  dr  * 

OT  ^        .       z** 


cosOTM  '  r' ces  fit  * 


Le  triangle  ON  M  donne  de  la  même  manière 

^«_  OM  „  r  I     #         1    dr 

^^=1 T^îjïî,     S„= =  rtangce  =  ±r'=±  — , 

tangONM  cota  ^  du^ 

MN  =  V/0N»+0M* ,  N  =  Y/r*+^=  yj 


dr^-^-r^du* 
5tt*        ' 


151.  En  désignant  par  s  Tare  de  la  courbe  et  par  p 
le  rayon  de  courbure,  on  a,  comme  nous  l'avons  vu, 

1  dxd^Y—^dYd^x 

ds^z=zdx^^dx^,    -=±:^^—^ — ^^-j—, 

P  {dx*-^  dy*)  a 

Si  Ton  substitue  dans  ces  dernières  formules  les  valeurs 
de  X,  jr,  tirées  des  équations 

A'  =^  r  CCS  u  y     ^  =  r  sin  u , 

i8.. 
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on  trouvera  ^  apinès  les  réductions  eflTectuées, 

ds^=df*"{'r^du\  --=±  ^  uuur)-r\^»r^    »»  ;«»^ 

^  {dr^  +  r^du^f 

et  Ton  en  conclut,  en  prenant  u  pour  variable  indépen- 
dante, 

.^  f  (r«+r'«)T 

On  abrège  considérablement  les  calculs  qu^entraîne  cette 
substitution,  en  remplaçant  les  équations 

xzrrcosif,     ^=rsmify 

par  les  équations  équivalentes 


x  +  jK  —  i=rp  ,    a?— jK— i  =  iw 

En  effel,  en  prenant,  par  exemple,  u  pour  variable  in- 
dépendante ,  on  déduira  de  ces  équations 

dx-^dy  K  —  I  =:  \r'  +  r  V/^ — i  )e"      ""   «fa , 
^  — i/r  V/^  =  (r' — rV/^)  ^^  " ''^^' rfa, 

et  par  suite , 

»=  dx*r=du*(r^-^  r'*)- 


d:r»4-rfr*=^*==«^«*('**4-r'*),      --J^r'  +  r'»; 


de  plus, 

dxd^y  "^dy  d^x 

sera  le  coefficient  de  V^ — i  dans  le  produit 
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et  Ton  aura 

p=± r—^ 

Si  Ton  cessKsait  de  prendre  u  pour  variable  indépeudante , 
on  trouverait,  par  cette  méthode , 

dx*'+'  dy^  =  dr*  +  r*rftt*, 
dxd*y^^dyd*xz=,r{drd^ti''^dud*  r  )+(2  £ir*+  r*  û^*)  du^  etc. 

152.  Soient  maintenant  ^ ,  y?  les  coordonnées  rectangu- 
laires du  centre  de  courbure  correspondant  au  point  (x,j") 
et  Mj  5  Tx  les  coordonnées  polaires  du  même  centre ,  liées 
aux  premières  par  les  formules  Ç  =  r,  cos  w,,  >j  =  risini/j , 
on  aura ,  comme  nous  avons  vu  (n**  1 34) , 

dx  —^dy       dxd^y —^dy  d^x^ 

et  Ton  en  conclura 

y{n--y)'^x{i—x)  _  x{n—y)—y{è—x) 
ydx'-^xdy  xdx-^-ydy 

dx  d^y  —  «f/  rf*a7  ' 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

ix  +^^F  —  (x*  +  r  *)         ^9  — r  f  ^*  +  ^r* 

ydx'-^xdy  xdx+ydy       dxd^y-^dyd^x' 

Il  reste  à  substituer  les  coordonnées  polaires  aux  coor- 
donnnées  rectangulaires  \  or  les  équations 

y  u\/ — I  .  y U^ 1 

x  +  yv — \=.re    "^         ,     X — yV — i^^re  , 

dx  +  dy  \/^^  =  {dr  -{-rdu\/ — i  )e^     ""' , 
dx  --^  dy  y/ZZ^  =z[dr  —  r</«V^— 1)^~"  \ 
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donnent 

ydx'^xdx-=z  —  r^duy     xn'^yizzirr^^^u^  —  a), 

xdjf^ydx  zzirdr , 

et  par  conséquent, 

r,  CCS  (a, —  a)  —  r r,  sin  (a,  —  u) 

'—rdu,  dr 


r{drd^u — dud*r)'^{idr*+r^u*)du 

Si  Ton  prenait  u  pour  variable  indépendante ,  on  aurait 
simplement 

I cosftti  —  w)  =  -7  smfa,— a)  =  — 7- j^-. — : 


on  tire  de  cette  dernière  formule 


r^  +  r 


'a 


.a» 


r,sin(wx — tt)=r'  — 7- ^7— — : 

r,  cos  (u,  —  a)  =:  r ; r-^r-- —  , 

et  par  suite 

tang(ax  —  «)  =  —«,  ,,,  rf=      \     , — ^       i>   , ;^ -f 

ou  bien 

r,sin(ax  —  a)  =±  — ,  a  =  ±  p  sin  «, 


r,  cos  («x  —  a)  — r  =  ip 


—  -  p  =  ZC  p  cos  «. 


\  53.  n  serait  facile  de  parvenir  aux  équations  qui  don- 
nent le  rayon  du  cercle  osculateur  et  les  coordonnées  po- 


laires  du  centre  de  ço^bure,  en  partant  des  principes  que 
nous  avoirs  établis  su^  le  contf^çt  ^e^  courbes.  Eu  e^Tet,  le 
cercle  décrit  du  point  (m,,  r,)  comme  centre  avec  Iç  rayon 
p^  a  pour  équation 

r*—- 2rircos(ai  — a)  +rî  =  p*. 

Pour  qtie  cç  cercle  devienne  oçpuj^teur  d'une  courl^c 
4onnée  en  un  certain  point  pris  s}w  cette  courbe ,  c'est-à- 
dire,  pour  qu'il  acquière  en  ce  point  avec  la  courbe  \m 
contact  du  second  ordre ,  il  faudra  que  non-seulQp:iexit 
les  coordonnées  |^  et  r,  mais  encore  les  différentielles 
du^  d'u^  dr^  d^r  conservent  lès  mêmes  valeurs  relatives 
au  point  de  contact  dans  le  passage  du  cercle  à  la  courbe. 
En  d'autres  termes ,  les  valeurs  de  m  ,  Ja ,  rf'  m  ,  r,  dr^  d'^r^ 
tirées  des  équations  de  la  courbe ,  devront  satisfaire  à  l'é- 
quation du  cercle  osculateur  et  à  ses  équations  différen- 
tielles du  premier  et  du  deuxième  ordre.  D'ailleurs  ces 
trois  dernières  équations  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

[ Tx  sin (a  —  «x )]*  4-  [r,  ces [u  —  a,  )  —  r]*  =  p*, 
/Tx  sin(a  — «x )«?«—['•  cos( a  —  u^)  —  rjrfr  =  o, 

r,8in(u— a,)[r<i«u-f-a<fadrj— ■[rco8(a — Ui)— /"Kif^r — rdu^)z=.  ^[dr^+i'*du*). 

On  en  tirera 


rcosfu— «,)— r       r,  8in(«— -II,)      _(  [r,  si n («-«,)] »-f-[r,cos(a-tt, )-r]>  } -' 
rdu  dr  \/dF^T7^di^    ' 

f  r,6În(u-Ui){rd^u-^'2dudr)-lrtCOs(u-Ui)-r](d*r'rdu*) 

"'       {/"dr^-hr'du*  r{drd^u  ~  dud»r)  -f-  (2<Zr»  -f-  r»du*)du 

<//•'  H-  r  »  du* 
"~        r  {drd  *u  —  dud*r)  -♦-  {idr*  -f-  r  *du*)du' 

Cette  dernière  formide  contient  toutes  les  équations  que 
nous  avons  d'abord  obtenues. 

n  reste  à  montrer   quelques  applications.de  ces  for- 
mules générales. 


t 
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I®'  Exemple  :  Spîrale  d'Ârchimède ,  r=  «ii.  Sî  l'on 
désigne  par  b  le  rayon  vecteur  correspondant  à  u  3=  aTr , 

on  aura 

b  b\ 

ù=z^wa.     a  =z — ,      r  =  — m, 

et  la  spirale  pourra  être  considérée  comme  engendrée  par 
une  mobile ,  qui ,  en  même  temps  que  le  rayon  vecteur 
fait  une  révolution ,  parcourt  sur  ce  rayon  vecteur,  d'un 
mouvement  uniforme,  une  longueur  b.  On  aura,,  dans 
ce  cas  particulier , 

r'  =  fl,  r*'  =  o,  tangtf  =  cot(r  —  a)  =  —, 

Pour  M  =  o, 

I  5r  a 

rzzzOy  taiig«  =  cot^=  tanga,  =  -  =  00,   «  =  -,  p  =  r,^  -; 

o  22 

pour  M  =  00 , 
tang«  =  o,  otrzio,    taDg(u, — «)=-,    -=0,     r^  =  a. 

On  conclut  facilement  de  ces  valeurs ,  i^  que  la  spirale 
d'Archimède  touche,  à  l'origine  des  coordonnées,  le 
demi-axe  polaire  5  2*^  que  pour  des  valeurs  croissantes  de 

u  l'angle  a  et  la  courbure  -  décroissent  indéfiniment,  tan- 

P 

disque  la  valeur  de  r,  croît  sans  cesse ,  mais  de  manière  à 

rester  comprise  entre  les  limites  -  et  a-^  3^  que  pour  des 

valeurs  très  considérables  de  m,  le  rayon  Ti,  mené  de  l'ori- 
gine au  centre  de  courbure ,  est  sensiblement  égal  à  a  et 
sensiblement  perpendicidaire  au  rayon  vecteur  r.  En  éli- 


% 
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minant  a  entre  les  équations  qui  donnent  tang(u,  —  u) 
et  r^,  oji  obtiendrait  Fëquation  de  la  développée  de  la 
spirale  d'Archimède ,  développée  qui  est  elle-même  une 
nouvelle  spirale  offrant  un  point  d'arrêt  correspondant 

aux  coordonnées  r,  =  ~,  m,  =  -,  normale  en  ce  point  au 

2  2  * 

cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et  qui,  en  s'é- 
loignant  de  ce  même  cercle ,  fait  autour  de  l'origine  une 
infinité  de  révolutions,  de  manière  à  s'approcher  déplus 
en  plus  d'ini  second  cercle  concentrique  au  premier ,  et 
décrit  avec  un  rayon  deux  fois  plus  grand.  Comme  la  cir- 
conférence et  la  nouvelle  spirale  qui  s'en  approche  ne  se 
rencontreront  jamais ,  on  peut  dire  que  ces  deux  courbes 
sont  asymptotes  l'une  de  l'autre. 
2*"®  Exemple  : 

'  n'  a»       ' 

,          .ni        //(/2+ i)+a*       I 
taiig«=:cot(r — a)  =  -,      -=  — ^ — ; , 

pour  M  ==  o , 

tang«:=cotT= -,     «=-; 

02 

pour  w  =  00 , 

tangce  :^  o ,     <&  =  o,     tang(i£,  —  «)==-. 

o 

On  en  conclura  que  la  courbe  touche  à  l'origine  le 
demi-axe  polaire,  et  devient,  pour  de  grandes  valeurs 
de  w,  sensiblement  perpendiculaire  au  rayon  r.  Dans  la 
même  hypothèse  les  valeurs  de  p  et  de  r,  correspondan- 
tes à  des  valeurs  nulles  ou  infinies  de  l'angle  u ,  seront , 
comme  cet  angle ,  nulles  ou  infinies ,  à  moins  que  /i  =  i . 

3™®  Exemple  :  Spirale  hyperbolique ,  ainsi  nommée  à 
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raison  de  Tanalogie  de  son  équation  ru  =  a  (a  désignant 
une  constante  positive)  avec  celle  de  l'hyperbole  rappor- 
tée à  ses  asymptotes.  Elle  prend  son  origine  à  une  dis- 
tance infinie  et  forme  une  infinité  de  révolutions  autour 
du  pôle  dont  elle  s'approche  indéfiniment,  mais  sans  l'at- 
teindre, puisque  Ton  n'a  r  ==  o  qu'en  attribuant  à  l'angle 
u  une  valeur  infinie.  On  a  dans  ce  cas , 


II  «^        I 

tang-=-cot(r-.«)=-.    -=——^-, 

taiig(«.-«)=«  +  ^.    r;=[^. +  (.+!)]  g; 
pour  li  =  o, 

I  sr  I 

tang<«  =  —  cotT=:  tangM,  =: -,     «=-,     p:=rg=-\ 

pour  u  =  00, 
tang«  =  o,     «e=:o,     taiig(tf,  —  w)  =  -,     p  =  r,  =  o. 

De  ces  équations  l'on  conclut,  i°  que  l'angle  a  est  sen- 
siblement droit  et  la  courbure  sensiblement  nulle  pour  de 
très  petites  valeurs  de  i/,  c^est-à-dire  dans  la  partie  de  la 
spirale  hyperbolique  qui  est  très  éloignée  de  l'origine  et 
se  confond  à  très  peu  près  avec  rasymptotej^=a  de  cette 
courbe  5  2^  que ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  l'angle  u, 

l'angle  a  diminue  sans  cesse,  depuis  a=-  jusqu'à  a  =  o. 

c'est-à-dire  que  la  spirale  tend  toujours  à  devenir  per- 
pendicidaire  au  rayon  vecteur;  3**  que  le  rayon  de  cour- 
bure p  et  le  rayon  vecteur  du  centre  de  courbure  r,  dont 
les  valeurs  sont  d'abord  très  grandes  finissent  par  s'éva- 
nouir. En  éliminant  u  entre  les  équations  qui  donnent 
tang(ii^  —  u)  et  r, ,  on  obtiendrait  l'équation  de  la  déve- 
loppée qui  sera  une  nouvelle  spirale  s'approchant  aussi 
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indéfiniment  de  Torigine  sans  pouvoir  jamais  Tatteindre. 

4™«  Exemple  :  Spirale  logaritlimique  u  =  Lr,  r=  a""^ 
r  =  e**"*  (a  désignant  la  base  du  système  de  logarithmes 
représenté  par  la  caractéristique  L  ,  base  que  nous  suppo- 
serons plus  grande  que  l'unité).  Pour  M  =  o,onar=i. 
Lorsque  l'angle  u  croit  positivement ,  r  augmente  de  plus 
en  plus.  Ainsi ,  en  partant  du  point  A ,  la  courbe  forme 
autour  de  l'origine  une  infinité  de  circonvolutions  et  s'é- 
loigne indéfiniment  de  ce  point.  Si  l'angle  u  croit  néga- 
tivement, le  rayon  vecteur  diminue  de  plus  en  plus  et  la 
(;oiirf>e  s'approche  indéfiniment  de  l'origine,  sans  pouvoir 
jamais  l'atteindre. 

De  l'équation  r  =  e"^*  on  tirera 

tang tf  =  cot(T  —  u)  •=\a^ 


CCS  fit 

L'angle  a  est  donc  constant,  c'est-à-dire  que  la  tan- 
gente ,  et  par  suite  la  normale,  font  constamment  le  même 
angle  avec  le  rayon  vecteur.  De  plus,  pour  obtenir  le  rayon 
de  courbure  en  un  point  quelconque  M ,  il  suffit  (j^gr-  29) 
de  mener  par  les  points  M  et  O  deux  perpendiculaires, 
Vune  Ofx  au  rayon  yecteur  OM,  l'autre  M/x  à  la  tangente 
MT^  MjLt  sera  le  rayon  de  courbure  cherché.  En  eflFet,  on 

a  Mu  =  — —  =   p.    Cette   construction    et  l'équation 
^  cosce  ^  '  ^ 

jO  =  montrent  que  ce  rayon  de  courbure  est  égal  à 

la  normale.  A  l'aide  de  cette  propriété,  on  démontrerait 
très  simplement  que  la  développée  de  la  spirale  logarith- 
mique est  une  autre  spirale  logarithmique.  En  effet,  u^^  r, 
étant  les  coordonnées  du  centre  de  courbure ,  on  a 

2  du 
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d'où  Ton  tire ,  en  substituant  pour  u  sa  valeur  u = Ut*—  - , 


ou  çn  posant  lae  =  e^, 


équation  d'une  nouvelle  logarithmique  que  Ton  décrirait 
en  faisant  tourner  la  première  autour  de  Torigine ,  de 
manière  que  chacun  de  sies.  points  décrive,  avec  un  mou- 
vement de  rotation  direct  ou  de  droite  à  gauche,  un  angle 

égal  à y  (a'  étant  égal  à  là).  On  serait  parvenu  ^u 

même  résultat  en  partant  des  équations  faciles  à  établir 

r,  sin(a,  —  a)  =  r'=:-,     r,  cos («,  —  «)  =  0, 

d'où  Ton  conclurait 

1*1  =  «  H — ,   rx=  r\a;  etc. 
a 

154.  Terminons  ce  que  nous  avions  à  dire  sur  Tem- 
ploi  des  coordonnées  polaires ,  en  cherchant  la  différen- 
tielle du  secteur  compris  entre  la  courbe  et  deux  rayons 
vecteurs  quelconques.  Pour  cela  considérons  le  secteur 
OAM  =  S  (fig»  3o)  décrit  par  un  rayon  vecteur  que  nous 
supposons  se  mouvoir  de  telle  sorte  que  le  secteur  S  croisse 
en  même  temps  que  l'angle  u ,  S  sera  une  fonction  de  u 
que  l'on  ne  peut  déterminer  généralement,  mais  dont 
on  peut  trouver  facilement  la  différentielle.  En  effet, 
donnons  à  z/  un  accroissement  Au ,  le  secteur  prendra  un 
accroissement  AS  =  OM/w*  Du  point  O,  avec  les  rayons 
OM ,  Om ,  décrivons  deux  arcs  de  cercle  MM',  mm\  Eji 
supposant  que  l'accroissement  Au  soit  assez  petit  pour 
que  dans  rinlervalle  de  u  à  u  +  Au^  le  rayon  vecteur  ait 
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constamment  crû  ou  diminué,  Faccroissement  AS  sera 
compris  entre  les  deux  secteurs  circulaires  MOM',  mOm! 

■ 

ou  entre  les  deux  quantités et(r  + Ar)'  — .Le  rap- 

port  —  sera  donc  aussi  compris  entre  les  deux  rapports 
—  et  ' ^  qui,  à  la  limite,  sont  tous  deux  égaux  à 


2  2 

— .  Donc 

2 


,.       AS       dS       r»        ^        r^du 
lim.  —  ==-—•:=  —  ,     aS  = 


LU        du        %  2 

n  est  éyident  que  si  le  secteur  décroit  quand  Tangle  u 

augmente ,  on  aura 

r*du 
dS= . 

2 

Si  Ton  voulait  avoir  en  coordonnées  rectangulaires  la  va*- 
leur  de  ^,  il  suffirait  de  remarquer  que  les  formules 

x+xV  — 1=/«  ,       a: — xy^ — i  =  re  , 

dx+dy  X/^^  =  e"""     ''^{dr^^rdu  V/— i  \ 

donnent 

xdy  —  ydx  =  r^du , 

donc 

2 

Cette  équation,  comme  l'équation  dS  = ,  suppose 

que  le  secteur  augmente  ou  diminue  en  même  temps  que 
Tangle  u^  autrement  on  aurait 

r^du            xdr^'Ydx 
rfS= = "^ — . 

2  2 
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Propriétés  des  courbes  planes  ou  à  double  courbure,  situées  d^una  manière 
queleonque  dans  Pespace.  —  Tangentes,  plans  tangents.  -*  Normales, 
plan  normal.  —  Asymptotes.  — Points  singuliers. 


456.  Considérons  une  courbe  quelconque  et  sur  cette 
courbe  deux  points  M  et  M',  dont  les  coordonnées  .soient 

La  sécante  cjui  passera  par  ces  deux  points  fera  avec  les 
axes  des  angles  a,  5,  c,  dont  les  cosinus  seront  propor- 
tionnels aux  différences  des  coordonnées  des  deux  points, 
et  l'on  aura 

cosa        cos^       ces  c 


^X  AJ  AZ  \/ax*  +  A^*  +  AZ** 

COSa:=± —  ,  ms hr^ "T- 


\/aj:»  +  aj»-+-A«»'  V/a^t'+A^'+Az* 

AZ 


cosc  = 


V/^»  +  AX*T+-A3** 


<  f  •     » 


Concevons  à  présent  que  le  pojat  M'  vienne. à  sf{  rap- 
procher indéfiniment  du  point  M ,  la  sécante  qui  joint  ces 
deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec 
une  droite  que  Ton  nomme  tangente  à  la  courbe  donnée , 
et  qui  touche  cette  courbe  au  point  (a:,  y).  Si  l'on  dési- 
gne par  a ,  é ,  y  les  angles  que  cette  tangente  fait  avec  les 
axes  ^  par  Ç ,  y? ,  Ç  les  coordonnées  de  l'un  quelconcpie  de 


VÎNOIP-SEPTIÈME    LEÇON.  287 

Ses  points ,  ou  aurijL 

Ax  dx 


COSâC=:IilIl.rt 


\/àa:^  +  ^y^+^z^  V^dx^+dy^  +  dz*  ' 


-       t  ^  t  dz 

cosg=±     .  ,cosy=±: 


I  dx  df  du     ' 

telles  sont  donc  les  équations   de  la  tangente  que  Ton 
déduirait  immédiatement  des  équations 

COSA  GOS^  GOSC 


AX  A/  AZ 

en  passant  à  la  limite ,  et  qui  s'étendent  même  au  cas  où 
x^y^  z  représenteraient  des  coordonnées  obliques. 

On  dit  qu'une  droite  est  normale  à  une  courbe  en  un 
point  donné ,  lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
en  ce  point. 

Cela  posé ,  on  pourra  évidenunent  mener  à  une  courbe 
par  chaque  point,  une  infinité  de  normales  qui  seront 
toutes  comprises  dans  un  même  plan.  Ce  plan  unique  est 
ce  qu'on  appelle  le  plan  normal.  Il  est  perpendiculaire  à 
\  la  tangente,  et  passe  par  le  point  (a:,  y^  z).  Son  équation 
sera  donc ,  en  désignant  par  Ç ,  w ,  ^  les  coordonnées  de  l'un 
qiielconque  de  ;â^s  points , 

({ — i?)cos«+(« — ^)cos«+(Ç— z)cosy=o, 

ou,  en  mettant  pour  cosa,  cosê,  cosy  les  quantités  pro- 
portionnelles dx^  dy^  dz^ 

(I — d:)^  +  (iï— 7)rf7+(Ç — z)dzz=zo. 

456.  Supposonsque  u=F(x,y,  ^)=o,  if=zf(x^y,  >2)=o, 
soient  les  équations  de  la  courbe  donnée ,  c'est-à-dire  les 
équations  de  deux  surfaces  qui  la  renferment,  on  aura, 
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en  difTérentiant , 

du  du  du 

^dx+-djr+-dz  =  0, 

dv  dv  dp 

—  dx  -4-  —  dy  •+•  —  dz  zzz  o. 

dx       ^  df  -^^dz  ' 

d'où  Ton  tire,  en  éliminant  tour  à  tour  dz,  dy,  dx^ 

dx  4r  as 

du  du       dudtf      dm  dv      du  dv"^  dudv       dudtf  * 
4r<2ff      ii!e4r      ds dx      dx  ds     dxdjr      dydx 

C08  «  GOS  C  cos  ^ 

du  dur       du  dv       du  dv       du  du       du  dv        du  du 
dx  ds       dz  dy       dz  dx      dx  dz       dx  dy       dy  dx 

^  tfdudu       du  ià»\ a     (du  du      dudu\*      (dud»^       du  A»\*-' 
V  KjyTz'^'dÂ'dy)  '^\5^"'SÏ»j  "*"  V^^""^Sij 

et  les  équations  de  la  tangente  et  du  plan  normal  de* 
viennent 

du  du       du  du       du  du       du  dv        du  dv       du  dv^ 
4y  dz       dzdy      dz  dx      dx  ds       dx  dy       dy  dx 

/du  du       dudv\  ,.         .        f  du  du        du  du\  .  . 

f  dudu       du  du\  ,  .         . 

Les  dénominateurs  ou  les  coefficients  de  \  —  x,  m — jr^ 
^  —  >2  se  forment  très  simplement,  en  écrivant  sur  deux 
lignes  les  quantités 


du 

du 

du 

du 

du 

du 

dx' 

dx' 

dz' 

dx' 

dy' 

dz' 

dv    ' 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dx' 

dx' 

dz' 

dx' 

dy' 

dz' 

partagées  en  trois  groupes ,  et  multipliant  en  croix. 
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Si  dans  les  deux  écjuations  diâ*érentielles 
du   .      ^    du  .  du  ^ 

dv  dv  dv 

^d.+~dy+-dz  =  o, 

on  substitue,  pour  ^,  dy^  dz^  les  quantités  proportion- 
ndUes  5  —  x ,  m  — j^,  Ç — -^  ^  Ç  9  '^  ?  C  ®tant  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  tangente ,  on  a ,  pour  les  deux 
équations  de  cette  ligne , 

.au        .  du         y        .du 

Ces  équations  représentent  deux  plans  qui  ont  la  tangente 
pour  commune  intersection. 

Si  Tune  des  équations  de  la  courbe  ^  a  =  o ,  par  exem- 
ple ,  ne  renfermait  que  deux  variables  x ,  j^  elle  représen- 
terait la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy^  et 
Téquation 

représenterait  à  la  fois  et  la  projection  de  la  tangente  à  la 
courbe  dans  l'espace,  et  la  tangente  à  la  projection 5  et 

comme  le  plan  des  xy  est  quelconque ,  on  en  conclurait 
généralement  que  la  projection  de  la  tangente  à  une  courbe 
quelconque  sur  un  plan  donné  se  confond  toujours  avec  la 
tangente  à  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  même  plan. 
Ce  théorème  résulte  d'ailleurs  évidemment  de  la  défini- 
tion même  de  la  tangente,  puisque  les  tangentes  à  la  courbe 
et  à  sa  projection  sont  les  limites  dont  s'approchent  indéfi- 
niment la  sécante  et  sa  projection. 

On  appelle  plan  tangent  à  une  courbe  donnée  un  plan 
T.  T.  19 
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quelconque  passant  par  la  tangente;  il  en  existe  donc  tine 
infinité,  et  en  appelant  généralement  /,  m,  n  les  angles 
que  la  perpendiculaire  à  l'un  quelconque  de  ces  plans  fait 
avec  les  axes ,  il  sera  réellement  tangent  si  Ton  a 

cos/cos«-f-cosiPtcosf  -f-  cos/ioosy  =  o. 

i57.  On  déterminera  avec  facilité  les  asymptotes  d'une 
courbe  tracée  d'une  manière  quelconque  dans  Tespace, 
soit  en  remarquant  que  ces  asymptotes  auront  pour  pro- 
jections sur  les  plans  des  coordonnées  les  asymptotes  des 
projections  de  la  courbe ,  soit  en  observant  que  si 

sont  les  équations  de  ces  asymptotes,  les  valeurs  dej-  et  de  z 
tirées  des  équations  de  la  courbe  donnée  pourront  se  met- 
tre sous  la  forme 

y  i=:  mx -{- p  +  hy     «  = /LT  +  ^ -f-i*, 

h  et  i  se  réduisant  sensiblement  à  o  pour  de  très  grandes 
valeurs  de  x.  D'où  l'on  tire  évidemment 

=  lim.'^,      «:=lim.  — , 

X  X 

p  =  lim.  [y  —  mx)y     q  =  lim.  {z  -—  nx). 

Ainsi ,  pour  calculer  les  coefficients  m  et  « ,  il  faudra 
poser  dans  les  équations  de  la  courbe, j^  =  sx^  z  =  ix'^ 
puis  chercher  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  con- 
vergent les  variables  ^  et  f ,  tandis  que  la  valeur  de  x  croît 
indéfiniment.  Après  avoir  trouvé  m  et  » ,  on  obtiendra 
p  et  q  en  posant 

y  —  mx  =  5i ,     z  —  «07  =  /i , 

et  cherchant  les  limites  de  5,  et  de  ?,. 

Le  calcul  qui  précède  donnerait  seulement  les  asymp- 


m 
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totes  non  parallèles  au  plan  desyz'^  mais  en  changeant 
entre  elles  les  coordonnées  x  etj^,  on  obtiendraitles  asymp- 
totes non  parallèles  au  plan  des  zx  ou  au  plan  des  zy,  etc. 
Les  points  d^arrèt  ou  de  rebroussement,  les  points  sail- 
lants ,  les  points  multiples ,  en  général  les  points  singuliers 
d'une  courbe  tracée  dans  l'espace  ^  ont  ordinairement  pour 
projections  st^  chacun  des  plans  coordonnés  des  points 
qui  oiFrent  les  mêmes  singularités ,  mais  qui ,  parce  qu'ils 
appartiennent  à  une  courbe  plane ,  projection  de  la  courbe 
donnée ,  seront  facilement  déterminés  à  l'aide  des  métho- 
des déjà  exposées, 

applications . 

158.  i*'  Exemple  :  L'ellipse  produite  par  l'intersection 
du  cylindre  à  base  circulaire  uz=  x*  '+-j-^ — R'  =  o  et  du 
plan  v»  ==  Ax  +  By  +  Cz  =  o.  On  trouvera 

xeix  +  jrdjr  z=  o ,     Adx  -f-  Bdjr  +  Cdz  =  o , 
dx        df  dz 


ces* cos^ cosy ,  C 

^        — *      ^(Bx— Ar)       ~[C*R'+(Ba:-Ay)»]î-' 

Les  équations  de  la  tangente  seront 

?  —  «g y— r__      C — z 

^     ~  ~"~i(Bx-Ar)' 
ou 

<î— ^)+r{^— r)  =  o,A(f— x)+B(^— j)+C(Ç— 3)  =  o, 
ou  enfin 

ai  +yn  =  RS     Af  +B9  +  CÇ  z=  o. 

Ces  dernières  équations  représentent ,  conmie  on  devait 

'9- 
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S  y  attendre ,  la  tangente  au  cercle  base  du  cylindre ,  et  le 
plan  même  de  la  courbe. 

L'équation  du  plan  normal  sera     "^ 

2"*  Exemple  :  La  courbe  produite  par  Tintersection  du 
cône  droit  x^+y" =R'z',  et  du  plan  ArH-ByH-C-»=oi 
Les  équations  de  la  tangente  seront 

I 

orf  -h  1,^  =  R*<,     Af  +  Bf  +  CÇ  =  o; 
celles  du  plan  normal 

C  (fr  — «*)  +  (Bf — A9)R*«  H-  {Bx—ky)  (Ç  —  2— R««)=^o. 

Les  équations  de  la  tangente  représentent ,  comme  on 
pouvait  le  prévoir ,  deux  plans  :  le  plan  de  la  courbe  et 
un  plan  passant  par  Torigine  et  le  somniet  du  cône* 

2"*  Exemple  :  La  courbe  intersection  de  la  ^bère 

^*  +  r*  +  «*  =  R*, 

et  du  cyb'ndre  droit 

(*-.^4.R)»+3»  =  |R»,  ou  X* — Rx-f-«»z=ô, 

dont  la  base  est  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  rayon 
de  la  sphère.  Cette  courbe  a  pour  projection  sur  le  plan 

des  xy^  la  parabole 

X-  =  K(K  —  x)', 

sur  le  plan  des  zx^  le  cercle 

X*  —  R^  +z*  :=:o, 

sur  le  plan  des  yz ,  la  lemniscate 

La  tangente  à  la  courbe  proposée  aura  donc  pour  pro- 
jections les  tangentes  à  la  parabole ,  au  cercle  et  à  la  lem- 
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niscate,  c^est-à-dire les  trois  droites 

jri,  +  iRf  =:R(R— ix), 

R»zÇ  — (R>  -.  2r*)r9=r^- 
L^ëquation  du  plan  normal  peut  être  mise  sous  la  forme 


X       z        QiX  \jr         z  J' 


et  Ton  reconnaît  qu'il  contient  le  rayon  mené  de  l'ori- 
gine au  point  (x^y). 

3"**  Exemple  :  l'hélice.  Considérons  un  cylindre  droit 

dont  la  base  sur  le  plan  xy  soit  le  cercle 

^t  dans  ce  cercle  un  rayon  mobile  qui ,  appliqué  d'abord 
sur  l'axe  des  x,  tourne  indéfiniment  autour  de  l'origine 
avec  un  i^ouvement  direct  ou  rétrograde ,  c'est-à-dii-e  de 
droite  à  gauche ,  ou  de  gauche  à  droite ,  et  soit  u  l'angle 
variable  décrit  par  le  rayon  pris  avec  le  signe  +  ou  avec 
le  signe  — ,  suivant  que  le  mouvement  est  direct  ou  ré- 
trograde. Si  maintenant ,  à  partir  de  l'extrémité  du  rayon 
mobile ,  on  porte  sur  la  génératrice  du  cylindre ,  dans  le 
sens  des  z  positifs  lorsque  u  sera  positif,  et  dans  le  sens 
des  z  négatifs  lorsque  u  deviendra  négatif,  une  longueur 
proportionnelle  à  l'angle  u ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
à  l'arc  dt  Ri*  compris  entre  les  côtés  de  cet  angle ,  et  re- 
présentée en  conséquence  par  un  produit  de  la  forme 
±  aRu,  a  désignant  un  nombre  constant,  l'extrémité 
de  cette  longueur  décrira  une  courbe  à  double  courbure , 
appelée  hélice,  et  dont  il  est  facile  d'établir  les  équations 
et  les  propriétés.  En  effet,  soient  x,  j^,  -z ,  les  coordon- 
nées de  cette  extrémité  ou  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe,  on  aura  évidemment 

x==RcosM,     /=Rsiaw,     z=zaKu, 
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et  l'on  en  conclura 
^c»  -f-  ja  =  R» ,      z-=z  alk  arc  CD»  -  =z  aR  arc  tang  -  \ 

dx  -=  —  Viûnudu^     dy"=z^  ces udu^  .  dz  =  aKdu\ 
ds^  z=dx*  +  dy*-\-'dz*=zdu*  (i+a»)^ 

dx  sinu  djr  cosk 

cos#=-i-= .  y     COSfc  =  -:-  =  — .  , 

ds  V/i+û*  ^         l/^i  +  a» 

ces  y  =  , 

et  il  résulte  évideumient  de  la  dernière  de  ces  équations, 
que  l'angle  y  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avçc  l'axe 
des  .z,  et,  par  suite,  avec  la  généi^trice  du  cylindbre,  est 
un  angle  constant.  En  vertu  de  cette  propriété ,  la  courbe 
se  développera  en  ligne  droite ,  quand  on  développera  le 
cylindre  dont  elle  fait  partie.  On  trouvera  de  plus,  ^ur 
les  équations  de  la  tangente , 

.     ?  —  X   ly — X X  —  z 

—  siuM         CCS  a  a     '  ,    * 

et  pour  l'équation  du  plan  normal , 

(jj — j)  CCS  M  —  (f  —  a:)sin  »-+-fl(Ç  — z)  =  o. 

L'équation  z  =  alR.  arc  tang  -  représente  la  surface  hé- 

liçoïde  engendrée  par  une  droite  qui  reste  toujours  coni- 
prise  dans  un  plan  mobile  perpendiculaire  à  l'axe  des  <? , 
qui  rencontre  cet  axe  au  même  point  que  le  plan ,  et  qui 
tourne  autour  du  point  de  rencontre,  de  manière  à  dé- 
crire, dans  le  plan  mobile,  des  angles  proportionnels  aux 
distances  parcourues  par  le  point  dont  il  s'agit.  Cette 
même  surface  coupe  évidemment  le  cylindre,  suivant  deux 
hélices  dont  les  points  correspondants  se  trouvent  situés 
à  égale  distance  de  l'axe  des  z,  sur  la  droite  génératrice  de 
la  surface. 
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Du  plan  (Mculateur  d^une  courbe  quelconque.  —  De  la  normale  principale. 


.  489,  On  appelle  plan  osculateur  d'une  courbe  quel- 
conque en  un  point  donné,  le  plan  qui  contient  les  deux 
taiigeates*nvméç3  à  ce  point  et  à  un  point  infiniment  voi- 
sin ,  ou  le  plan  qui  passe  par  deux  tangentes  consécutives ,. 
ôa  enfin  le  plan  qui  passe  par  trois  points  infiniment  voi- 
siiK.  En  ^irtantde  ces  définitions ,  on  trouvera  -facilement 
Féquation  du  plan  dont  il  s'agit. 

i'®  Méthode.  Désignons  par  x^  y^  z^  les  coordonnées 
du  point  de  la  courbe^  par  a ,  6 ,  y ,  les  angles  que  fait  avec 
lès  axes  la  tangente  en  ce  point  -,  par  ^ ,  y? ,  Ç ,  les  coordon- 
nées de  Tun  quelconque  des  points  du  plan  osculateur  \ 
par  />  '^î  »,  les  angles  inconnus  que  fait  avec  les  axes  la 
perpendiculaire  à  ce  plan.  Son  équation  sera 


.* 


(?— x)cos/-|-(9 — y)co&m  +  (Ç  — 3)cos/i  =  o. 


Ce  plan  devant  passer  par  la  i*^®  tangente ,  et  par  une  tan- 
gente très  voisine ,  qui  fera  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  connus  seront 

COft«-|-AC08«=COS«-f-^COS«.(l  +f'), 

cos^H-AcosC=^cosC-|-É?cos^.(i  +/'), 
cosy-f-Acosy  =  cosy+^cosy.(i+i'"), 


•Wtos>)'+(c03aicoaC--coaW(!Mi.)'] 


n^M.  et  par  suite  I  équation 
-.-.int  ainsi  complétemenl  dé- 


liçoid. 
prise  c.. 
qui  i<„ 
tourijc  , 
crire,  il 
distant! 
même  h  I 
héilco  . 
à  égali-  . 
la  suiCn. 


-^,     coSy=— , 

t  nruvent  se  mettre   i 


-.ut  indépendante ,  on  aurait 
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et  par  ^te 

COS/  COSI7I  COS/I 

dyd^S'-^dzd^x       dzd^x^-^dxd^z       dxd^y^-^dyd^x 

\/^{dyd^z — dzd*xy+{dzd*x — dxd*zy+  {dxd^y^^yd^f 

On  a  de  plus 

{dyd^z — ^d^yY^^dzd^x — dxd*zy  +  {dxd*y — dyd^x)* 
'    =(dx*  +  dy*  +  dz*)[{d*xy+{d*yy+{d^zY] 

—  (dxd*x  +  dyd^y  +  dzd*z)*; 

on  a  d'ailleurs,  puisque  5  est  variable  indépendante^ 
dx^-^dy*  -\-'dz*z=ds*y     dxd*x+  dyd*y-{-dzd*z  =  q, 
on  aura  donc  enfin  ^ 

ces/  COSITI  cos/i 

dyd*z^^dzd*y       dzd*x^^dxd^z       dxd*y^^dyd^x 

1 


Si  Ton  cessait  de  prendre  Tare  5  pour  ymîable  ii^épen- 
dante ,  on  aurait 

dx  dz        i    , 

dzd. ,        dJrrf  --  =  ^-  (dui^x  —  dxd*z) , 
*ém  ds       ds  ^  ' 

dxd-^'-^dyd—  =  —  [dxd^y  —  dyd*x). 

L'équation  Jx'  +  ^*  +  rfz'  =  ds^  donnant  d'ailleurs 
dxd^x  +  dyd^y  +  flforf*z  =:  dsd^s, 


2^  eAiiCoi,  mFvéKmm%h. 

on  trouverait  * 

ces/  cosm  cos/i 


\  ' .-  % 


^  V\d^x)'^(d^yf^{dHY^[disf 

Dans  le  cas  partîculiefr  où  Ton  pnend  x  pour  variable 
indépendsCnte,  et  oji  l'on  désigne  parjy^',  -z'i  J"",  -2",  les  dé- 
rivées dej^  et  de  z  du  premier  et  da second  ordre,  on  a  . 

eos/  00s  17?     cos/i 


Les  angles  /,  ih^n  étant  ainsi  déteni^Linés,  Féquation 
du  plan  oscillateur  deviendra 

(î  —  x)  {dydH — dzdy)+(ti — x){dzd^a:'^dxd'z)  .  ^  ' 

+  it'^z){dxdy — dxd^x)  =  o, 

ou ,  en  prenant  x  pour  variable  indépendante , 

^me  Méthode,  Soit  toujours 

(ê  —  x)cos/+(jj— j)  cos/w  +  (Ç— z)cos/2=:a  =  o 

Féquation  chercliée  du  plan  osculateur.  S'il  doit  passer  par 
deux  autres  points  infiniment  voisins  du  point  (x^y,  z)^ 
son  équation  1/  =  o  devra  être  vérifiée  quand  on  y  rem- 
placera x^fjZ  par 

X  +  AXy      jr-J-Ay,       Z  +  AZ, 
et     a;  +  2Aj:  +  A*a?,    ^  +  2A/  +  2A'^,   Z^2Az-f-A*Z, 

on  devra  donc  avoir  non-seulement  Am=  o,  rfw  =  o^ 
mais  encore  A*m  =  o,  c?^m  ==  o  :  on  a  d'ailleurs  évidem- 
ment 

du  =:  dx  ces  l-^r  dy  ces  /w  +  <fz  ces  n , 
r/*a  =  rf';r  ces  /  -+•  d^ y  ces  m  +  rf*z  ces  /i  ; 
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on  aura  donc  nécessairement 

dx  cos  /  +  djr  ces  m"\~  dz  cos  /t  z=  ho  , 
*j:  008  /+  d^j'cos  m  +  </*z  cos  «  =  o, 

et  Ton -tirera  de  <jes  dernières  équations  les  valeurs  déjà 
.  calculées  dé  cos  m  ,  cofs  n ,  cos  /. 

^BO»  Ckï  appelle  normale  principale  d'une  courbe  en 
un  point  quelconque  (x ,  JK?  -^)  >  celle  des  normales  à  la 
courbe  qùî  Se  trouve  dans  le  plan  osculateur.  i)ès4ors  on 
voit  que  la  nomiale  principale  est  Tintersection  du  plan 
normal  avec  le  pilan  osculateur.  En  araelant  ^,  fx,  v  les 
angles  qu'elle  fait  avec  les  axe§,  |>  ^t*.^  îfS  çprdonnée* 
de  ] 'un quelconque  de  ses  points,  ses  équations  seront 

cos  A         cos  fit        cos  y 

mais  elle  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  et  à  la 
normale  aii  plan  osculateur  qui  font  avfec  les  axes  des  an- 
gles dont  les  cosinus  sonl  proportionnels  aux  quantités 

dxy     djr^     dzy 
dxd*z~^dzd*x^     dzd*x  —  dx  dHy     dmd^y  -—dyd^x-^ 

on^aura  donc 

.    .  / 

j»  cm  ?i€ia:  ~{-  cùSfédy  -i-cosfdzzs^  Of 

cos  X(djrd*z  —  dz  d^y)  -f-  cosfi  (dz  d*x  '•^-^dx  d^z) 

+  cos  f  {dxd^y  —  dy  d*x)  ::=  o , 

d*où  l'on  tire,  en  éliminant  d'abord  cos  v, 

cos A(dlr  *  d^y —  dx  dyd^x — dz  dyd^z  +  dz^d^y) 
—  coSf6(dz*d*x  —  dz dxd^z ^^dxdy  d^y  +  dy^d^x)  =  o, 
cosx[{dx^  +  dz^) d^y  — dy{dx d^x -f-  dzd^z)[ 
—  coS/i«  [(rfz  *  +  dy^)  d*x  —  dx  (dz  d^z  +  dy  d*y)]  =  o  ; 

mais  les  équations 

£/ar*+  dy'^^-dz^  =zds^y    dx  d^X'\-dy  d^y'\~dzdHz=:idsd*s , 
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donnent 

dz^  +  dy^zmds^-'^'dx^y     dzd^z  +  dy  d*y  :=zds d^s^r^dxé^x'f 
donc  , 

C08  A  [(dlf  >  —  djr*)d*x  —  dx {ds  dH—dx  rfV)] 

— ces  (A  S^ds  *  "^  dx*)  d^x  ^^  dx  {ds  d*s  — ^  dx  d^x^  =  P  *. 

C08  A C08/K 

dsd*x  -^dxd*s       dsd^y^dyd^i . 
En  éliminant  fx  on  aiirait  trouvé  de  même 

COSA  cosy 


dsd^x^-iixd^s       dsd*z-^dzd*s 
on  aura  donc  définitivement 

COSA  COS/ft  COSir 


dsd*X'^d9d*s       dsd^y — dyd^s       dsd^z  —  dzd^s^ 
équations  qu'on  peut  mettre  sous  la  form,e 

cosA cos/« cos  F ,  I 

_.  ds* 

\/{ds  d*x  -dxd^sy-^-  {dsdy'dxd*sy+{dsd*z-dz  d^s)* 

La  quantité  sous  le  radical  est  évidenmient  égale  à 

ds*  [d*xy+  {d*yy+{d*zy]+  {d*sy  {dx*  +  dx*+dz*) 

— 2ds  d  *s  [dx  d*x  +  dyd  *y + dzd*z]f 

ou  à 

ds*[{d*xy+  {dy)*+  {d*zy+{d*sy—i  {d^sy] 

=  ds*  [{d*xy+{d*yy+{d*zy'^{d*sy], 
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<H&  aura  donc  définitivement 


cesA 


c6s/t co»» . 


ds 


ds  ds  ds 

et  les  équations  de  la  normale  principale  seront 


? — X  __  y — ^/  _  g — 3 

rf~   ~  d—    "  d— 
ds  ds  ds 

Quand  on  prend  Tare  s  pour  variable  indépendante ,  les 
équations  qui  précèdent  se  réduisent  à 

ces  A  . coS|«__  cos» , 


d^x        d^y        d^z  \/[d^xY  +  {dyy  -Y-id^zY  ' 

d*x  d*y  d*z  * 

161 .  Au  lieu  de  définir  directement  le  plan  osculateur, 
pour  déterminer  ensuite  la  normale  principale  à  Taide  du 
plan  osculateur,  on  aurait  pu,  avec  M.  Cauchy,  définir 
d'abord  la  normale  principale  pour  en  déduire  le  plan  os- 
culateur en  procédant  conmie  il  suit^ 

Lemme.  Etant  données  deux  courbes  qui  se  toucbent, 
si ,  à  partir  du  point  de  contact ,  on  porte  sur  ces  courbes, 
prolongées  dans  le  même  sens^  des  longueurs  égales  mais 
très  petites ,  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente 
commune  aux  deux  courbes. 

Démonstration.  Supposons  que  les  longueurs  égales 
portées  sur  la  première  et  la  seconde  courbe,  à  partir 
du  point  de  contact,  aboutissent,  d'une  part,  au  point 
{x^y-i  z)^  de  l'autre  au  point  (5,  y?,  Ç)  -,  soient  déplus  5,  c 
les  arcs  renfermés,  i**  entre  un  point  fixe  delà  seconde 
courbe  et  le  point  {x^y^  z)  ;  2**  entre  un  point  fixe  de  la 
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seconde  courbe  et  le  point  (^,  77,  (^),  tandis  qaé  les  ordon- 
nées x^y^z^^^Yi^^  varieront  simultanément ,  la  diffé- 
rence 5*— (7  restera  invariaUe,  puisque  les  petites  lon- 
gueurs portées  sur  les  deux  courbes  sont  par  If^pôtlièse 
égales  entre  elles  ^  on  aura  donc 

T' —  S  =  coDSt. ,   »•  =  f  -1-  const. ,    dvizzds  ^   do*  —  tU*  ==  o , 

{d^  +dx)  {^—dx)+{dn'{^y){d9i—dy)+{dl^+dz){dj^—dz)z=z  o; 

Soient  d'ailleurs  oc^  ë^  y  les  angles  que  forme  avec  les  axes 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes  prolongée  <laùs 
le  même  sens  que  les  axes  s  et  cr-,  S  la  longueur  de  la  droite 
menée  du  point  ($ ,  yj ,  ^)  au  point  (x,  jr,  z)  5  enfin  ,i,  pt,  v, 
les  angles  que  forme  cette  droite  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives ,  on  aura 

dx rff dx+e^  dx dti djr-^-dti 

dx       dl^       dz+d^ 

cosy  =  —  z:^-r-=-  =z ■ — -; 

ds        dr        ds-^-dir 

f — X  «  9  —  r  î — 3 

COSA  =  — j-  ,        COS/4  =  -j—  ,       COSr  =  —y  ; 

ces  trois  dernières  fractions ,  quand  la  longueur  J  sera  très 
petite ,  seront  sensiblement  égales  aux  quantités 

rff — dx       dij'^dy       d^~^dz 
d^     '         d^      '         d^     ' 

de  sorte  que  l'on  aura  sensiblement 

di'-^dx  dti — dr  dC'^dz 

""*^=-rf7-'  «=«"'=-i^>  ««'=-V-- 

Dès-lors ,  si  dans  l'équation 

(dê-hdx)  {di^—dx}+{df,-^dx)  {df,—dx)-\-{d^+  dz)  (di;^  dz)  —  o, 
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Kiaw^ifk  la  place  des  trois  sommes  les  quantités  propor- 
tionnelles cgs  os,  cosë,  cqsy,  et  à  la  place  des  trois  diflié- 
rençesk,  les  quantités  également  proportionnelle^^  cos^^ 

cos  et  ces  A  +  cosC  cos^  +  ces  y  COS  F  =  o, 

et  cette  équation  exprime  bien  que  la  droite  menée  du 
pc^nt  (jî,  y,  i)  au  point  (^,  r,  0^^^^  sensibjement  perpen- 
diculaire à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 

162.  En  remplaçant  dans  le  lemï^e  qui  précède  la  se- 
conde courbe  par  la  tangente  à  1^  première ,  on  obtiendra 
le  théorème  suivant  :  Si,  à  partir  d'un  point  donné  sur  une 
courbe ,  on  porte  sur  cette  courbe  et  sut  sa  tangente  pro- 
longées dans  le  même  sens  des  longueurs  égales  et  très  pe* 
tites,  là  droite  qui  joindra  les  extrémités  dé  ces  longueurs 
sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente.  Cette 
normale,  qui  mérite  d'être  remarquée,  est  précisément 
celle  que  nous  aurions  pu  appeler  à  priori  normale  prin- 
cipale. Pour  fixer  sa  direction,  appelons  z  la  longueur 
portée  sur  la  tangente  et  sur  la  courbe ,  et  si^)stituons  à 
I ,  ïî ,  Ç ,  leurs  valeurs  » 

i-=LX-\-  i  COSee ,      9  zrzy  +  i  cos^,      Ç  =  z  -f-  i  COS7, 

dans  les  équations 

É?| — dx  dti'-^dy  fl?Ç — dz 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

ces  A  ces  M  COSv 


^^^dx      dfj'^djr  dl^'^dz* 
on  trouve  de  cette  manière 

ces  A            COSU            COSv  COSA          COS^         COS» 

—        '^  —  ou  — 


dcqset  "    ^cos«       /fcosy'  ,dx        ^dy  dz 

ds  ds  ds 
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or  ces  dernières  ëcpiations  prouvent  bien  que  la  nomude 
en  question  coïncide  effeictivement  avec  celle  qui  etft  si- 
tuée dans  le  plan  osculateur.  '* 

Après  avoir  ainsi  défini  d'abord  la  normale  principale^ 
on  obtiendrait  immédiatement  Téquation  du  plan  oscula- 
teur, en  le  définissant  un  plan  qui  passe  à  la  fois  par  la 
tangente  et  la  normale  principale.  En  effet ,  si  Ton  ap<- 
pelle  /,  m,  n  les  angles  que  la  perpendiculaire  à  ce  plan 
fait  avec  les  axes ,  la  double  condition  de  passer  par  la  tan-^ 
génie  et  la  normale  principale  donne 

cos«cos/-(-cosffoosi7f-f-cosycos/i=Oy 
cos/cosA-|-cosmcos^-f-cos/i  cos  y =0 , 


ou 


cos«  cos/-f-cosCcosiit-f-cofiy  COS/I  =:  Oy 
cos /i/cos  «  +  cos  w^cosC -f- cQSiu/cosy  =:  o  ; 

d'où  Ton  déduirait,  comme  nous  Pavons  déjà  fait ,  les  va- 
leurs de  cos/,  cosm,  cosn,  et  par  suite  Téquation  du 
plan  osculateur. 
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Des  deux  courbures ,  du  rayon  de  courbure ,  du  centre  de  courbure  et  du 
cercle  osculateur  dMne  courbe  quelconque. 


165.  Uangle  compris  entre  deux  tangentes  consécutives 
ou  entre  les  tangentes  extrêmes  de  Tare  infiniment  petit 
zt:  Ay ,  est  ce  qu'on  nomme  Fangle  de  contingence  5  dési- 
gnons par  At  ce  même  angle ,  et  par  Aw  l'angle  infini- 
ment petit  compris  entre  les  plans  osculateurs  qui  cor- 
respondent aux  extrémités  de  ce  même  arc ,  ou ,  ce  qui 
revient  au  même,  entre  les  perpendiculaires  aux  plans  dont 
il  s'agit.  Les  quantités  Ar  et  Aco  ne  pourront  s'évanouir 
constamment  que  dans  certains  cas  particuliers,  savoir  :  la 
première ,  lorsque  la  courbe  proposée  se  changera  en  une 
ligne  droite^  et  la  seconde,  lorsque  cette  courbe  deviendra 
plane.  Mais  en  général  At  et  A&)  conserveront  des  valeurs 
différentes  de  o  ^  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  limites 

vers  lesquelles  convergent  les  rapports  dz  — ,  dz  — 5  pen- 
dant que  l'arc  zt.  As  décroîtra  indéfiniment ,  ces  limites 

dz  -p ,  zh  3- ,  qui  seront  équivalentes ,  si  l'on  considère 
as  as 

une  courbe  plane ,  l'une  à  la  courbure  de  cette  courbe , 

l'autre  à  o ,  serviront  à  mesurer  dans  tous  les  cas  ce  que 

noiis  appellerons  la  première  et  la  seconde  courbure  de 

la  courbe  proposée.  Ces  deux  courbures  sont  réelles;  en 
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'  efTet,  pour  conceYçir  une  coufbç  qui  n^est  pas  plane,  il 
faiLt  non--6puIement  concevoinï  que  la  tangente  s^inplme  en 
changeant  de  position  \  il  faut  encore  que  le  plan  de  deux 
éléments  cei^cutifs  varie  aussi  dans  l'espace  :  cette  se^ 
■*.  oonde  couilyâre  peut  être  comparée  âr  It  tofrioA  qu(  Ton 
ferait  subir  à  une  courbe  plane.  D  est  d'ailleurs  évident 
)  que  ces  deux  courbures  seront  d'autant  plus  grandes  ou 

d'autant  plus  petites ,  que  lés  angles  Ar  ou  ùxù  seront  plu» 
grands  ou  plus  petits  pour  une  même  valeur  de  A5  et  que 

par  conséquent  les  Fapports  -i>-,  — ,  ou  mieux  les  limites 

~.  -r-  de  ces  rapports,  seront  leur  mesure  naturelle.  Si 
ds      ds  ^*  , 

Ton  représente  par  -,  ~,  ces  mêmes  courbures,  l'on  aura 
donc  toujours 

-.=:±lmi.  —  =  ±-r-,     -5  =  ±  hm.  —  =±:  — . 
|o  ^s  ds        P  AS  ds 

164.  Lorsque  l'arc  'MMl'=:±iAs  est  très  petit,  sa  corde 

V/Aa:*+Aj^'+Az*  est  sensiblement  perpendiculaire  aux 
plans  normaux  menés  à  la  courbe  que  Ton  considère  par 
les  deux  points  (x ,  J,  -z) ,  (ar+Ax,  j^+Ay,  z+Az) ,  et  la 
plus  courte  distance  MD  (Jig»  3i),  du  point  {x^j^z)  à  la 
ligne  d'intersection  des  deux  plans  est  sensiblement  égale 
au  premier  rayon  de  courbure  p.  En  eflFet,  soit  r  cette 
plus  courte  distance  MD  ;  menons  par  MD  un  plan  per- 
pendiculaire aux  deux  plans  normaux  ou  à  leur  commune 
intersection ,  et  projetons  l'arc  MM'  sur  ce  plan.  L'arc 
MM'  étant  sensiblement  perpendiculaire  aux  deux  plans, 
il  sera  aussi  sensiblement  égal  à  sa  projection,  et  l'on  aura 

Mm'  =  tss[i  +  c), 

e  étant  une  quantité  très  petite.  De  plus,  dans  le  trian-* 
gle  ]VIm'D,  l'angle  m  sera  sensiblement  droit  et  l'angle 
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Mbn»'  sera  précisément  J'angle  des  deux  plans  normand, 
ou,  ce  qui  relent  au  même,  Tangle  Ar  â&  deux  tan^ 
gentes  menées  aux  extrémités  de  Tare  db  A^,  on  aura 
donc,  en  exprimant  que  dans  ce  triabgle  lés  sinus  sont 
proportionnels  aux  c6tés. 


-(!+•') 


smL 

SlDAr  ,        SinAr  Ar 

r  {l+t)^s  At(i-|-sJ      às* 

et,  en  faisant  converger  As  vers  la  limite  o,  &&  trouvera 

=  iim.  ±  —  =  - . 


lim.  r  A5         p 

Il  importe  d'observer  que  le  plan  osculateur  passe  par 
les  deux  tangentes  consécutives,,  et  qu'il  est  par  consé- 
quent perpendiculaire  aux  deux  plans  normaux  infini- 
ment voisins  et  à  leur  commiuie  intersection^  en  sorte 
que  la  normale ,  qui  est  perpendiculaire  à  cette  commune 
intersection  et  sur  laquelle  on  compte  la  longueur  r ,  se 
confondra  sensiblement  avec  la  normale  comprise  dans  le 
plan  osculateur,  c'est-à-dire  ave<5  la  normale  principale. 
n  suit  évidenunent  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que, 
pour  obtenir  le  premier  rayon  de  courbure  p ,  il  suffit 
de  construire  la  normale  principale  correspondante  au 
point  {x^j^  z)^  et  de  chèrclier  la  portion  de  cette  droite 
comprise  entre  ce  point  et  Un  plan  normal  très  voisin.  Le 
rayon  p ,  mesuré  de  cette  manière  sur  la  normale  princi- 
pale, est  ce  qu*on  nomme  le  rayon  de  cîoarbnre  de  la 
courbe  proposée  relatif  au  point  {x^y-,  z)^  et  Pon  a^elle 
centre  de  courbure  Textrémité  du  rayon  de  courbure,  qui 
peut  être  considérée  comme  le  point  de  rencontre  de  la 
normale  principale ,  et  d'un  plan  normal  infimiïient  voi- 
sin. Le  cercle  qui  a  ce  dernier  point  pour  centre  et  le 
r^yon  de  courbure  pour  rayon ,  se  nomme  cercle  de  cour- 

20  •  • 
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bure  y  OU  cercle  osculateur  ;  il  touche  la  courbe  propose 
et  a  même  courbure  qu'elle.  Si  par  la  tangente  et  par  la 
perpendiculaire  au  plan  osculateur  on  fait  passer  un  nou- 
veau plan ,  le  centre  de  courbure  sera  évidemment  situé , 
par  rapport  au  nouveau  plan,  du  même  côté  que  le  point 
(x  +  Axj  y  +  Aj^,  z  -+-  A-z),  et  coïncidera  nécessaire- 
ment avec  Tun  des  points  du  demi-axe  dont  la  direction 
est  déterminée  par  les  angles  X,  jui ,  v,  que  la  normale  prin- 
cipale fait  avec  les  axes ,  et  qui ,  comme  nous  Tavons  vu , 
sont  donnés  par  les  équations 

ces  A COS  fi ces  F 

dx  dr  dz' 

d—       d—       d  — 
ds  ds  ds 

165.  n  est  facile  de  calculer  la  longueur  du  rayon  de 
courbure ,  en  partant  de  l'équation  qui  le  définit 

I         _,    -.        Ar  ,    dr 

-=.±  lim.  —  =  ±  3-. 
p  liS  as 

EneflFet,  cosa,  cosê,  cosy^cosa-|- Acosa,  cos6-|-Acos6, 
cosy  -H  Acosy  étant  les  cosinus  des  angles  que  font  avec 
les  axes  deux  tangentes  très  voisines  ,  on  a 

cos*«  -t-cos*^+cos*y  =  I, 
(cosa-f-  Acos«)*-f-(cosff-f-A  cosff)*-f-(cos5^-f-Acosy)»=  I> 

COS  Ar = cos  «  (cos  fit  +  A  cos«)  -t-  COS  ff  (cos  C-t-  A  COS  C) 

+  COS  y  (cosy-|-  A  COS  y)  ; 

si  de  la  somme  des  deux  premières  équations  on  retran- 
che le  double  de  la  seconde,  il  vient 

2(1— cos  At)  =:(ACOS«)*-t-(ACOS^)*  +  (ACOSy)*. 

On  a  d'ailleurs 

Ar  .       Ar 

COS  Ar  =  I  —  2  sm*  — ,     2  sm*  —  =1  —cos  Ar  : 

2  2 
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donc 

2sin  —  =  K  (AcoSflt)'-l-(AcosC)*  +(Acosy)% 
et  par  suite 

Ar                   .    AT  .     At 

—               sin—  2sin  — 

,.      Ar                a        ,.             a          .  2 

lim.  —  =:lmi.  —  =iim. =  lim.  

A5  A  5  Af  Af 

2  2 

et  enfin , 

c/cos^N*  .   /'dcosy\* 


ds 


En  procédant  de  la  même  manière ,  on  trouverait  pour  la 
seconde  courbure 

n  résulte  évidemment  de  ces  formules  que  la  première 

courbure  -  est  s'énéralement  nulle  dans  le  cas  où  les  an- 

P 

gles  a ,  6 ,  y  deviennent  constants,  et  la  seconde  courbure 

-  dans  le  cas  où  les  angles  /,  m ,  /i  conservent  toujours 

les  mêmes  valeurs  5  ce  qui  s'accorde  avec  les  définitions 
que  nous  avons  données  de  ces  courbures. 

Si  dans  la  valeur  du  premier  rayon  de  courbure  Ton 

met  pour  cos  a ,  cos  6,  cos  y ,  leurs  valeurs  -7-,  -f-,  —,  il 

'■  '  ds     ds     ds 

viendra 
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puis,  en  dévieloppant  comme  plus  haut  (n^  160) 

^  ""  V  ds^ 

V/(5y  d*z-dz  d*yy+(dzd*x-  dxd^zf  -{-(dxd^y-dyd^xY 

Si  Ton  prend  s  pour  variable  indépendante ,  il  viendra 
plus  simplement, 

En  prenant  x  pour  variable  indépendante,  en  trouverait 

i  _  V{y'z"  —  7-^^zQ»  +  g^'  +  r"^ 

166.  Si,  à  partir  du  point  {x^y^  z)^  on  porte  sur  la 
courbe  donnée  et  sur  la  tangente  prolongées  dans  le  même 
sens  des  longueurs  infiniment  petites,  égales  à  /,  et  si  l'on 
nomme  à  la  dislance  comjirise  entre  les  extrémités  de  ces 
deux  longueurs,  on  trouvera,  en  prenante  pour  variable 
indépendante  et  en  remarquant  que  les  coordonnées  des 
extrémités  des  deux  longueurs ,  sont  respectivement 

dx  dy  dz 

dx        /»  fd^x  .     A  dy        i^  f  dW  „\ 


dz        «  *    /  d^z 


m 


ds       i.z\ds^ 

d*z\^ 


+ 


X  ^  X  ^  V 

donc 


/» 


?  =  lim.  ^, 
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et  par  ccmséquent,  'pour  obtenir  le  rayon  de  courbure 
d'une  |X>wbe  en  vai  point  donné,  il  suffit  de  porter  sur 
cette  çouii>e«t  sur  sa  tangente  prcdongées  dans  le  même 
sens ,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites,  et  de  di- 
viser le  carré  de  Tune  d'dles  par  le  double  de  la  distance 
CMiiprise  entre  leurs  extrémités  :  la  limite  du  quotient 
pu  la  valeur  «xacte  du  rayon  de  courbure. 
En  comparant  ensemble  les  équations 

ÇOSA  COS/C 0051» , 

d —       d—       d— 
ds  ds         ds 


^(4y+(4)*+(^)' 


,HJv/(^î)"H-(4)V(^S)', 

on  trouvera 

d^  d^  d^ 

ds  ds  ds 

«>s^=?-^.  «»»^=^-^'  «»*'=''-^' 

et  en  prenant  s  pour  variole  indépendante, 

d^jp  dW  d*z 

167.  Si  l'on  suppose  que  le  plan  ay  devienne  paral- 
lèle au  plan  osculateur,  on  aura 

CO&i  =35   0,      CQS  m   =   o ,      OÛS  /î   =    ±    I  , 

et  par  suite ,  en  vertu  des  équations 

cosldx  +  cos mdy  H-  cos ndz  =  o; 

co&ld^x  ^  cosmdy  +  cosnd*z  =  o; 

dz  z=z  o'y     d*z  :=  o, 

1            ^^    dxd^f'-^djrd^x 
-  =  ±    7-. 

^  {dx^-^dy*)^ 
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Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée  est  donc  égal 
en  grandeur  au  rayon  de  courbure  de  sa  .projection  ,sur 
le  plan  osculateur.  Ces  deux  rayons  de  courbure  comci- 
dent  aussi  en  direction,  puisque  la  normale  principale, 
située  dans  le  plan  osculateur,  sera  évidemment  la  nor-^ 
maie  à  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  plan;  donc,  etc* 

168.  Appliquons  ces  formules  à  Thélice  représenté^ 
par  les  équations 

X  =  Rcostf,    j=:RsiDa,     2=aRtf, 

et  prenons  u  pour  variable  indépendante ,  on  trouvera 

££r  :=  •— Rsinae/a,     dr  =  "Kcio^udu,     dzz^àKdUy 
d^x  =2  -—  Rcosiwfa*,  d*jr  z=  —  Htàaudu*,     d^z  =  o, 

dx  dr        dz  d*x      dW       d*z 

— smi^     cosu      a  cosu     sma        o 

^5  =  dh  l/i  +  a» .  Rrf»,     rf»j  =  o, 
cos«    cpsC  cosy i_  I 


sinu         cosir 


La  dîflFérentielle  seconde  d^s  'étant  nulle ,  on  devra  em- 
ployer les  formules  où  l'arc  s  est  pris  pour  variable  indé- 
pendante ,  et  l'on  aura 


ces  A  cos^  ces  y 


cosu         sinu  o 

ces/  cosm         cos/i 


I ,     cosy  ==  o, 


—  asinK       acxysu         —  i  \/i-|-a>* 

l  __  I  //dsinu\*    '    /dcosw^ 

p         V/i  +  a>  V  V    ds    )   "^V""^""/ 


du 


p  =  (i  H-  a')R. 
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L^équation  du  plan  oscillateur  sera 

ou  Ç  — z  =:  «(^cosa— fsina). 

Enfin  Ton  aura 

4 

Si  à  la  quantité  a  on  substitue  Tangle  y^  lié  avec  a  par 

,  on  trouvera 


réquation  cosy  = 

• 

ces/ 

COSITt 

sintt 

—  cos« 

R  = 

cos/i        _,  R       ^       ,  , 

=:±cosy,   p  =  -T— r-=R<îosec*y, 

tangy  '   "^       sm'y  '^^ 

—, =2Rcosec2y. 

smycosy 

L^équation  cosv  ^  o  prouve  que  la^  normale  principale 
dç  rhélîce  au  point  (jc,  y^  z)^  coïncide  avec  la  perpendi- 
culaire baissée  de  ce  point  sur  Taxe  des  z^  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  aveiî  la  génératrice  de  la  surface  héli- 

çoïde,  représentée  par  Féquation  z  =  dK  arc  tang  -.  Donc 

le  plan  qui  passe  par  cette  génératrice  et  par  la  tangente 
à  rhélice,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le  plan  qui 
touche  la  surface  héliçoïde  au  point  {x ,  ^,  z) ,  se  con- 
fondra nécessairement  avec  le  plan  osculateur  de  Tliélice. 
On  déduirait  directement  la  valeur  p  =  Rcoséc*y  du 
rayon  de  courbure,  de  l'équation 

P=lim^, 

qui  dans  ce  cas  deviendra,  comme  on  le  prouvera  faci- 
lement 

^  =  ^^""-  \¥Eà)  =  R^  =^("  H-«^)=RcosécV 


3l4  CALCUL   DIFFtRBNTIBL. 


wmmmm^mmÊmmmm 


trenheme  leçon. 


Déterminatipit  analytique  du  centre  de  oMurbure.  —  Défdojppée  dkme 

courbe  quelconque. 


169.  Soit  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quel- 
conque, correspondant  au  point  (x^jr,  z);  |,  m^  C'  ^^^ 
coordonnées  de  Textrémité  de  ce  rayon  appelée  centre  de 
courbure;  X,  |x,  v  les  angles  formés  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  par  la  droite  menée  du  point  (j?,  jr^  z) 
au  point  (^,  ^)  O?  ^^î^  T^  cdincide  avec  la  normale 
principale,  on  aura 

t — jc  ti — X  Ç  —  z 

ï =:  COSA, :=  C0S#6,     =  006», 

d—  d^  d  — 

ds  ds  ds 

ÇOSA  =/>  -~-,  CQS/6  =p  "X^'     ^^^'   ^  '^   "S"* 

rf^  d^  d$- 

.     d>  ds      ^  ds 

çt  en  remettant  pour  p*  sa  valeur 

fdsd^x  —  dxd*s  .  , 

{dxd*z-~dzd^yy'\'{ded*x-^dxd^z)*'i-{dxd*y—djrd*xY 

dsd^jr —  drd*s ,  j 

"  ""-^  "" {4yd *z^dzd*yY-h {dzd *x—dxd*z)»-h {dxd-y^diyd^xy      ' 
ç,  did*z  —  dzd*s  , . 

(dyd  »z—dzd  >r)  *'h(dzd  »x^dxd  *zy-+-(dxd*X'-drd  *x)* 


T&BZÎTIÈME    LEÇOH.  3l5 

OU,  ce  ffiii  reyient  av  même, 

^""'  ""  (^à*Z'dzà*jy'\-(dsd*x^d^*gy'h(dxdy-4xd*x)*^      -r-^-r      ;• 

Dans  le  cas  où  Ton  prend  x  pour  variable  indépendante , 
les  formules  précédentes  se  réduisent  à 

A  Faide  de  ces  équations ,  on  pourra  déterminer  les  coor- 
données Ç,  Tî,  Ç  du  centre  de  courbure,  qui,  comme  on 
le  prouvera  facilement,  vérifieront  en  général  le  système 
des  trois  équations 

(?  — x)»+(,_jr)a+(Ç-z)«  =  p> 

{i—x)dx  +  (ti—  r)^r +  (C  —  z)dz=zo, 
{( — <i?)^*x+(v— 7)rfV+(Ç — 2;)rf»z — dx^—dy^ — dz*=o. 

De  ces  trois  équations,  la  première  exprime  que  le  centjne 
de  courbure  est  à  UJaa  distance  p du  point  (x,  jr,  z)-^  la 
deuxième  ^"4  est  dans  le  plan  normal  \  la  troisième ,  qu'il 
fait  partie  du  plan  osculateur  :  on  aurait  pu  les  écrire 
à  priori j  et  U  est  essentiel  d'observer  que  Ton  retrouve 
la  deuxième  et  la  (troisième ,  lorsqu'on  différencie  la  pre- 
mière et  la  deuxième  en  opérant  comme  si  les  troisineon-^ 
nues  ^ ,  >79  ^  étaient  des  quantités  constantes. 

170.  Quand  le  point  {pc^y^  z)  vient  à  se  déplacer  sur  la 
courbe  donnée,  le  centre  de  courbure  se.  déplace  en  même 
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temps.  Si  le  premier  point  se  meut  d'im  mouvement  con- 
tinu sur  la  courbe  dont  il  s'agit,  le  second  décrira  une 
nouvelle  courbe  :  or  pour  obtenir  les  équations  de  cette 
dernière,  il  suffira  d'expiimer  en  fonction  d'une  seule 
variable  x,j^,  ou  s^  àTaide  des  équations  u  =  Oj  p  =o, 
de  la  courbe  donnée ,  les  seconds  membres  des  équations 
qui  donnent  1 9  V}?  (^>  et  d^éliminer  cette  variable  entre 
ces  trois  équations.  Les  deux  équations  résultantes  de  cette 
élimination  ne  renfermeront  plus  que  les  trois  variables 
$  î  ^  ?  C  »  ®^  représenteront  précisément  la  ligne  qui  sera 
le  lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de  courbure  de  la 
courbe  donnée. 

Pour  établir  les  principales  propriétés  de  cette  ligne , 
différentions  par  rapport  à  toutes  les  variables,  les  deux 
équations 

(f~x)«+(»— r)*+(Ç  — 3)*  =  PS 

en  y  regardant  x^  jr^  z  comme  tenant  la  place  de  leurs 
valeurs  en  | ,  y? ,  Ç.  En  opérant  ainsi ,  on  trouve 

(S  —  x)di  +  {sj  —  x)dn  +{^  —  z)di:=  fdp , 
dx  di  +dy  dtj  +  dzd^  =  o,. 

Cette  dernière  équation  prouve  que  la  tangente  me- 
née à  la  nouvelle  courbe  par  le  point  ($,>},  0»  forme  un 
angle  droit  avec  la  tangente  menée  à  la  courbe  donnée  par 
le  point  (x ,  j^  z).  Donc  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe 
est  comprise  dans  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée. 

De  plus,  si  Ton  nomme  g  l'arc  de  la  nouvelle  courbe 
compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  ^ ,  to  ^  ^y 
on  auca 

d^^  ri'dn^  +  d^^  =  d<r^, 

^A  —  ^  —  ^  H  I.  ^  —  y  ^  ,  ^ — ^  ^ 

do"  p       do-  p        dr  p        dr 
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et  il  résulte  évidemment  de  cette  dernière  formule ,  que 

le  rapport  -j-  est  égal  au  cosinus  de  Fangle  aigu  ou  obtus, 

formé  par  le  rayon  de  courbure  p  avec  la  tangeijite  à  la  nou- 
velle courbe.  Quand  la  courbe  proposée  est  plane ,  cette 
tangente  se  confond  avec  le  rayon  de  courbure  ou  avec 

son  prolongement ,  et  par  conséquent  le  rapport  -7-  se  ré- 

CM" 

duit  au  cosinus  d'un  angle  nul,  ou  au  cosinus  de  Tangle  tt  , 
c'est-à-dire  à  ±:  i .  On  a  donc  alors 

dp  =  Hz  dor , 

et  Ton  en  conclut ,  comme  on  Ta  déjà  fait ,  que  Tare  Aa  est 
la  différence  des  rayons  de  courbure  correspondant  à  ses 
deux  extrémités.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  la 
courbe  donnée  cesse  d'être  plane ,  et  dans  ce  cas  le  rap- 
port —  obtient  généralement  une  valeur  ninnérique  dif- 
férente de  l'unité. 

171.  Concevons  qu'un  fil  inextensible  d'une  longueur 
connue ,  soit  fixé  par  une  de  ses  extrémités  à  un  certain 
point  d'une  courbe ,  et  que  ce  fil ,  d'abord  appliqué  sur  la 
tangente  menée  à  la  courbe  par  le  point  dont  il  s'agit, 
vienne  à  se  mouvoir  en  demeurant  toujours  tendu,  de 
telle  sorte  qu'une  partie  s'enroule  sur  l'arc  renfermé  entre 
le  point  fixe  et  le  point  variable  (j:,  y^  z).  L'autre  partie 
qui  restera  droite  et  touchera  la  courbe  donnée  au  point 
(o?,^,  z),  sera  terminée  par  un  point  mobile  qui  décrira 
une  nouvelle  courbe,  que  l'on  a  désignée  sous  le  nom  de 
déi^eloppante  de  la  première.  Celle-ci  prend,  par  rapport 
à  la  deuxième ,  le  nom  de  dé\feIoppée,  On  peut  facile- 
ment établir  comme  il  suit,  leurs  propriétés  respectives. 

Soient  ^j  >3  5  Ç?  les  coordonnées  du  point  de  la  déve- 
loppante ,  qui  correspond  au  point  (x ,  j^ ,  z) ,  de  la  déve- 
loppée etria  distance  entre  ces  deux  points.  En  désignant 
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par  oc,  è^y  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tanfente  à 
la  première  courbe,  qui  coïncide  avec  le  rayon  r,  on  aura 
à  la  fois 

dx      f— j:  ^      dr      v — r  dz       f — z 

co8<«  =  -r-  = ,  cosCs=t-=^  = ^,  cotv=-r  ^=  — f 

ds  r  ds  r  ds  r 


et  par  suite , 


en  supposant  que  la  longueur  r  est  comptée  à  partir  du 
point  (x,  y,  ^),  dç  la  développée  sur' la  tangente  prolon- 
gée dans  le  même  sens  que  Tare  s.  De  plus,  on  aura  dans 
cette  hypothèse, 

donc 

? — X fi--x  _  C — z r^ 

dx  dy  dz  dr^ 

dx  dy       ^  dz 

en  différenciant  ces  dernières  équations ,  on  trouve 

dZ — dx=i — dr~ rd^-y   dtf — dyz= — dr -^  -^  rd-^^ 

dr  dr'  -^  dr  dr 

j^  dz  dz 

dr^^dz=i  —  dr-—  —  rd-;-  , 
^  .        dr  dr 

OU  en  réduisant 

dk  =  -rd^,    d,=  -rd^,d^  =  -rd^; 
dr  dr  dr, 

d'où  l'on  tire 

d.d^+dyd,+dzd!:=-.rdr(pdf+p±+^d^), 

^^dr    dr      dr    dr      dr    dr) 
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îhais  Toh  a 

(àx\^     fdx\.fdz\  dxdxdydy      dz^dz 

donc 

dx(^  -f-  ify-ifv  +  dzdZ  =  o. 

n  résulte  de  cette  dernière  formule  que  les  tangentes 
menées  parles  points  correspondants  (or,  y,  z),  (J,  >?,  ^), 
à  la  développante  et  à  la  développée ,  se  coupent  à  angle 
droit.  Donc  la  tangente  à  la  développée  est  toujours  nor- 
male à  la  développante. 

Lorsque  la  développée  est  connue ,  ainsi  que  nous  l'a- 
vons supposé  dans  ce  qui  précède,  il  suffit  pour  avoir 
les  équations  de  la  développante  de  substituer  dans  les 
formules 

^  dx  àr       ^  dz 

à  la  place  de  x,  j^  z  leurs  valeurs  exprimées  en  fonction 
de  s  et  de  remplacer,  en  outre ,  r  par  c  qi  ^,  puis  d'élimi- 
ner s  entre  ces  mêmes  formules.  En  effist,  on  parviendra 
de  cette  manière  à  deux  équations  entre  |,  >î,  Ç  qui  re- 
présenteront évidemment  la  courbe  décrite  par  l'extré- 
mité de  la  longueur  r. 

172.  Supposons  à  présent  que  l'on  cbercbe  non  plus  ime 
développante^  mais  une  développée  de  la  courbe  à  laquelle 
appartiennent  les  coordonnées  variables  x^y^  z.  Appe- 
lons Ç .  y? ,  Ç  les  coordonnées  variables  du  point  de  cette 
développée  qui  correspond  au  point  {x^y^z)^r  la  dis- 
tance-entre  ces  deux  points,  a  l'arc  de  cette  courbe  comp- 
tée à  partir  d'un  point  fixe  î  « ,  6,  y  les  angles  que  fait  avec 
le$  axes  la  tangente  à  la  développée  prolongée  dans  le  sens 
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de  Tare,  on  aura 

dî      :c  — f  p      dn     y — ^  d^     z — Ç 

dr  r  dr         r  dv'         r 

r  —  tf-^rc,     dr  z=z.  dr^ 

(f  —  ar)>  +  (v  _^)v+(Ç  —  zy  =  r\ 

Si  Ton  diflFérentie  trois  fois  de  suite  cette  dernière  équa- 
tion, en  prenant  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  et 
en  ayant  égard  aux  é(juations  qui  précèdent,  on  trouvera 

i-,  ((—x)(di—dx)+{v—f)idn—djr)+{Z^z){d!:—dz)=rdr, 

et,  en  mettant  pour //^ ,  dn^  d^^  leurs  valeurs, 

—[(r-  x)dx+(v—x)  dy  +  {r,  —  z)dz\ 

d'où        (?  —  x)dx  -f-  («  —  y)dy  +  ( Ç  —  z)dz  =  o  ; 

2**.  En  diflFérentîant cette  dernière  équation, 

(?  —  xjd^x  +  (i;  —  y)dy  H- (Ç  —  z)d*z 

-|-  dSda:  +  dtjdy  +  dl^dz  — ^*— €(^*  —  flfo»=:o, 

OU ,  à  cause  de 

dSdjc  +  û?we/j  +  dl^dz  =  o,      dlr »  +  dy*  +  dz*  =z  ds^y 
(f  —a:)d*x  +  (^  —  j)û?»r  +  (Ç  —  z)d*z  =  «f^% 

et ,  en  mettant  pour  |  —  x^m  —  y,  f  —  z,  leurs  valeurs , 

r(did*x  +  dfidy'+  d^d^z)  =  ds^dr; 

3°.  En  différentiant  l'équation 

{i—x)d*x  +  {v  —y)dy+  {Z,  —  z)d*Z  =  ds\ 
ou 

(I  —  j:)ri/»d:  +  [n  —y)rdy+{l^—  z)rd*z  =  rds\ 
{l—x)d.Td*x  +  {fi  —y)d.rdy  +  {!^—z)d.rd*z 
+rd*x{di—dx)-\^rdy  (df,  —  dy)  +  rd^z  (d^  —  dz)  z=  d.rds'  -, 
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mais 

dxd^x^  dyd^y  +  dzd^z  ==:  dsd^s  =  o, 

r{^d^x  +  di>idy  +  dl^d^z)  zrzds^dr; 

donc 

(I  —  x)d.rd*x+  (n  — x)d.rdy+(l^ — zjd.rd^z  +  drds*  =  drds*, 
(f  —  x)d.rd}x  +  {n  — y)d,rd^y  +  (Ç  —  z)d,rd^z  =  o. 

Des  quatre  équations 

(?— or)»  +  (9  —yY  4-  (Ç  —  z)»  =  rS 
(? — a:)Éte  +  (if  — y)dy  +  (Ç  —  z)fifa  =  o, 

{i—x)d*x  4-  (9  — r)fl?y  +  (Ç  —  2)^*«  =  û^S 

(f — x)<i.7irf*x  +  (jj  —  j)  d,rd^y  +  (Ç  —  z)d.rd^z  =  o, 

on  tire 

âyd.rd'^i-dzd.rd^y      dzd,rd*x-dxd.rd*z      dxd,rd*y-djrdj'd*x 

^s« 

~"  d*x(djd.rd*s  —  dzd.rd*jr)'i-d*y{dzd,rd*x — dxd.rd*z)+d*z{dxd.rd*y — ^d.rd*x) 

r 


i/'l(4yd,rd»z^dzd,rd'jr'j%^(dzd,rd'x — dxd.rd*z)*'^(dxd,rd^x—4yd.rd*x)]  * 

r 

m ■  ■         ■  _  . 

V^(ds*i(d.rd*xy-h{d.rd*y)'-h(d.rd*zy]-'l(dxd.rd*x-{-drd.rd»x-hdzd.rd*z)-\*  J 

égalant  ces  deux  dernières  fractions,  carrant  et  rédui- 
sant,  on  trouve 

rd*x  d^x       d*y  ^   .  £^  d^z"!     dr 

'^^L'^^^"'"^   ds*      ds^    dsiyin 

rfd3x\*     fd^y\*  ,/<^^^Y      (dxdix      dyd^r      dzdH\*'-\ 
L\  ^*'  /       \ds^  )       \d5^  )        \ds  dsi  "^  dsds^  "^  dsds^  )  Y^ 
_  fdxd^Xd^z-dxd^zd ^r-hdprd^zd^X'djrd^xd ^Z'^dzd*xd^y'dzd*yd^x\ « 

équation  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

A  -^ h  Br  -^  +  Cr>  +  Dr*  =  o. 

ds""  ^^        ds    ^ 

T.  I.  21 


4 
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Si  Ton  substitue  dans  cette  équation  pour  x^y^  z,  leurs 
valeurs,  exprimées  en  fonction  de  5,  elle  se  réduira  k 


^G''-' J)=''' 


et  sera  ce  cpi^on  nomme  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  entre  r  et  5,  à  laquelle  on  pourra  satisfaire 
par  une  équation  de  la  forme  (f  (r,  s,  c)  =  o,  ou  r=(f(s^  c), 
c  désignant  une  constante  arbitraire. 

En  donnant  à  c  une  valeur  particulière ,  on  aura  r  en 
fonction  de  s^  et  si  après  avoir  mis  dans  les  équations 

(f  —  x)djc  H-  {u — x)djr  +  (Ç  —  z)dz  =  o, 

{i—x)d^x  +  („_j)rf»j  +  l^  —  z)d*z  =  ds% 

(f  —  x)d,rd*x  +  [fi  —  y)d.rd*y  +  (Ç  —  z)d.rd^z  =  o, 

à  la  place  de  x,  y,  z,  leurs  valeurs  en  j,  on  élimine  s 
entre  les  trois  équations  résultantes,  on  obtiendra  entre 
les  coordonnées  ^,  y?,  ^  deux  équations  propres  à  repré- 
senter une  développée  de  la  courbe  que  l'on  considère. 
Cela  posé ,  il  est  clair  que  cette  courbe  aura  une  infinité 
de  développées  qui  correspondront  aux  diverses  valeurs 
de  r,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  aux  diverses  valeurs 
de  la  constante  arbitraire  c. 

Ajoutons  que  toutes  ces  développées  seront  situées  sur 
la  surface  que  l'on  obtiendra  en  éliminante  entre  les  deux 
formules 

(f  —  x)dx  +  [n  —  y)dx  +  (Ç  —  z)dz  =  o, 
{^—x)d^x  4-  (^  — 7)^*r  +  (Ç  — z)r/>z  =  ds*. 

La  surface  dont  nous  venons  de  parler,  ou  le  lieu  géo- 
métrique de  toutes  les  développées,  jouit  de  plusieurs 
propriétés  remarquables ,  sur  lesquelles  nous  reviendrons 
quand  nous  aurons  parlé  de  l'application  du  calcul  diffé- 
rentiel à  la  recherche  des  propriétés  des  surfaces  courbes. 
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Do  contact  des  courbes  situées  d^une  manière  quelconque  dans  Tetpace. 

-^  Courbes  osculatrices. 


173.  Considérons  deux  courbes  tracées  dans  l'espace  et 
qui  se  touchent  en  un  point  donné  M  ;  si  du  point  de  con-* 
tact  comme  centre,  et  avec  un  rayon  infiniment  petit,  on 
décrit  une  sphère,  la  surface  de  la  sphère  coupera  {fig'  Sa) 
les  deux  courbes  en  deux  points  très  voisins  l'un  de  l'au- 
tre P  et  Q  5  et  en  admettant  les  définitions  que  nous  avons 
données  {pP  141),  quand  il  s'agissait  de  courbes  situées 
dans  le  plan  unique  des  coordonnées ,  on  obtiendra  im-* 
médiatement  le  théorème  suivant  : 

Théorème  i*^'.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un 
point  donné,  l'ordre  du  contact  est  inférieur  d'une  unité 
à  Tordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
la  distance  entre  deux  points  situés  sur  les  deux  courbes, 
également  éloignés  du  point  de  contact , .  et  dont  la  dis- 
tance à  ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier  or- 
dre. Il  est  bon  d'observer  que  la  droite  PQ  =  aisin-jw 
qui  unit  ces  deux  points  étant  la  base  d'un  triangle  isoscèle 
MPQ,  et  opposée  dans  ce  triangle  au  très  petit  angle  cd, 
sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  deux  côtés  de  ce 
triangle ,  et  par  suite  à  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes  \  tangente  dont  les  deux  côtés  diffèrent  très  peu. 
La  surface  du  triangle  est  d'ailleurs  égale  au  produit 
\  /*  sin  w,  et,  par  consécpient,  à  une  quantité  infiniment 

ai .  . 
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petite  dont  l'ordre  a +2,  surpasse  de  deux  unités  Tordre 
du  contact  des  courbes. 

174.  Concevons  maintenant  que  l'on  projette  les  deux 
courbes  et  le  triangle  MPQ  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas 
sensiblement  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle,  et 
qui  fasse  avec  lui  un  angle  xs.  Les  deux  projections  des 
courbes  auront  aussi  une  tangente  commune,  et  en  appe- 
lant ç,  X»  ^9  ^^^  angles  que  les  droites  MP,  MQ,  PQ 
font  respectivement  avec  leurs  projections,  on  aura 

mp  =  MP  cos^  =  i  cos^ ,  mq  =  MQ  cos;^  =  i  cos;^, 
y7<7=PQcos-sî,  =  2isin7«cos4^, 
mpq  =:MPQcosiy=-jJ*sin#costr  =z  i*  sin^^  cos-j»  coss- 
=-j  mp  ^pq  X  sin  mpq  =  7  f  cos^  X  2'  sin  ^tf  cos4^  sin  mpq  ; 

d'où 

COS7«  CCS»- 
sm  mpq  = = r-  ; 

COS^COS'4^ 

la  perpendiculaire  mr  abaissée  du  point  m  sur  la  droite 
pq  sera  égale  au  produit  mp  X  sinmpq ,  et  l'on  aura 


mr  =  mp  X  sin  mpq  -=.  i  cos^ 


COS7 ^  COS-Br    i  COS7«  COStS" 


cos^cos>|.  cos-^ 

or  la  valeur  de  l'angle  o)  étant  très  petite ,  et  celle  des  an- 
gles CT ,  ç ,  X  9  4*  '  ^^^ïït  sensiblement  différente  de  —  ,  les 

quantités  cos  \  w ,  cos  xs ,  cos  y ,  cos  ^  >  cos  ^  auront  des 
valeurs  sensibles,  et  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  les  équa- 
tions qui  donnent  pq^  mr^  pour  reconnaître,  i*^  que  la 
distance  yy^  est,  dans  l'hypothèse  admise,  une  quantité  in- 
finiment petite  de  l'ordre  a  -f- 1,  et  qu'elle  forme  avec  la 
distance  mp  un  angle  sensiblement  différent  de  o  ;  2*^  que 
la  distance  mr  est  un  infiniment  petit  du  i®*"  ordre.  Ob- 
servons encore  que  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
projetées  se  confondant  à  très  peu  près  avec  la  droite  mj) , 
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formera  elle-même,  avec  la  sécante  pq^  un  angle  sensible. 

.Puisque  la  projection  pq  de  la  sécante  PQ  qui  unit 
deux  points  situés  à  des  distances  du  point  de  contact , 
égales  entre  elles  et  infiniment  petites  du  premier  ordre , 
est  un  infiniment  petit  de  Tordre  a  +  i  6t  fait  un  angle 
fini  avec  la  tangente  commune  aux  deux  projections,  on  en 
conclura  (n**  142)  que  les  courbes  projetées  ou  les  projec- 
tions des  courbes  ont,  ainsi  que  les  courbes  d^ns  Tespace, 
un  contact  de  l'ordre  a.  Nous  sommes  arrivés  à  cette  con- 
clusion en  supposant  que  le  cosinus  de  Tangle  que  le  plan 
du  triangle  MPQ  fait  avec  sa  projection  mpq  avait  ime  va- 
leur finie  5  mais  il  est  facile  de  prouver  que  si  ce  cosinus 
était,  sensiblement  nul,  c'est-à-dire  que  si  le  plan  du 
triangle  mpq  devenait  sensiblement  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle  MPQ ,  mais  en  continuant  de  former  un 
angle  sensible  avec  les  côtés  MP,  MQ,  et  par  suite  avec 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes  dans  l'espace ,  le 
contact  des  deux  courbes  projetées  serait  encore  nécessai- 
rement de  l'ordre  a  ou  d^un  ordre  supérieur  à  a.  Alors 
en  effet ,  les  distances  mp ,  mq  seraient  encore  des  quanti- 
tés infiniment  petites  du  premier  ordre ,  tandis  que  la 
distance  pq  serait  une  infiniment  petite  d'un  ordre  au 
moins  égal  à  a-+- 1,  ainsi  que  la  droite  pr  que  Ton  obtien- 
drait en  décrivant  du  point  m  comme  centre  avec  le  rayon 
mp^  un  arc  de  cercle  qui  couperait  la  seconde  courbe  au 
point  r^  or  la  distance  mp  ne  peut  être  une  quantité  in- 
finiment petite  du  premier  ordre,  et  la  distance  pr  un  in- 
finiment petit  de  l'ordre  a  H-  i  sans  que  l'ordre  de  con- 
tact des  deux  courbes  projetées  soit  égal  ou  supérieur  au 
nombre  a  \  donc,  etc. 

175.  Concevons  à  présent  que  l'on  projette  successive- 
ment les  deux  courbes  données  sur  le  plan  xj  et  sur  le 
plan  ZX'^  et  supposons  d'ailleurs  que  Tanglc  compris  entre 
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Taxe  des  x  et  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  dif^ 
fère  sensiblement  d'un  angle  droit,    cette  taoïgente  ne 

pourra  être  sensiblement  perpendiculaire  ni  au  plan  xy^ 

ni  au  plan  zx  qui  passent  tous  les  deux  par  Taxe  des  x  ;  de 
plus  ces  derniers  plans  ne  pourront  pas  être  tous  les  deu^ 
à  la  fois  sensiblement  perpendiculaires  au  plan  MPQ,  car 
sans  cela  leur  intersection  commune  serait  sensiblement 
perpendiculaire  aux  deux  lignes  MP  et  MQ,  et  par  suite 
à  la  tangente  commune ,  ce  qui  est  contre  Thypotbèse  \  et 
par  conséquent,  en  vertu  de  ce  qui  précède ,  le  contact  des 

deuit  projections  sur  le  plan  xy  et  sur  le  plan  zx  sera  tou-t 
jours  de  Tordre  a  ou  d'un  ordre  supérieur  à  a,  et  sur  Vvax 
des  deux  plans  au  moins  de  Tordre  a  seulement ,  on  peut 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  2"®.  Pour  obtenir  Tordre  de  contact  de  deux 
courbes  qui  se  touchent  en  un  point  où  la  tangente  com-r 
mune  ne  forme  pas  un  angle  droit  avec  Taxe  des  x^  i\ 
suffit  de  chercher  les  nombres  qui  indiquent  les  ordres  de 
contact  des  deux  projections  de  ces  courbes  sur  les  plans 

ocy  et  zx ,  chacun  de  ces  nombres ,  s'ils  sont  égaux ,  ou 
le  plus  petit  d'entre  eux,  s'ils  sont  inégaux,  indiquera 
Tordre  du  contact  des  courbes  proposées. 

Corollaire  i®"^.  La  recherche  de  Tordre  de  contact  de 
deux  courbes  à  double  courbure,  se  trouve  donc  réduite 
à  la  recherche  de  Tordre  de  contact  de  deux  courbes  pla- 
nes, c'est-à-dire  à  un  problème  déjà  résolu.  On  en  con- 
clura, i^  en  prenant  j: pour  variable  indépendante,  et 
désignant  par  j-',  y'',  y,.  .  .-s',  z\  z" . . ,  les  dérivées  suc- 
cessives des  variables  j  el  z  considérées  comme  fonctions 
de  a:  ^  2^  en  désignant  par  ii  le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement supérieur  à  a,  que  si  deux  courbes  ont  en- 
tre elles  un  contact  de  Tordre  a ,  les  quantités  J  ->  y  •> y'\  •  •  • 
'y^"\  z^  z\  z", .  .  .  z^"'  conserveront   les    mêmes   valeui-s 
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pour  le  point  dont  il  s'agit  dans  le  passage  de  la  première 
courl>e  à  la  seconde,  tandis  que  chacune  des  quantités 
jr{»+0^  ^(«+0^  ou  au  moins  l'une  des  deux,  changera  de 
valeur  ;  de  sorte  que  dans  le  cas  où  l'ordre  de  contact  sera 
un  nombre  entier,  il  suffira  pour  déterminer  cet  ordre, 
de  diminuer  d'une  unité  l'ordre  des  dérivées  successives 
j^',y",  j^ '*,...  z',  z\  z'^y . .  •  qui  les  premières  cessent  d'être 
égales  quand  on  passe  d'une  courbe  à  l'autre . 

Scolie.  Si  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
formait  un  angle  droit  avec  l'axe  des  a:,  elle  ne  pourrait 

pas  être  à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  ocy  et  a^  plan 

zXy  ou  aux  axes  des  y  et  des  z  \  donc,  pour  déterminer 
dans  cette  hypothèse  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes , 
il  suffirait  de  substituer  à  l'axe  des  x  l'axe  des  j^  ou  l'axe 

des  z ,  et  de  remplacer  en  même  temps  le  plan  zx  ou  xj 

par  le  plan  yz, 

176.  On  peut,  au  deuxième  théorème  ,  en.  substituer 
un  autre  qui  ne  soit  sujet  à  aucune  restriction,  et  dont 
voici  l'énoncé  : 

Théorème  3°^®.  Pour  obtenir  Foixire  de  contact  de  deux 
courbes  qui  se  touchent  en  un  point  donné,  il  suffit  de 
chercher  le  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la  distance 
infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux 
longueurs  égales  portées  sur  les  deux  courbes ,  à  partir  du 
point  de  contact  dans  le  cas  où  les  mêmes  longueurs  de- 
viennent infiniment  petites  du  premier  ordre.  Le  nom- 
bre dont  il  s'agît  diminué  d'une  unité,  indique  toujours 
l'ordre  du  contact. 

Démonstration,  Soit  toujours  M  {fig^  33)  le  point 
commun  aux  deux  courbes  qui  se  touchent  :  soient  encore 
P  et  Q  deux  autres  points  situés  sur  la  première  et  la  se- 
conde courbe  à  la  même  distance  du-point  de  contact  ;  en- 
fin ,  concevons  qu'à  partir  du  point  M  on  porte  sur  la  se- 
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conde  courbe  un  arc  MR  qui  soit  égal  à  Tare  MP,  les 
cantes  PR  et  PQ  seront,  comme  on  Ta  vu,  sensiblement 
perpendiculaires  à  la  tangente  commune  ;  de  plus  la  corde 
QR  étant  comprise  entre  deux  points  de  la  seconde  courbe 
très  rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensiblement  pa- 
rallèle à  cette  tangente.  Par  conséquent  dans  le  triangle 
rectilîgne  PQR ,  les  côtés  PQ  et  PR  formeront  avec  le  troi- 
sième côté  QR  des  angles  dont  chacun  différera  très  peu 
d'un  angle  droit  ;  donc  le  rapport  entre  les  deux  premiers 
côtés  qui  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  opposés , 
différera  très  peu  de  l'unité,  et  en  désignant  toujours  para) 
Tangle  des  deux  rayons ,  et  par  e  une  quantité  infiniment 
petite,  on  aura  PR==  PQ(i  H-e),  et  parce  que  PQ,  corde 
de  Tare  qui  mesure  o)  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  iy 

est  égale  à  2J  sin-,  on  aura 

PR  =:  (  I  +  I  )  21  sin  -. 

2 

D'ailleurs  en  remarquant  que  le  rapport  d'un  arc  à  la 
corde  a  pour  limite  Tunité,  et  désignant  par  e'  une  nou- 
velle quantité  infiniment  petite ,  on  a  arc  MP  =  (i  +c')/. 
Donc  puisqu'en  considérant  le  rayon  vecteur  i  comme  in- 
finiment petit  du  premier  ordre ,  l'arc  MP  sera  lui-même 
infiniment  petit  du  premier  ordre ,   tandis  que ,  comme 

nous  l'avons  vu,  le  produit  2  /sin -et  la  distance  PR  se- 
ront des  infiniment  petits  de  l'ordre  a  H-  i ,  a  désignant 
l'ordre  de  contact  des  courbes,  on  obtiendra  dans  tous  les 
cas  cet  ordre  de  contact  en  diminuant  d'une  unité  le 
nombre  qui  exprime  l'ordre  de  la  distance  infiniment 
petite  PR  comprise  entre  les  extrémités  de  deux  longueurs 
égales  et  infiniment  petites  du  premier  ordre  portées  sur 
les  deux  courbes  à  partir  du  point  de  contact,  ce  (jii'il 
fallait  démontrer. 
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177.  Désignons  par  x^  jj  z^  ^^m,  ^  les  coordonnées 
des  points  auxquels  aboutissent  les  longueurs  égales  sur 
la  première  et  la  seconde  courbe  ,  et  par  â  la  distance  de 
ces  extrémités,  on  aura 

d  ne  pourra  être  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a  +  i 
qu'autant  que  l'une  au  moins  des  différences  x — | ,  j^ — yj, 
z  —  Ç  sera  de  l'ordre  a  H-  i ,  les  deux  autres  étant  du 
même  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé ,  ce  qui  exige ,  en 
prenant  i  pour  variable  indépendante ,  que  des  quantités 

"^   ^'    di~'  %'~dr-    '•••    di-    '      ^/«+^     * 

d(y—t)  d^(X—l)  d"{jr—f,)  fi?'»+'(j— „) 


di       '  di*       '      •       di^       '  é//«+^ 

d{z—Q  d-(z—^)  dn{z—Q  ^«+x(z_Ç) 


di         '  di^         '  di^  '  rf/«+'  ' 

les  dernières  seules ,  ou  au  moins  l'une  d'entre  elles ,  ne 
s'évanouissent  pas  avec  i. 

Cela  posé ,  désignons  par  5  et  <j  les  arcs  renfermés  entre 
un  point  fixe  de  la  première  courbe  et  le  point  (pc^j^  z) , 
entre  un  point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le  point  (Ç,  y?,  ^), 
et  admettons  que  ces  nouveaux  arcs  soient  dirigés  dans  le 
même  sens  que  l'arc  i\  comme  les  trois  variables  i,  s  et  <j 
différeront  entre  elles  de  quantités  constantes ,  on  aura 

di  =  ds  =  do'y 

et  l'on  pourra  dès-lors  (n**  91  ) ,  aux  expressions  qui  pré- 
cèdent, substituer  les  suivantes 


,_-f,  ^--1 


ds        dff 
^        dz        d^ 

2— Ç,     tt:  — 37 


dx       de 

d"x        «?»| 

ds~  d^'"' 

ds""         do-"  ' 

dy       dtj 
ds^da-'"' 

dy          d^fj 
ds""          d<r''  ' 

dz        dlC 

d^z   '    flf«Ç 

ds         do-'"' 

ds''         t/<r«  ' 

d^'  +  'x       ^«+»^ 
d^  +  y         d^-^^n 
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et  Ton  devra  avoir  au  point  de  contact 

^'^^^    d^'^Jo-'      ds^   ^1^'*'*      dF'^l^' 

dy  ^__  dn       d^y d^ti  d^y        d'^n 

^^"^    dl^dr'      dF'"d^*'"'      ■^""^«' 

Or  ces  équations  renferment  le  théorème  suivant  : 

178.  Théorème  4™®.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent 
en  un  point,  si  Ton  considère  les  coordonnées  x^y^  z  de 
chacune  d'elles  comme  des  fonctions  de  l'arc  s  pris  pour 
variable  indépendante ,  et  si  Ton  suppose  cet  arc  compté 
sur  chaque  courbe ,  de  telle  manière  qu'il  se  prolonge 
dans  le  même  sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point 
de  contact ,  les  variables  x , j^,  z  et  leurs  dérivées  succes- 
sives jusqu'à  celles  dont  l'ordre  sera  indiqué  par  le  nom- 
bre entier  n ,  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  Tordre 
du  contact ,  ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à  la  seconde  :  les  dérivées 

j«+i^      d^-^y      d'^+^z 

ou  au  moins  l'une  des  trois ,  changeront  de  valeur  quand 
on  passera  d'ime  courbe  à  l'autre. 

Du  théorème  qui  précède ,  joint  aux  principes  éta- 
blis dans  la  dix-neuvième  leçon,  on  conclura  immédia- 
tement que  si  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  l'ordre  a,  on  désigne  par  n  le  nombre  entier  immédia- 
tement supérieui'  à  a,  i^  les  n  premières  différentielles 
des  variables  x^y^  z,  prises  relativement  à  une  fonction 
quelconque  r  de  ces  variables,  et  même  les  n  premières 
différentielles  d'ime  fonction  quelconque  f  de  ces  variables, 
prises  par  rapport  à  une  autre  fonction  arbitraire  u  des 
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mêmes  variables,  ne  changeront  pas  de  valeurs  quand  on 
passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde  ;  2**  les  diflfé- 
rentielles  de  Tordre  (»H-i)  de  x ,  j",  z,  prises  par  rapport 
à  r,  ou  de  t  par  rapport  à  1/,  cIiangeront|ordinairement  de 
valeur  quand  on  passera  de  la  première  courbe  à  la  se- 
conde, quoique  le  contraire  puisse  avoir  lieu  dans  certains 
cas  particuliers. 

Corollaire.  Rien  n'empêche  de  supposer  r  =  x.  Dans 
les  corollaires  qui  précèdent,  les  dérivées 

dx     d^x  d^x      dy  d^y       dz  d^z 

d?'   di^'*"di^'    di^'^"li^'     Jr''"lP' 

deviendront  alors 

dy      d^y  d^y      dz      d*z  d^z 

donc  si  les  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de 
Tordre  a ,  et  si  Ton  prend  x  pour  variable  indépendante , 
les  coordonnées j'^,  z  et  leiirs  dérivées  successives  jusqu'à 
celles  de  Tordre  n  inclusivement,  n  étant  un  nombre  en- 
tier égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a ,  conserveront 
en  général  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact 
dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  Les  dé- 
rivées de  Tordre  n  H-i  et  les  suivantes,  changeront  de  va- 
leurs, excepté  dans  certains  cas  particuliers. 

179.  Réciproquement,  si  les  dérivées  successives 

dx     d^x  d^x     dy     d^y  d^y     dz     d^z  d"z 

ds'  1^*  '"  ds^*   ds'  IF"  '"  dF'  ds'  'd?'  '"   dF  ' 

« 

ne  changent  pas  de  valeur  quand  on  passe  de  la  pre- 
mière courbe  à  la  seconde ,  ces  deux  courbes  auront  entre 
elles  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  n. 

Dans  cette  hypothèse,  en  eiïet,  les  différences  x  —  ^, 
y  —  yj,  z  —  ^,  considérées  comme  fonctions  de  i,  s'éva- 
nouiront avec  /  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  celles  de 
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l'ordre  n  indusivement,  et  Ton  aura,  en  faisant 

Cela  posé,  les  rapports ,  "^^ ,    -,  s'évanouissant 

I  I  f 

avec  i  tant  que  a  sera  plus  petit  que  /*  H-  i ,  les   trois 

différences  X  —  ^^y —  n,  z  — ^,  ainsi  que  la  distance 


c^=^/(x— j)»+(r— i»)*+(z-C)s 

seront  des  quantités  infiniment  petites  d^un  ordre  au 
moins  égal  k  n  +  i,  et  par  conséquent  les  deux  courbes 
auront  entre  elles  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  n. 
180.  On  dit  que  deux  courbes  à  double  courbure  sont 
osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un  point  qui  leur  est  com- 
mun^ lorsqu'elles  ont  en  ce  point,  non  -  seulement  la 
même  tangente ,  mais  encore  le  même  cercle  osculateur , 
et  par  conséquent  le  même  plan  osculateur,  la  même  nor- 
male principale  et  les  mêmes  courbures.  Dès-lors,  pour 
que  deux  courbes  soient  osculatrices  en  un  point  corres- 
pondant à  l'abscisse  x^  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les 
coordonnées  y,  z  relatives  à  cette  abscisse,  et  leurs  déri- 
vées du  premier  et  du  deuxième  ordre ,  c'est-à-dire  les 
six  quantités 

conservent  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre  les  mê- 
mes valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes  :  en  effet,  ces 
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six  quantités  déterminent  complètement  la  tangente  et  le 
cercle  oscillateur. 

De  plus,  comme  on  peut  exprimer  les  dérivées  y\  y'\ 
z\  z"^  aumoyen  des  différentielles  </a:,  dy^  dz,  d*Xj  d^y^ 
d*Zy  et  réciproquement,  on  en  conclut  que  pour  savoir 
si  deux  courbes  à  double  courbure  sont  osculatrices  l'une 
de  l'autre ,  il  suffira  de  prendre  pour  variable  indépen- 
dante une  fonction  quelconque  des  coordonnées  x,  j-,  z , 
l'arc  s  par  exemple ,  et  d'examiner  si  les  équations  des 
deux  courbes  fournissent  les  mêmes  valeurs  de  x^y^  z^ 
dxj  dy^  dz^  J*a:,  d^y^  d^z. 

^ppUcation,  Si  l'on  veut  que  le  cercle  représenté  par 
les  deux  équations 

(  J  _  ^)  a  +  (,  —y)  a  +  (Ç  _  3)a  =  pa, 

(I  —  x)  ces/  +  (jj  —  y)  CCS  /7î  +  (Ç  — z)  ces  «  =  o , 

soit  osculateur  d'une  courbe  donnée ,  il  faudra  et  il  suffira, 
puisque  le  cercle  passe  déjà  par  le  point  (x  ^  y^  z)^  que  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  second 
ordre, 

(|_^^)  «?g  +  (,  _  j)  «?^  +  (Ç_z)rfÇz=  G, 

ces  Idè   +  ces  /w  rfjy   +  ces  nd^  =  o , 
cosM*î  +  cos  m  d^tj-i-cosnd^^zzi  o, 

soient  vérifiées  quand  à  la  place  dec?|,  drjj  d^^d^lE^^  rf'y?, 
J'Ç,  on  mettra  dx^  dy^  dz^  /i'x,  d^'y^  d^z,  et  que  Ton 
ait  par  conséquent 

(f  —  x)  ces  /  +  (9  — x)  ces  /w  +  (Ç  —  z)  ces  /i  =  o , 

ces  l  dx  -{-  ces  m  djr-^'  ces  n  dz=:  Oy 

ces / d^x  +  ces  m  d*y  -4-  ces  nd^z  z=.o  y 

(I  —  x)dx+  (jj  — y)dy  +  (Ç—  z)dz  =  o , 
(f  —  x)  d^x-^-  (fj  —  x)  d*x  +  (Ç  —  z)  dH  =  —  ds^. 
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Ces  six  équations,  jointes  à  Téqnation  oonnue 

cos*  /  +  cos  * /» -f- cos* /i  =  I  , 

déterminent  complètement  un  cercle  qui  sera  le  cercle  os- 
culateur  cherché,  puisque, les  angles  l,  m^  n,  sont  don- 
nés précisément  par  les  trois  équations  qui  fixent  la  posi- 
tion du  plan  osculateur,  et  que  les  trois  autres  équations 
sont  celles  qui  fournissent  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  et  le  rayon  de  courbure. 

Corollaire,  On  conclut  de  ce  qui  précède ,  que  ^ux 
courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou 
d'un  ordre  plus  élevé,  sont  nécessairement  osculatrices 
Tune  de  l'autre. 


TRENTE-DEUXIÈME    LEÇON.  335 


TRENTE-DEUXIEME  LEÇON. 


Plan  tangent  et  normale  aux  surfaces  courbes . 


181.  Considérons  une  surface  courbe  quelconque  re- 
présentée par  l'équation  u  =  ¥  (x  ^  y^  z)  =  o.  Si  par  un 
point  (Xy  y^  z),  donné  sur  cette  surface,  on  en  fait  passer 
une  seconde  ^^  =  o ,  qui  la  coupe  suivant  une  certaine 
courbe,  la  tangente  menée  en  ce  point  à  la  courbe  dont 
il  s'agit  (ii=o,  ^^=0)  sera  donnée,  comme  nous  l'avons 
vu,  par  les  deux  équations 

et  sera  Tintersection  des  deux  plans  que  ces  équations 
représentent 5  or,  l'un  de  ces  plans,  savoir,  celui  qui  a 
pour  équation 

est  indépendant  de  la  nature  de  la  seconde  surface  p»  =  o , 
et  par  conséquent  aussi  de  la  nature  de  la  courbe  d'in- 
tersection :  donc  toutes  les  courbes  formées  sur  la  surface 
i/=o,  de  manière  à  passer  par  le  point  {x ,  j^,  z) ,  auront 
leurs  tangentes  en  ce  point  comprises  dans  un  seul  plan. 
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Ce  plan  unique  lieu  de  toutes  les  tangentes  menées  à  la 
surface  par  le  point  (x,  y^  z\  est  ce  qu'on  appelle  le  plan 
tangent  mené  à  la  surface  par  ce  point. 

Les  raisonnements  qu'on  vient  de  faire  subsisteraient, 
et  par  suite  Féquation  du  plan  tangent  conserverait  la 
même  forme 

.du^.  .du    ^    .^        .du 

si  dans  la  fonction  u  les  variables  x^  y^  z  représentaient 
non  plus  des  coordonnées  rectangulaires*  mais  des  coor- 
données obliques. 

Si  en  faisant  varier  x^  y^  z^  on  difierentie  Téquation 
M  =  G ,  on  obtient 

du  ,     ^    du    ^     ^    du 

—  rte  +  —  i/j  +  —  =  o. 

dx  dy  dz 

En  comparant  cette  dernière  équation  à  celle  qui  pré- 
cède, on  reconnaît  que  pour  obtenir  Téquation  du  plan 
langent,  il  suffit,  dans  l'équation  différentielle  de  la  sur- 
face de  remplacer  les  différentielles  dx^  dy^  dz  par  les 
différences  \  —  x,  y?  — y^  ^  —  z. 

182.  Si  par  le  point  (x,  y^  z)  de  la  surface  donnée,  on 
mène  une  droite  perpendîcidaire  au  plan  tangent,  cette 
droite  sera  la  normale  à  la  surface  en  ce  point. 

Soient  i,  fx,  v,  les  angles  de  cette  normale  avec  les 
axes  ]  l'équation  du  plan  tangent  pourra  être  mise  sous  la 
nouvelle  forme 

(f  —  x)  CCS  A  -f-  (f)  —  x)  cos^  -f-  (Ç  —  z)  ces  F  , 

et  l'on  aura,  par  conséquent, 

CCS  A         cosu         CCS  y 
du  du  du 


AW  -  (!)• 


(du^^' 


^"^  ^r  dz  V  \^dœ)    "^  \dy)    "^  \dz 
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et  «n  posant 

.     1  du  ,    i  du  .     I    du 

COSA=±  — -7-,      COSM  =  ±=r-^-»      COS»=:±  —  -—. 

R  dx*  ^  R  ûÇr  ^  dz 

Les  équations  de  la  normale  seront  dès-lors 

I— j?  _  91 — r C  —  g 

du  du  du 

dx  dy  dz 

L'angle  aignformé  par  le  plan  tangent  au  point  (pc^y^  z)^ 

avee  le  plan  xy^  est  ce  qu'on  nomme  Tinclinaison  de  la 
surface  en  ce  point.  Ce  même  angle  est  évidenmient 
^al  à  Tangle  aigu  formé  par  la  normale  avec  l'axe  des  z , 
et  appelant  I  cette  inclinaison ,  on  a 

R  ife  '  du 

di 

Quand  Téquation  de  la  surface  se  présentera  sous  la  forme 
z  z=z  f{Xjy)^  on  aura 

u  =/(^,  ^)  —  z  =  o; 
si  Ton  fait,  pour  abréger, 

df{x,y)  _dz   _  df{x,y)  _  dz  _ 

dx  dx  dy  dy 

il  viendra  ' 

du  du  du 

-=/>,    ^  =  ?,   ^  =  -1.     pdx^qdy  —  dz  =  o, 

T.  I.  22 
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i 

et  les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  seront 

i  — X  __  91 — y  __  ___   C  —  z 

p      ^      q      "  I     ' 

ou 

^  —  X  +  /?(?  —  «)  =  o,    ti  —  y  +  q{K—^)  =  o; 

alors  aussi ,  les  angles  X ,  jix ,  v ,  I  sont  déterminés  par  les 
équations 

ces  A  =  ±  — -====== ,    eos  ^  =  ± 


»//>'  + y'+i'  V/p»  +  ^»+i' 


eosi'  =  zt  —  — ,    cosi  = 


séci  =  1//?*+^*+  I . 

185.  Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale 
conserveraient  la  même  forme ,  si  l'équation  de  la  sur- 
face, au  lieu  d'être  m  =  o,  devenait  u  =  c. 

De  plus ,  si  dans  l'équation  du  plan  tangent 

.du        ,  ^  du         ,^         .du 

on  regarde  les  coordonnées  ^ ,  >? ,  Ç  comme  constantes,  et 
les  coordonnées  x^  y^  z  comme  variables,  on  obtient  non 
plus  l'équation  du  plan  tangent,  mais  l'équation  d'une 
nouvelle  surface  qui  est  le  lieu  géométrique  des  points  où 
les  diverses  surfaces  représentées  par  l'équation  u  =  c^ 
dans  laquelle  on  donne  à  c  diverses  valeurs ,  sont  rencon-- 
trées  ou  touchées  par  des  plans  tangents  menés  tous  par 
le  point  (^,  >3,  C). 

De  même ,  si  dans  la  formule 

I —  ^  —  "  — ^  —  ^-^z 
du  du  du    ' 

dx  dy  dz 

on  regarde  les  coordonnées  x  ^  y^  z  comme  seules  varia- 
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Mes,  on  obtiendra  non  plus  les  équations  de  la  normale 
à  la  surface  m  =  o ,  mais  les  équations  d'ttne  courbe,  lieu 
géométrique  des  points  où  les  diverses  surfaces  représen- 
tées par  l'équation  u  =  c  sont  rencontrées  par  des  droites 
normales  qui  concourent  toutes  au  point  (  ^ ,  >? ,  Ç  )• 

Supposons  que  la  surface  courbe  que  l'on  considère 
soit  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

M     +     P      +      (V     -\-     ,   ,    .    Z=Z     Cy 

,  .   .    du    du     da  .  ,      . 

les  quantités  -j-y  -j-  ^  -f^  seront  alors  remplacées  par 

rf»       €i(j>        dw  du       dv        dw  du       dv       dw 

H'^H'^H'''  d^'^d^^dP'"''^'^di^l[i"'' 

et  l'équation  du  plan  tangent  deviendra 

OU 

.    ^  fdu    ^    du         dw 

du   ^      du         du   ^      dp  d(f         dv 

dx      ^  dy         dz  dx     "^  dy         dz 

dvv          dw          dw 
"*"^^'*"-^^"*"^^ 

Si  d'ailleurs  les  fonctions  u ,  p»,  w,  sont  des  fonctions  ho- 
mogènes, la  première  du  degré  m,  la  deuxième  du  degré 
m  —  I ,  la  troisième  du  degré  m  —  2 ,  etc. ,  on  aura,  en 
vertu  d'un  théorème  connu, 

du  .      du         du  dv  dv  dç 

22.  . 
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et  réquation  du  plan  tangent  deviendra ,  en  ayant  égarS 
encore  à  Tëquation 


(du       dv    ^   dtv   ,       \  ^    ,    (du   ,   ^/p 
\flte       dx 


^  /  \^r       dy       dy  ) 


+  (  ^5^  +  "37  +  "^:  +•••  1 Ç  =  iwc  — p—  aw  — etCi 


\efa  "*"  ^  "*"  ^2 


Dans  le  cas  où  l'on  regardera  1,  >??  Ç  comme  des  cons- 
tantes, x^y^  z  comme  variables,  cette  dernière  équatioii 
représentera  une  surface  du  degré  m  —  i ,  lieu  géomé- 
trique des  points<de  contact  die  la  première  avec  les  plans 
tangents  menés  par  le  pdint  (Ç,  fï ,  Ç).  Si  la  surface  donnée 
est  du  second  degré,  la  seconde  se  réduira  simplement  à 
une  surface  du  premier  degré,  c'est-à-dire  à  un  plan,  et 
l'on  arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Si,  par  un  point  donné ,  l'on  mène  des  plans  tangents 
à  une  surface  du  second  degré,  tous  les  points  de  contact 
feront  partie  d'une  même  courbe  plane. 

Si  l'on  suppose  f^  =  o ,  tv  =  o ,  l'équation  de  la  surface 
donnée  sera  m  =  c ,  et  celle  du  plan  tangent 

du  du     _sdu  y 

dx  dy  dz 

Il  peut  arriver  que  le  plan  tangent  mené  à  une  surface 
par  un  point  donné  {x^y^  z)^  ne  la  rencontre  qu'au  point 
dont  il  s'agit,  ou  qu'il  la  touche  suivant  une  ou  plusieurs 
lignes,  o?-i  qu'il  la  traverse.  Dans  les  deux  derniers  cas,  si 
l'on  désigne  par 

/(•^,  r»  ^)  =  o 

l'équation  de  la  surface ,  par  Ç ,  >3 ,  ^  les  coordonnées  va- 
riables d'une  des  lignes  suivant  laquelle  cette  surface  est 
touchée  ou  traversée  par  le  plan  tangent,  ces  coordon- 
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jiées  yérifieront  nécessairement  les  deux  équations 

Lorsqu'on  peut  trouver  sur  la  surface  une  ou  plusieurs 
lignes  droites  qui  passent  par  le  point  (x^y^  z)^  chacune 
4ç  ces  lignes  se  confond  nécessairement  avec  la  tangente , 
et  se  trouve  par  suite  comprise  dans  le  plan  tangent. 
Alors  les  équations  qui  précèdent  doivent  pouvoir  être 
remplacées  par  deux  pu  pliisieurs  équations  linéaires,  ou 
du  premier  degré  en  ^ ,  y? ,  ^  ;  et  si  cela  a  lieu  pour  tous 
les  points  de  la  surface,  ouquelsi  que  soient  x^y^  z^  la  sur» 
face  sera  du  nombre  de  celles  qui  peuvent  être  engendrées 
par  le  mouvement  d^une  ligne  droite ,  et  qu^on  nomme 
surfaces  réglées.  Parmi  les  surfaces  de  ce  genre^on  doit  re- 
marquer les  surfaces  développables  qui  sont  touchées  par 
chaque  plan  tangent  suivant  une  génératrice.  Entre  les 
surfaces  développables  on  distingue  particulièrement  les 
surfaces  cylindriques  engendrées  par  le  mouvement  d'une 
droite  qui  est  toujours  parallèle  à  elle-même,  et  les  sur- 
faces coniques  dont  la  génératrice  passe  toujours  par  le 
même  point.  Les  surfaces  réglées  qui  ne  sont  pas  déve- 
loppables s'appellent  gauches. 

184.  Applications,  i®*"  Exemple  :  La  sphère 

jC»  ^  y^  J^  z*  =  R». 
En  différentiant  on  a       xdx  t|-J"4k+  zdz=o-^ 
l'équation  du  plan  tangent  est  ^ 

les  équations  de  la  normale  sont  -=-=:=  -. 
^  X       y        z 

La  normale  se  confond  donc   avec  le  rayon  mené  au 

point  (a:,/,  -z),  et  le  plan  tangent  avec  un  plan  perpendi» 

culaire  à  ce  rayon . 
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2"«  Exemple  :  L'ellipsoïde  ^  + 1^  +  ^  =  i , 
Le  plan  tangent  a  pour  équation 

il  ne  rencontre  la  surface  qu'au  point  (a:,  y,  z)  :  en  effet, 
des  équations  simultanées 

fl>  "^  ô»  "*"  c>  "~    '    a»  "•"  ô«  "^^  c»  ""     ' 


jointes  à  Féquation  de  Tellipsoïde  —  +  T7  +  -5  =   »)  on 


tire 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(^)"+(*^v(^y=«. 

et  par  suite 

xK — 2'ï  =  o,     z^ — a?Ç  =  o,     xif — ^f=o, 

Izzrx,      iy=J,      Ç=Z. 

Les  équati&ns  de  la  normale  sont 

or  ~"         ^  z         * 

3™®  Exemple  :  L'hyperboloïde  à  une  nappe 
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Les  équations  de  la  normale  et  du  plan  tangent  sont 

a*        b^        c^  '  X  y  ai        * 

Pour  déterminer  les  points  de  rencontre  du  plan  tangent 
aree  la  surface,  il  faut  trouver  les  systèmes  de  valeurs  de 
J ,  y? ,  ^  propres  à  vérifier  simultanément  les  équations 

a>  "*"  6>        c»""''     a^         b^        c*       '* 
or,  de  ces  deux  équations  combinées  avec  la  formule 
h-  î =  I ,  on  tire 


*'^  ^    ^'\   .  f       <V 


ou,  ce  qui  revient  au  même , 

Le  plan  tangent  rencontre  donc  la  surface  suivant  deux 
droites  génératrices ,  déterminées  par  les  équations 

y»  a  ^  »  /«a  ^^  ^ 


û»       b""        c^  '  aè 

4™®  Exemple  :  L'hyperboloïde  à  deux  nappes 

a*^^  b^        c^ 
L'équation  du  plan  tangent  est 

f^  •    fl^r Ç^ 

a^       b""       c»  "" 

il  n'a  de  commun  avec  la  surface  que  le  poîiil  (a;,  y,  z). 
5™^  Exemple  :  Le  paraboloïde  elliptique  représenté 


344  CALCUL   DIFFéRENTIBL. 

par  réquation 

En  différentiant,  on  trouve 

I 

«  j^        dt     du X      du y      du 2 

«•        "*"?•   -^""T'    5r""^â»'    ~éfy~^b*^    ^"^""c* 

Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  sont 

(f_.)  J  +  (,_^>^_  (Ç_,)  L  =  o,  ou  f|+'^=ît?. 

(g— j?)fl»  _  {fi—y)  b*  _       c  (Z—z) 
X  y  I 

J7*         jr*         az  O  ' 

d'où  l'on  tire 

-i- -^=       ^  ^  -^S  ^(f-^r)Hrr(9— r)+2z(Ç— z)=o. 


Cette  dernière  équati^i  prouve  que  la  normale  au  para- 
boloïde  elliptique  en  un  point  donné  est  comprise  dans  le 
plan  tangent  mené  par  ce  point  à  un  ellipsoï^is  de  révo-: 
lution  dont  l'équation  serait  dq  la  forme 

•3?*  +  ^*+ 22;»  =  C. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  x^  y^  z  comme  seuls  va- 
riables, l'équation 

représente  un  second  paraboloïde  de  même  forme  que  le 
premier,   mais  dont  l'axe  coïncide  avec  la  droite  qui  a 

pour  équation 

i  fi 

^  =  - >    y  =-> 
2  2 

et  le  sommet  avec  un  point  situé  sur  cet  axe   et  corres- 
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pondant  à  Tordonnée 

Dans  cette  même  hypothèse,  l'équation—  +j-i  = 

représente  un  plan  qui  coupe  les  deux  paraboloïdes  suir 
vaut  une  ellipse,  lieu  des  points  de  contact  du  paraboloïde 
donné  avec  les  plans  tangents  menés  par  le  point  (^,  y?,  i^). 
Si,  entre  les  trois  équations 

on  élimine  Ç  et  z,  pu  z+Ç?  on  trouvera 

■ 


ou 


(i^)  +  (^)"='. 


et  comme  on  ne  peut  satisfaire  à  cette  dernière  équation 
qu'en  posant  J  =  x,  y?  =J'j  et  par  suite  Ç  =  -s ,  on  en 
conclut  que  le  plan  tangent  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face que  le  point  (x,y,  z). 

6"*  Exemple  :  Le  paraboloïde  hyperbolique  repré- 
senté par  l'équation 

X*      X* 9.Z     du ^x       du 2.jr      du  2Z 

L'équation  du  plan  tangent  est 


■  """     '»     , ^   —    ,  •     ou    ""~    "■■  •"—  —  " 

fl»  b*  c    '  a*        A»  c 


les  équations  de  la  normale  sont 

or  r 


0 
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OU 


Pour  obtenir  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  arec  le 
plan  tangent,  il  suffit  d'assujétir  les  coordonnées  £9  v^f  ^ 
à  vérifier  à  la  fois  les  deux  équations 

a»      ô»""    c  '     a^^  h^  e 

Or  si  entre  ces  dernières  et  Téquation  de  la  surface 

pn  élimine  tel  z,  ou  «  +  (*,  on  troavera 


ou 


(i=-7=(^)" 

et  l'on  en  conclura 

f — X « — y       f — ^ n — y 

Ces  deux  équations ,  jointes  à  celles  du  plan  tangent,  re- 
présentent  deux  droites  qui  sont  Tintersection  du  para- 
boloïde  avec  ce  même  plan  :  ces  deux  droites  peuvent  être 
regardées  comme  les  génératrices  de  la  surface. 

7™**  Exemple  :  Le  paraboloïde  hyperbolique 

xjr  =  cz. 

L'équation  du  plan  tangent  est 

tix  +J7  =  c(Ç  +  z), 
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les  équatious  de  la  normale  sont 

Les  génératrices  sont  données  par  les  formules 

et  elles  sont  constamment  perpendiculaires  Tune  à  Taxe 
des  x,  l'autre  à  Taxe  des  j^. 

8"®  Exemple  :  L'héliçoïde  représenté  par  l'équation 

z  =  aR  arc  tang  [  (  ~ 


ou 


j=a?taiig — ,     cfe  =  — ^^ — :- — ^ -. 

^ — -r^  dz  =  xdy  —  y  dx. 
Les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  seront 

Le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  une  infinité  de 
lignes  dont  l'une  coïncide  avec  la  génératrice,  c'est-à- 
dire  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  contact 
sur  l'axe  des^^. 

185.  Quelquefois  des  lignes  ou  des  pointa  placés  sur  une 
surface  courbe,  offrent  des  particularités  dignes  de  re- 
marque, et  analogues  à  celles  que  présentent  les  points 
singuliers  des  courbes.  Parmi  les  points  singuliers  des 
surfaces,  on  doit  distinguer  ceux  par  lesquels  on  peut 
faire  passer  une  infinité  de  plans  tangents.  En  chaque  point 
de  cette  espèce  les  valeurs  de  cos  X ,  cos  jut ,  cos  v  doivent 
être  indéterminées ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans 
deux  cas,  savoir  :  i*^  quand  l'une  au  moins  des  quantités 
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du    du    du  1  1  •    1 

^,  j-,  ^  prend  une  valeur  indéterminée;  a**  quand 

ces  trois  quantités  deviennent  nulles  ou  infinies.  Dans 
Fun  et  Fautre  cas,  Téquation  du  plan  tangent  devient 
identique ,  ou  renferme  au  moins  une  constante  arbitraire. 
Considérons,  par  exemple,  le  sommet  de  la  surface  co- 
nique représentée  par  Téquation 

jr*  + j^»  =  R*«*: 

le  plan  tangent  a  pour  équation  Çar-f-ifîjr  =  R'Çz.  Au 
sommet  du  cône  qui  coïncide  avec  Torigine  des  coordon- 
nées, on  a  x  =  o,  j'=  o,  z  =  o;  Féquation  du  plan 
tangent  se  réduit  à  o  =p  :  la  position  de  ce  plan  est  donc 
indéterminée.  Pour  faire  disparaître  cette  indétermina- 
tion ,  posons 

x  =  rcosUf     7'  =  rsina, 

d'où  Ton  conclut 

Téqùation  du  plan  tangent  devient  alors 

f  cos  a  +  ly  sin  a  =  Rz , 

et  ne  dépend  que  de  Tangle  u. 

Or  cet  angle ,  qui  est  déterminé  pour  tous  les  points  de 
la  surface  conique  autres  que  le  sommet ,  cesse  de  Têtre 
pour  le  sommet  lui-même,  et  se  change  alors  en  cons- 
tante arbitraire  ;  car  il  y  a  une  infinité  de  manières  de 
satisfaire  aux  équations 

Aux  diverses  valeurs  de  cette  constante  répondent  une  in- 
finité de  plans  tangents  à  la  surface  conique. 
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Courbure  d'nne  surfaee.  —  Bayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  la 
surfilée  par  des  plans  normaux.  —  Rayons  de  courbure  principaux. 


186.  On  peut  apprécier  la  courbure  d'une  surface  don- 
née au  point  (j:,  y^  z)^  en  étudiant  la  courbure  des  sections 
faites  dans  cette  surface  par  divers  plans  passant  par  ce 
point ,  et  parmi  ces  sections  il  importe  de  considérer  sur- 
tout celles  qui  réstdtent  de  l'intersection  de  la  surface  par 
les  plans  normaux ,  et  que  l'on  appelle  sections  normales. 

Soient  1/  =o  l'équation  de  la  surface,  p  le  rayon  de 
courbure  de  l'une  des  sections  normales  relatif  au  point 
(or,  j^,  z)\  J ,  y?,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  courbure 
correspondant,  on  aura 

et ,  puisque  l'extrémité  Ç ,  >?,  ^  se  trouve  sur  la  normale  au 
point  {x ,  y ,  r) , 

du  du  du   * 

dx  djr  dz 

On  aura  de  plus,  comme  nous  l'avons  vu, 

(f — x)d*x-^{fi — r)û?'7+(Ç — ^)d^^  —  dx^ — dy^-^dz^ 

=  {(^x)d^x  +  {v'-x)d*X+(^—z)d*z^ds»=zO'y 
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et ,  en  difliérentiant  deux  fois  réquation  a  =  o , 

du  ,       .   du  ,  du  ,       .   rf*w  ,   .   ,   d*u   .        .    d^u  , 

dx  dy     ^^^dz         ^^ dx^  dy^    -^    ^  dz* 

d*u  d^u  d*  u 

du  ,         ,    du  ,        .    du   ,^  ^  ,  . 

^^  di  "^^     -^  "*"  ^  ~  ~"  ^      ' 

en  posant ,  pour  abréger, 

d^u  dx*  d^u  dy*  d*u  dz*  d*u   dr  dz 

^        dx*    ds*    ^^  dy*    ds*  dz*   ds*  dydz  ds  ds 

d*u  dz  dx             d*u  dx  dr 
_i_  2 |_  2 ^ 

dzdx  ds  ds  dxdy  ds  ds 

du  du  du\ 


Faisons  en  outre      R  =:  1/(7-)  +(  j~  )  +1  ^-^^ 


v/( 


(S). 

il  viendra 

S  —  -g fi  —  y C  —  z 

du  du  du 

dx  dy  dz 

donc       l=f=lZl2:=^=,±^=-   i-, 
du  du  du  R  Q 

<i:c  rfr  flfe 

et  par  suite 

p  R 

Cette  dernière  équation  donnera  la  valeur  du  rayon  de 
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tourbure  d'une  section  normale  quelconque.  Dans  ces 
formules,  R  représente  une  fonctioti  connue  des  coordon- 
nées x^y^z'^  quant  à  la  quantité  Q ,  elle  peut  être  expri- 
mée en  fonction  de  ces  coordonnées  et  des  angles  a ,  6 ,  y , 
que  forme  avec  les  axes  la  tangente  menée  par  le  point 
{Xjy,  z)  k  la  section  normale  que  l'on  considère.  On  a 
en  eflFet 

dx  ^       dix  dz 

COSflfc=:-r-i      COSbl=— -,       cosy  = -r-, 
ds  ds  ds 

et  par  suite 

d^u  d^u         ^      d*u  d*u         - 

'^=^''°*'*  +57*  cos>e+  — cos>y  +  2^^co8ffcosy 

d^u  .        d^u  ^ 

+  2    -    ,     COSy  C0S«  +  2  -; — —  COSa  COSb. 

dzdx  dxdy 

n  suffira  donc  de  donner  avec  le  point  {x ,  y^  z)  la  tan- 
gente à  la  section  normale  pour  déterminer  le  rayon  de 
courbure  p  de  cette  section. 

487.  Lorsqu'on  passe  d'une  section  normale  à  l'autre 
sans  déplacer  le  point  (j:,j^,  z),  les  angles  a^ë^y,  et 
par  suite  Q,  p  et  ^,  y?,  Ç  cbangent  de  valeur;  si  dans  ce 
passage  la  quantité  Q  change  de  signe,  le  rayon  de  cour- 
bure de  Tune  des  sections  normales  sera  déterminé  par 

l'équation  -  =  ^ ,  et  le  rayon  de  courbure  de  l'autre  par 

l'équation  -i=  -^  —^  :  alors  aussi ,  puisque  p  et  R  sont  es- 

sentièllement    positifs ,   et  que   de    plus    les    quantités 

— ,  — ,  —  sont  indépendantes  de  a,  6,  7,  il  faudra  né-' 

cessairement  que  les  différences  | — x\  m — jr^  f — z  cban- 
gent  de  signe  avec  Q.  Donc  les  deux  centres  de  courbure 
seront  situés  à  l'égard  du  point  (x ,  y,  z)  Tim  d'im  côté , 
l'autre  de  l'autre ,  sur  la  normale  menée  par  le  même 
point  à  la  surface. 
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Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales, 
menées  par  un  même  point,  ont  entre  eux  des  relations 
remarquables,  que  Ton  mettra  en  évidence  en  examinant 
comment  le  rayon  de  courbure  varie  avec  les  angles 
a,  6,  y.  Pour  y  parvenir  on  a  recours  à  une  construction 
géométrique  très  simple ,  qui  consiste  à  porter  sur  chaque 
tangente  une  longueur  égale  à  la  racine  carrée  du  rayon 
de  courbure  correspondant.  Les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs forment  une  courbe  plane  qui  est  du  second  de* 
gré  :  en  effet,  si  Ton  appelle  | ,  ig ,  (^  les  coordonnées  de 
Tune  de  ces  extrémités ,  on  aura 

i.  '  1  JL 

f— .x=p2cos«,     1»— 7=/5»cos^,     Ç — 3=i/5»*cosy, 
et  en  plaçant  l'origine  au  point  (x^y,  -z), 

Ç  z=  p*»"  cos«,     91  :=P^  cosb,     Ç=p2  cosy. 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  cos  a ,  cos  S ,  cosy 
et  les  substituant  dans  Téquation  Qp=  ±:R9  où  l'on  a 
d'abord  mis  à  la  place  de  Q  sa  valeur  en  fonction  de  ces 
cosinus,  il  vient 

d^u  ^      .   d^u  d*u  V.    .         d^u     ^ 


dx^  dy*  fiz*  dydz 

dzdx  dxdy' 

Cette  dernière  équation,  quand  on  y  considère  |,  73,  ^ 
comme  seuls  variables,  représente  une  surface  du  se- 
cond degré  qui  renferme  la  courbe  plane,  lieu  de  toutes 
les  extrémités.  Cette  courbe,  dont  le  centre  coïncide  avec 
l'origine  actuelle,  ou  avec  le  point  (a: ,  j-, -z) ,  est  donc 
bien  réellement  une  courbe  du  second  degré  complète- 
ment déterminée  par  l'équation  de  la  surface  et  celle  du 
plan  tangent  qui ,  dans  Fhypotbèse  où  Ton  prend  le  point 
{x ,  y,  z)  pour  origine ,  en  posant  .r  =  o,  j^  =  o ,  ^  =  o,  se 
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téduit  à 

.du         du       ^  du 

nu^  en  appelant  A,  fx,  v  les  angles  ^e  la  normale  à  la 
surface  fait  avec  les  axes , 

f  COSA  +  9  cos^ -H  Ç  cos»  =  G. 

Les  équations  de  cette  ligne  se  réduiraient  encore  à  une 

forme  plus  simple  si  l'on  prenait  pour  plan  ay  le  plan 
tangent  mené  par  le  point  (x,y^  -z);  alors,  en  effet,  on 
aurait  Ç  =  o,  et  Téquation  de  la  courbe  dans  son  plan 
serait 

d*u  .  du*  ^         d*u 


dx*  dxdy  dy* 

On  voit  alors  clairement  que  cette  courbe  sera  une  ellipse 

.1     a-m/  /   d*u\^        d^u        d*u  ,      .  - 

SI  la  diflerence  (  j  —  -^-^  X  ^-^  est  négative  5  deux 

hyperboles  conjuguées  si  cette  différence  devient  positive  5 
deux  droites  parallèles ,  si  la  même  différence  se  réduit  à 
zéro. 

Ajoutons  que  Tellipse  se  transformera  en  cercle  si  Ton  a 

d^u       d^u       d*u 
dx*        dy*        dxdy 

et  se  réduira  à  un  point,  si  l'on  a  de  plus  R  =  o.  Comme 

on  peut  d'ailleurs  choisir  arbitrairement  le  plan  xy^  le 
raisonnement  qu'on  vient  de  faire,  est  évidemment  ap- 
plicable à  tous  les  points  de  la  surface  proposée. 

488.   Pour  chaque  section  normale,  les  coordonnées 
J ,  79  du  point  situé  sur  la  tangente  à  l'extrémité  de  la  lon- 
T,  I.  23 


a 


354  CALCUL    DIFFÉRBHTICL. 

gueur  p^  vérifient  toujours  une  seule  des  deux  équations 

d*u  d^u  d*u    ^ 

dx^  dvdjr  dy^  ' 

dx^  dxdy  dy^ 

Si  dans  le  passage  d^une  section  normale  à  une  autre ,  le 
premier  membre  de  ces  équations  change  de  signe,  on 
devra  employer  tour  à  tour  ces  deux  équations,  qui  cor- 
respondent, la  première  à  l'équation -=  ~,  la  secondes 

l'équation  -  =  —  ^ .  Alors  aussi  nécessairement  les  rayons 

de  courbure  de  ces  deux  sections  normales  seront  dirigés 
en  sens  contraire  :  au  reste  ce  premier  membre  ne  peut 
cbanger  de  signe  que  dans  le  cas  où  la  diflférence 

d^u  Y        d^u      d^u 
dxdy)         ajp*      dy  * 

est  positive ,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  cDùrbe  est  for- 
mée du  système  de  deux  hyperboles  conjuguées,  ou  de 
deux  hyperboles ,  dont  l'une  a  pour  axe  réel  l'axe  imagi- 
naire de  l'autre,  et  réciproquement.  Dans  ce  cas  le  plan 
tangent  à  la  surface  donnée  divise  cette  surface  en  deux 
parties  dont  l'une  renferme  les  sections  normales  dont  le 
rayon  de  courbure  se  dirige  dans  un  sens,  tandis  que 
l'autre  comprend  les  sections  normales  dont  le  rayon  de 
courbure  est  dirigé  en  sens  inverse.  Au  contraire ,  lors- 
que la  courbe  est  une  ellipse.,  toutes  les  sections  normales 
ont  leur  courbure  tournée  dans  le  même  sens ,  ce  qui  sup- 
pose que  la  surface  courbe  est  située  tout  entière  d'un 
même  côté  du  plan  tangent. 

Puisqu'il  existe  des  relations  nécessaires  entre  les 
rayons  vecteurs  relatifs  à  certaines  lignes  du  second  de- 
gré et  les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  nor- 
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tnales ,  toute  propriété  de  ces  rayons  vecteurs ,  toute  re- 
lation qui  les  fait  dépendre  les  uns  des  autres,  entraî- 
nera nécessairement  une  propriété  correspondante  des 
rayons  de  courbure  et  établira  entre  eux  des  relations 
plus  ou  moins  importantes ,  qui ,  dans  un  ^rand  nombre 
de  cas ,  permettront  de  les  déduire  les  uns  des  autres. 

Ainsi ,  puisque  dans  une  courbe  du  second  degré  il  y 
a,  en  général,   deux  rayons  vecteurs  principaux,   dont 
cbacun  est  un  maximum ,  ou  un  minimum,  il  y  aura  aussi 
pour  les  surfaces  deux  rayons  de  courbure  principaux 
maxima  ou  minima.   Nous  nommerons  sections  princi- 
pales les  deux  sections  normales  auxquelles  correspondent 
<îes  deux  rayons  de  courbure.  Les  deux  rayons  vecteurs 
principaux  étant  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  les  plans 
des  sections  principales  se  couperont  aussi  à  angle  droit  et 
les  rayons  de  courbure  principaux  seront  dirigés  dans  le 
même  sens,  ou  en  sens  contraire ,  suivant  que  la  courbe, 
lieu  des  extrémités  des  rayons  vecteurs,  sera  une  ellipse 
ou  la  réunion  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Ces  rayons 
de  courbure  représenteront  dans  le  premier  cas  un  maxi- 
mum et  un  minimum  5  dans  le  second  deux  minima.  En 
d'autres  termes,  si  la  courbe  du  second  degré  est  une 
ellipse ,  ces  sections  principales  seront  des  sections  norma- 
les de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  ^  mais  si  cette 
courbe  est  l'ensemble  de  deux  hyperbole^,  les   sections 
principales  seront  l'une  et  l'autre  des  sections  normales 
de  plus  grande  courbure ,  seulement ,  leurs  courbures  se- 
ront dirigées  en  sei^s  contraires  :  dans  la  même  hypo- 
thèse ,  les  sections  normales  dont  les  plans  renfermeront 
les  asymptotes  communes  aux  deux  hyperboles,  auront 
évidemment  des  courbures  nidles,  ou  des  rayons  de  cour- 
bure  infinis  ;  donc  les  plans  des  deux  sections  normales 
dont  les  courbures  s'évanouiront  formeront  des  angles 
égaux  avec  les  plans  des  sections  principales. 

^3.. 
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Si  l'ellipse  se  change  en  un  cercle ,  tous  les  rayons  de 
courbure  seront  égaux  :  on  pourra  alors  désigner  par  le 
nom  de  sections  principales  deux  sections  normales  quel* 
conques  dont  les  plans  se  couperont  à  angle  droit.  Si  la  li- 
gne, lieu  des  extrémités,  se  compose  de  deux  droites  pa- 
rallèles, que  l'on  peut  considérer  bomme  représentant  une 
ellipse  dont  le  grand  axe  est  infini ,  les  sections  principales 
correspondront  à  une  valeur  minimum  et  à  une  valeur 
infinie  du  rayon  de  courbure.  Enfin,  si  la  quantité  R 
s'évanouissait,  toutes  les  sections  normales  auraient  des 
rayons  de  courbure  nuls  ou  infinis. 

On  sait  encore  que  si  dans  une  ellipse  ou  dans  Tensem- 
ble  de  deux  hyperboles  conjuguées  on  mène  deux  rayons 

r ,  /•"  perpendiculaires  l'un  à  Fautre,  la  somme  —  db  -^ 

sera  une  quantité  constante  égale,  au  signe  près,  à—  db  y-, 

aetb  étant  les  deux  axes  principaux  des  courbes.  Donc, 
en  appelant  pj ,  p,  les  rayons  de  courbure  principaux,  p',  p" 
les  rayons  correspondants  aux  rayons  vecteurs  r'  et  r"y 
l'équation 


entraînera  nécessairement  la  suivante 

Donc,  si  après  avoir  mené,  par  un  point  (oc,  y  y  z) 
d'une  surface  courbe,  deux  plans  rectangulaires  entre 
eux  et  normaux  à  cette  surface ,  on  divise  successivement 
l'imité  par  chacun  des  rayons  de  courbure  des  deux  li- 
gnes d'intersection ,  la  somme  des  quotients  sera  une 
quantité  constante ,  pourvu  que  dans  cette  somme  on 
prenne  toujours  le  signe  +  pour  les  rayons  de  courbure 
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dirigé^dans  un  certain  sens,  et  le  signe  —  pour  ceux  qui 
sont  dirigés  en  sens  inverse.  La  somme  dont  il  s^agit  ser^ 
égale ,  au  signe  près ,  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
quotients  que  l'on  obtient  en  divisant  l'unité  par  les 
rayons  de  courbure  principaux. 

189.  Si  l'on  suppose  la  courbe  du  second  degré  rap- 
portée à  ses  axes  principaux,  son  équation  doit  se  ré- 
duire à 

et  l'on  aura  en  conséquence 

dxdy 


G. 


De  plus ,  si  l'on  appelle  a ,  6  les  angles  qu'un  rayon  vec- 
teur quelconque  r  fait  avec  les  axes  principaux ,  ce  rayon 
vecteur  partant  du  centre  se  trouve  déterminé,  si  la 
courbe  est  une  ellipse ,  par  l'équation 

--  =  -:  cos*  rt  +  7-  cos*  C  =  -I  cos*  «  -(-  T-  sin'tf , 
r*       fl*  b^  a*  b* 

et  si  la  courbe  est  une  hyperbole,  par  l'équation 

,11  1^1  I    . 

±—  =:  —  cos*« —  7-cos*b  =  —  cos*  «  —  -j-  sm*<«: 

on  aura  donc  aussi ,  en  ayant  égard  aux  équations 

II  I    . 

-  =r  —  cos*flt  H sm*«f , 

P  Pi  P2 

OU 

dt  —  =  —  ces*  <e  —  —  sm  '«. 

p  p,  Pa 

On  arriverait  directement  à  ces  équations  de  la  manière 
suivante.  Quand  on  prend  poui'  plan  xy  le  plan  tangent 


358  CALCUL    DIFFÉREUTIEL* 

à  la  surface ,  et  pour  axes  dans  ce  plan  les  axes^inci- 
paux,  on  a  .      • 

et  la  valeur  de  Q  se  réduit  à 

Qd*u  d*u  ^        d*u         .      .    d*u    .    , 

:=  - —  ces*  M  4-  -7— :  cos*  b  =  -- —  cos*«  +  -T-i  sin*». 
dx*  rfjr*  .    dx^  dx* 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  meta  la  place  de  Q 
sa  valeur  ±:  —  ,  il  vient 

I  .     I  fd^u         ^  d^u  \ 

-=:±—     - — cos*«-t--r— sin*«     ; 

et  comme  pour  obtenir  les  rayons  de  courbure  prinpi-« 
paux  jOi ,  jO, ,  il  faut  poser  successivement  , 


w 

«   -^  o, 

*             2' 

on  trouvera 

I        ^^   I  d^u 

I           ,     I  d'u 

et  par  suite 

-  zr:  dz  —  C0S*«  lîZ  —  sm*  fit. 

P  Pi  P2 

Les  quantités  --r— ^ ,  -r-j^  étaut  nécessairement  des  quan- 
tités de  même  signe  dans  le  cas  où  la  courbe  est  une 
ellipse  5  de  signes  contraires  quand  elle  est  formée  de  deux 
hyperboles  conjugées ,  on  en  conclut  que  la  dernière  des 
équations  qui  précèdent  se  réduit ,  dans  le  premier  cas  , 


à  I4  fora^ule 

-  =  —  cos*  «6  »+- -— an  *  « , 

et  dans  le  second,  à 

rt  -  =  —  cos'  «  —  —  sm'  <<. 

P  Pt  Pa 

Il  existe  donc  une  relation  très  simp]^  çntre  le  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale  quelconque  et  les  deux 
rayons  de  courbure  (Jes  ç^çc^dons  priî>pip^îe§,  /relation  qwi 
permet  de  calculer  facilement  ce  rayon  de  courbure  quel- 
conque quand  on  connaît  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux ,  et  les  angles  que  la  tangente  à  la  section  normale 
fait  avec  les  tangentes  aux  deux  sections  principales. 
Si  la  courbe  devenait  un  cercle ,  on  aurait 

pi  =  Pa   =   p. 

Si  cette  ligne  était  formée  de  deux  droites  parallèles , 
l'un  des  deux  rayons  de  courbure  principaux,  p,'  par 

exemple ,  serait  infini  ^  —  serait  nul ,  et  p  serait  donné 

par  l'équation  très  simple 

I 

p  =z  —  C0S*a, 

Pi 

p/»,  =  cos'«c; 

pi  serait  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  qui  aurait  pour  tangente  la  pei^endiculaire  me- 
née aux  deux  parallèles  par  le  point  {pc^y^  z). 

Concevons  que  le  rayon  de  courbure  p  étant  donné  par 
l'équation 

I         m__  \  ,1     . 

—  =  i:  —  ces'  a'jz  —  sin  *  a , 

P  P«  Pa 
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on  considère  un  second  rayon  de  courbure  ^  correspon- 

mm 

dant  à  l'angle  a'  =  a  4-  -,  on  aurait 

-7  =±  —  8in*«.±  —  cos*rt, 
et  par  conséquent 

P  /  Px  fa 

équation  qui  renferme  le  théorème  énoncé  plus  ha«it. 
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Détermination  analytique  des  sections  de  courbure  principales  et  des 
rayons  de  courbure  principaux.  —  Rayon  de  courbure  ou  d^une  courbe 
quelconque  tracée  sur  la  surface. 


190.  Concevons  à  présent  que  Ton  veuille  déterminer 
dans  l'espace,  pour  un  point  quelconque  {x^y^  z)  de  la  sur- 
face donnée ,  la  direction  des  tangentes  aux  sections  de 
courbure  principales,  et  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux. D  suffira  évidemment  de  chercher  le  maximum  et 
le  minimum,  ou  les  deux  minima  du  rayon  de  courbure 

en  supposant  les  coordonnées  | ,  >7 ,  Ç  liées  entre  elles  par 
les  deux  équations 

d*u     V         i  ^ 
^du  du    ^    y  du 

Par  suite  on  reconnaîtra  que  les  valeurs  de  f ,  y? ,  (f  cor- 
respondantes aux  rayons  de  courbure  principaux ,  devront 
satisfaire  à  Técpation 

dp=iOy     ou     f  rfî +î;^»f  +  ÇrfÇ  =  o, 
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après  qu'on  aura  éliminé  rf|,  rf>î ,  rfÇ  à  l'aide  des  difïé- 
rentielles  des  deux  équations  qui  lient  entre  elles  ces  va- 
riables, différentielles  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


du    ,.        du   ,  du   ,^  * 

Pour  faire  cette  élimination ,  multiplions  la  première  de 
ces  deux  équations  par  un  coefficient  indéterminé  —  S ,  la 
seconde  par  un  coefficient  indéterminé  —  T,  et  après  les 
avoir  «joiuéef  à  l'équatioi» 

égalons  à  o  les  coefficients  des  différentielles  rfÇ,  dm,  dÇ. 
On  trouve  de  cette  manière 

d^u    ^         d^u        .     d^u  ^        ^y   ,    r^du 

f  H «H 1  =  Sf +  T^-, 

dx^  dxdy  dxdz  dx 

d*u  y         d^u  d^u  „  éi^ 

dxdy  dy^  dydz  <fy' 

Si  l'on  ajouta  ces  dernières  équations  après  les  avoir 
respectivement  multipliées  par  ^ ,  ^  ?  ^  ?  on  trouvera ,  en 
ayant  égard  aux  équations  qui  précèdent , 

±R=Sp,     S5=dt-=Q. 

f 

Le  facteur  S  ne  diffère  donc  pas  de  la  quantité  déjà  dési- 
gnée par  Q.  Si  l'on  substitue  pour  S  cette  valeur  Q ,  il 


viendra 
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djf 


dxdy 


dxdz 


dx 


w 


d^u  ^       fd^u  \  d*u  ^  du 


d*u 


d*u 


dxdz  "    '   dydz 
d'où  l'on  tirera 


du  Vfd*  u 


'd^u 
dz 

d^u 


dydz  ^        *  (fy^ 
Il         ^\  *,         r^du 


Qi-i|i) 


e  = 


dxWdy^      ^J\dz^ 

dur    d^u   d^u  /d^u \  d^u 

dyi,  dzdx  dydz        \dz*        ^J  dxdy 

"*"  flfe  L   dydz  dxdy       \dy^       ^J 

'd*u 


dydz  dxdy 
du  r   d^u    d*u 


dzdx 

dx  L  dzdx  dydz        \dz^  J  dxdy 

*'d^[\dz*  A^*  /       \dzdx) 

duf    d*u    d^u        fd^u       _\  rf*w 


^ 


[ 


dz  L  fiteûÇ)^  dzdx 
d^u    d^u 


[  ^^a         " 


^dx 
'd^u 


Z^^ 


dydz  dxdy 
_,dur    d'u    d^u 

dur  f  d'il 

^dzWdx* 


.dy 


;-Q 


fd'-u 


Q 


dydz 
d^u 

dzdx 
d^u 


dy\_  dxdy  dzdx        \dx  *       ^ )  dydz 


=  K?0 


=;iciï 


x> 


=»ç., 


»  désignant  un  coefficient  dont  on  déterminera  Êicilement 

la  valeur.  En  effet,  si  Ton  substitue  les  valeurs  de  $ ,  y? ,  Ç, 

dans  les  deux  équations 

■  v^w   .       du   ^    ^  du 

f.+,»  +  Ç.  =  ,',     f_  +  ,_+Ç-=o, 

on  trouvera,  i*^ 


dz 


V  ^^  **>**        -T-, 

u 


U*  désignant  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  » 


{A)o  = 
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dans  les  valeurs  de  $ ,  y? ,  Ç  ;  2** 

+(i)i(^-Q)(5F-Q)-(^y] 

du  du  r  d^u    d*u  d^u   fd*u  NH 

dy  dz  \_dxdy  dzdx        djrdz  \dx*  Jj 

du  du  r  d*u     d^u   d*u  ^d*u  \1 

dz  dx\,  dydz  dxdy        dzdx  \dy^  )\ 

du  dur  d*u    d^u  d^u  /d*u  NT 

'       dx  dy  x^dzdx  dydz        dxdy\d^^  /J" 

Cette  dernière  équation  du  deuxième  degré ,  par  rap- 
port à  Q,  donnera  les  deux  valeurs  de  ce^te  inconnue 
correspondantes  aux  rayons  de  courbure  principaux.  Ces 
rayons  de  courbure  principaux  seront  ensuite  donnés  im" 
médiatement  par  Téquation 

p  ^  zt  — • 

Q 

Connaissant  Q  et  p,  on  pourra  calculer  «,  puis  Ç,  >7,  Ç, 
ou  les  coordonnées  des  deux  points  situés  sur  les  tangentes 
aux  sections  principales  -,  et  enfin  les  cosinus  des  angles 
que  ces  tangentes  font  avec  les  axes,  à  l'aide  des  équations 

COSa    =:  -7-,        COSj3    =:  — j- ,        COSy   =  — j-  , 


P  —  TT 

OU,  à  cause  de    »  =  ±  =:,       p»  ==  ±1  Ui 


ç. 


k  M  C  * 

cos«  :=  ±  1^,        COSiS  =  ±  r^  ,       cosy  =  ±  ^. 

Çi ,  yji ,  (^1  ne  dépendent  pas  de  » ,  mais  seulement  de  Q 

,,    du     du     du 
et  des  quantités  —,  -r-,  ^  ,  etc. 


TRENTE-QUATRIEME   LEÇON.  365 

Remarquons  que  l'on  peut  calculer  T  quand  on  con- 
naît K,  et  que,  par  conséquent,  le  problème  précédent 
est  complètement  déterminé. 

491.  Lorsque  les  variables  x,  j^,  z,  sont  séparées  dans 
l'équation  m  =  o  de  la  surface ,  on  a 


d^u 


z=  o 


d^u 


r=  O 


d^u 


=  o, 


dydz         ^^      dzdx         "'      dxdy 
les  équations  qui  donnent  f ,  >? ,  Ç  et  Q,  deviennent 


.dx 


d^u         A  ^  du 


(è-«)î=-s> 


T— Y 


d^u 
dx^ 


-Q 


+ 


.^ 


d'u        ^ 

r-Q 


=    O. 


dz 


Dans  la  même  hypothèse ,  la  quantité  T  et  les  trois  angles 
â: ,  6  5  y  seront  déterminés  par  les  équations 


'd^ 
.dx 


^-q)cos^^(~^-Q^cos€^  (^-Q)c<>^y 


T=:rt:p^ 


Prenons  pour  premier  exemple  l'ellipsoïde 


(') 
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on  peut  faire 


d'où 


du         X 
dx  ""  a*' 

du         y       du 
dy  ■"   h^'     dz 

=3 

2 

d^u     .    \ 
dx^  ~"a»* 

d*u         i      d*u 

dy*  ^  b*  '   dz* 



I 

?♦ 

et  Ton  aura 

*- 

y' 

z' 

Q*')"*"<r'(i— Qc«)~°' 


ces  et  = -!= —  cosff  = co$  y 


X  Y  z 


A  l'aide  de  ces  dernières  équations  on  déterminera  en 
chaque  point  de  l'ellipsoïde  ha  direction  des  tangentes  aux 
sections  principales,  et  les  deux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. 

De  plus,  si  l'on  retranche  l'une  de  l'autre  les  deux 
équations  (i)  et  (2),  on  trouvera 

x^  y»  z* 


Q  Q  Q 

d'où  il  résulte  que  si  après  avoir  calculé  l'une  des  valeurs 
maximum  ou  minimum  de  Q,  on  construit  un  nouvel 
ellipsoïde ,  dont  les  demi-axes  a,  b\  c\  soient  déterminés 
par  les  équations 

a'-  =  a-  _  1,      b'-  =  b-  —  ~,     d-  z=  c>  —  ^; 
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le  nouvel  ellipsoïde  passera  encore  par  le  point  (x^jr^  z). 
On  peut  remarquer  que  les  sections  faites  par  les  plans 
coordonnés  dans  l'ellipsoïde  proposé ,  et  dans  ce  nouvel 
ellipsoïde ,  ont  les  mêmes  foyers  5  car  on  a 

2™®  Exemple.  Concevons  qu'après  avoir  tracé  dans  le 

plan  ajyune  courbe  représentée  parj)^  =zf(x)^  on  fasse 
tourner  cette  courbe  autour  de  Taxe  des^r  ;  elle  engendrera 
une  surface  de  révolution  dans  laquelle  la  distance  du 

point  (j:,j^,  z)  à  Taxe  des  x^  savoir,  V^j^* +^%  sera  équi- 
valente, au  signe  près,  à  l'ordonnée  f(x)  de  la  courbe 
génératrice.  On  aura  donc  pour  tous  les  points  de  la  sur- 
face 

et  son  équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
d'où 

L'équation  qui  donne  la  valeur  de  Q  sera 

Q4-[/'W?+y(*)/"{*)"^  Q-i    ~   ' 

d'où,  en  remettant  pour  j^*  H-  z*  sa  valeur  [f(x)y^ 

a /W/"W 

On  aura  d'ailleurs 
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et  par  conséquent 

La  valeur  précédente  de  p  est  le  rayon  de  courbure  de  k 
courbe  génératrice  qui  coïncide  effectivement  avec  Tune 
des  sections  principales  de  la  surface  de  révolution.  L'é- 
quation qui  donnait  Q  s'est  trouvée  réduite  dans  ce  cas 
particulier  au  premier  degré ,  de  sorte  que,  pour  détermi- 
ner le  second  rayon  de  courbure  principal ,  il  faut  remon- 
ter aux  équations  qui  lient  |  y  y?  ,  ^  avec  Q  et  T,  équations 
qui  deviennent 

(Q + [/'(*)]•  +/W/"  W }  e = T/(x)/'(x), 

(,^Q),  =  Ty,    (i-Q)Ç  =  Tz, 

i 

et  que  l'on  vérifie  en  prenant  Q=i,T  =  o,  |  =  o. 

En  donnant  cette  seconde  valeur  à  Q,  on  tix>uvera  pour 
la  valeur  correspondante  de  p 

N  étant  la  normale  de  la  génératrice. 

De  plus ,  l'équation  |  =  o  entraînera  la  suivante 
cosa=:o,  de  sorte  que  la  section  principale,  dont  N  est  le 
rayon  de  courbure ,  a  pour  tangente  une  droite  comprise 
dans  un  plan  perpendiculaire  a  l'axe  des  x. 

192.  Les  formules  générales  précédemment  obtenues 
se  simplifient  lorsque  l'on  suppose  l'équation  de  la  sur- 
face résolue  par  rapport  à  z,  et  réduite  à  la  forme 
z  =f(x^y)'^  alors,  en  posant 

u=/{a;,jr)-z,     £=p,    ^  =  9, 

d^z  d^z  d^z 

dûo*  '     dxdx  ^     dy'  ' 
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on  trouvera 

du  du  du 

H'^P'    d^^"^'  Tz-^^  '' 

d*u 


djc* 
d^u 


d*u. 

• 
• 

d^u 
dz^  "" 

:0, 

dydz 

=  G 

U      Ur 

V/;>» 

+  ç» 

-f-  I, 

Q  =  r  cos' tf  -f-  2  5  ces  A  cosff  H-  ^  ces  *  C , 
/?  cos  «4-7  CCS  to  =  cos  y  ; 

et  les  deux  équations  de  la  courbe  plane  qu'on  obtient  en 
portant,  à  partir  du  point  (00, y^  z)^  sur  la  tangente  à  ♦ 
chaque  section  normale ,  des  longueurs  égales  à  la  racine 
carrée  du  rayon  de  courbure  de  cette  même  section, 
seront 

pi-\-qn  =  l^y     rf*  -I-  2*fi;  +  ^i;»  =  ±:R. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  sont  toujours  dé- 
terminés par  la  formule 

d(>z=zi  di  -\-  tidii^  ÇrfÇ  =  o, 

de  laquelle  on  devra  éliminer  d^^  dn^  d^^  à  l'aide  des 
équations  différentielles 

(rf  4-  sti)dS  H-  (5?-f-  ttj)dtt  =  0,     pd^  -hqdn  =  dl^; 
or,  si  l'on  élimine  d'abord  d^j  on  aura 

(I  4-/?Ç  )  ^f -h  ( V -f- Ç^C)  ^9  =  o , 
d'où  l'on  conclut 

rè^^is?*j~ht»i^  ±R  ±R_ 


T.  I.  24 
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et  par  suite 

ou,  mettant  pour  Ç  sa  valeur  p^  +  ç^n^ 

[r -  (/?»  -h  i)  Q]  {  -h  is-pq<i)n  =  0, 
(^— /?çrQ)f-h[^-(^»-^i)Q]«f  =  o, 

Q'(/?*-l-ç»-l- 1  )— [  (^*-+-  i  )  ^— 2/>^*-f-(7'H-  0  '']  Q  -+■'*  —  ^*=  o- 

Ou  trouvera  encore 

Q 


V^/?' -f- ^*  4- I  ' 


==  V^(,-p^Q)»-+-[(/^»-f-i}Q-r]»-f.(/75-9r-h9Q)* 
__    p7  y/^p»  -j^  I 

On  tirera  enfin  des  formules  qui  précèdent 
cos«      cosff         cosy 

L'équation 

=  AQ»-hBQ4-C  =  o 

donnera  évidemment  deux  valeurs  réelles  de  Q.  On  aura 
en  effet 

B»  — 4  AC=  ((/>»  + i)i— 2^175 -h  (7»-M)r]*—4(;i»-h^»-M)(r<  —  i>) 

__ 

195.  Quand  on  connaîtra  les  deux  valeurs  Q'  et  Q"de 
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Q,  on  déterminera  facilement  et  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux ,  et  les  directions  des  tangentes  menées 
parle  point  (x^  y,  z)  aux  sections  principales. 

Comme  le  produit  Q'Q"  de  ces  deux  racines  est  égal  à 
rt  —  5*,  elles  seront  de  même  signe  si  l'on  a  rt — s^  >o, 
et  les  deux  rayons  de  courbure  dirigés  dans  le  même  sens 
seront  les  valeurs  maximum  et  minimum  du  rayon  de 
courbure  p.  Si  l'on  avait  rt —  5'  <  o,  les  àeux  racines 
de  l'équation  seraient  des  quantités  de  signes  contraires , 
et  les  rayons  de  courbure  dirigés  en  sens  contraire  repré- 
senteraient deux  valeurs  minima  de  p.  Si  l'on  avait 
rt  —  s*  =0,  l'une  de#  racines  s'évanouirait,  et  la  valeur 
maximum  de  p  deviendrait  infinie  :  donc  alors  une  des 
sections  principales  aurait  une  courbure  nulle.  H  est  aisé 
de  s'assurer  que  cette  circonstance  a  lieu  en  chaque  point 
d'une  surface  développable  :  par  conséquent  les  valeurs 
der,  f,  5,  tirées  de  l'équation  d'une  semblable  surface , 
vérifient  la  formule  rt  —  5'  =  o,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs attribuées  aux  coordonnées  x^y^  z. 

Les  deux  valeurs  Q'  et  Q"  deviennent  égales  dans  le 
cas  où  B*  —  4AC  =  o,  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  que 
les  deux  carrés  dont  se  compose  cette  différence  soient 
séparément  nuls ,  ou  sans  que  l'on  ait  à  la  fois 

pqr^{p*  H-  1)5  =  0,     (/>*-f-  i)^  — (y»+i)r=  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


/?»  + 1       pq      ^*  4-  î       ^ 

Or  dans  cette  supposition  ,  l'équation  qui  donne  Q ,  c'est- 
à-dire 

24. 
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devient 

d'où  Ton  tire  9  en  remarquant  que  dans  le  cas  dont  il  s'a- 
git rt —  5*  n'est  pas  nul, 

I  r      s  i 

k       /?*+!       pq       ^*+i' 

Donc  alors  la  valeur  de  Q ,  et  par  conséquent  celle  de  pj 
est  indépendante  des  angles ,  a ,  6 ,  y ,  ou  des  coordonnées 

Et  en  effet,  F  équation 

If  i     . 

-  z=  -  cos*c(  H —  sm»a 

se  réduit,  à  cause  de  p,  =  p^^,  à 

II,  .       .       I 

-  =  -  {cos*tf  +  sin  '«)  =  -. 

On  trouverait  aussi  que  dans  ce  cas  les  valeurs  des  coor- 
données I ,  >3  5  (i^)  ou  des  angles  a ,  6 ,  y  qui  correspondent 
aux  rayons  de  courbure  principaux,  sont  indéterminées. 

Les  points  de  la  surface  pour  lesquels  toutes  les  sections 
normales  ont  la  même  courbure  s'appellent  des  ombilics. 

Pour  que  les  rayons  de  courbure  principaux  soient 
égaux  et  dirigés  en  sens  contraires ,  il  est  nécessaire  que 
dans  l'équation  AQ"*  -f-  BQ  +  C  =0  le  coefficient  de  Q 
s'évanouisse,  et  que  l'on  ait  en  conséquence  • 

(/?»  -h  i)t  —  npqs  -4-  (9*  -4-  i)r  =:  G. 

Remarque,  On  démontrerait  plus  simplement  la  réalité 
des  racines  Q'  et  Q",  en  supposant,  ce  qui  est  toujours 
permis  ,  que  l'on  a  pris  pour  plan  xj  un  plan  parallèle  au 
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plan  tangent  mené  par  le  point  {pc^y^  z).  On  aurait  en 
leffet,  dans  cetfe  supposition , 

/?  =  G,    9  =  0; 
Téquation  qui  donne  Q  deviendrait 

(r-Q)(r-.Q}-f>=Q, 
d'où 

Q»—  (^-l-/-)Q-f-  rf  —  j»  =  o, 

la  quantité  sous  le  radical  est  essentiellement  positive, 
donc ,  etc. 

194.  Considérons  toujours  une  surface  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  li  =  o,  et  sur  cette  surface  une 
courbe  quelconque  passant  par  le  point  {x^y^  z).  Si  l'on 
nomme  s  l'arc  de  cette  courbe  pris  pour  variable  indé- 
pendante, et  P  son  rayon  de  courbure  correspondant  au 
point  (pc^y^  ^),  les  cosinus  des  angles  formés  par  ceri^yon 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  seront 
(n«  166) 

d*x  d^y  d*z 

^IF'       ^IF'       ^IF' 

Si  de  plus  on  mène  la  normale  à  la  surface  en  ce  même 
point,  et  si  l'on  fait,  pour  abréger. 


'>=v/0'-(l)"-(^)"- 

les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  normale  et  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives,  seront  respective- 
ment 

\    du        i    du         I   du 

rTùo'     Kd^'      R^' 
Cela  posé  ,  soit  i  l'angle  que  fait  la  normale  avec  le  rayon 
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de  courbure,  on  aura 


du  _  du  ,^  du  , 

V   dx  dy     '^        dz 


cos^  =  — 

D'ailleurs  en  différentîant  deux  fois  de  suite  réquadon 
u  =  o,  et  désignant  par  «,  6,  y,  les  angks  que  forme  la 
tangente  prolongée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  en  tirera, 
comme  nous  Tavons  déjà  vu, 

du   ,  du   ,  du  ,  _• 

la  valeur  de  Q  étant  déterminée  par  Féquation 

d*u  d*u    '      -        d*u 

Q  =  -r--cos'»  H-3-— cos*o  4-  -TT  co«*y 

or*  djr*  dz^  r 

d^u        ^  d*u  d*u  -, 

-4-  2  -7 — r  cosb  cosy  -h  2    .   ,    cosy  cos«  -h  2  -r — r-  cos«  COSb. 
djrdz  azdx  dxdy 

et  l'on  aura  par  conséquent 

p  _        cos#'  Q  R        K 

cos^=:-7-Q,      =  —  ^,     P  =  —  —cos^. 

R  ^'         P  R  Q 

Des  trois  quantités  R,  Q  et  cî,  la  première  R  dépend  uni- 
quement de  la  position  du  point  {x^y^  z)  sur  la  surface  \ 
la  seconde  Q  dépend  à  la  fois  et  de  cette  position ,  et  de 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  tracée  sur  la  surface; 
à  représente  toujours  l'un  des  angles  formés  par  le  plan  os- 
culateur  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même ,  par  la  normale  principale  de  la  courbe , 
avec  la  normale  à  la  surface.  Cela  posé,  il  est  clair  que  si 
l'on  donne  avec  le  point  (a:,  y^  z) ,  la  tangente  à  la  courbe, 
et  le  plan  osculateur,  ces  quantités  Q  et  R  seront  connues, 
ainsi  que  cos  à  \  on  pourra  donc  déterminer  le  rayon  de 

courbure  à  l'aide  de  Féquation  P  =  —  —coscï.  De  plus. 
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comme  les  quantités  P  et  R  sont  essentiellement  positives, 
cos  ^  et  Q  devront  être  de  signes  contraires^  et  comme 
oti  cotinalt  le  signe  de  Q,  on  pourra  dans  tous  les  cas  dé^ 
terminer  le  signe  de  cosc^,  et,  par  conséquem,  le  aetts 
dans  lequel  on  devra  porter  le  rttyoïi  de  cotirbure  >p  is«r 
la  normale  principale  de  la  cou Ae  pnoposée^.  ■  .  ^  :  -  i  f  •  ;  j 
19S.  Si  l*on  voulait  avoir  le  rayoii'  de  couribUre  p  de 
la  section  normale,  il  faudrait  ^aire  coïncider  le  plan  os- 
eulateur  de  la  courbe  avec  un  plan'tiormal,  eti  pqeanlt 

cos  J  =  zh  I  •   On  trouverait  ainsi  p  =  qp  — ,  valeur  qui 

s'accorde  avec  celle  que  nous  avctos  obtenue  plus  haut  ; 

en  substituant ,  au  lieu  de  —,  sa   valeur  ih  p ,    on   aura 

P  :î=:  db  j&  cos^.  On  conclut  facilement  de  cette  dernière 
équation  le  théorème  suivant  : 

Co&cerons  qu'une  courbe  quelconque  étant  traicée  sur 
ime  surface ,  on  mène  par  la  tangente  â  cette  courbe  en  ^uu 
point  donné  (or,  j,  z),  un  plan  normal  à  la  surfacç  ^  je. 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  sera  le  produit  du  rayon 
dé  courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  normal  par  le 
cosinus  de  Fangle  aigu  compris  entre  ce  même  plan  et  le 
plan  osculateur  de  la  courbe. 

Ce  théorème  remarquable ,  dû  à  Meunier,  peut ,  en  ne 
considérant  que  defrsections  planes,  s'énoncer  aussi  comine 
il  énh  :  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oMî^ue  est  Iif 
projection  sur  le  plan  de  cette  courbe  du  rayon  de  la  sec- 
tion normale  qui  passe  par  la  même  tangente.  En  imagi- 
nant une  sphère  décrite  de  l'extrémité  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  prise  pour  centre,  et  avec  ce 
même  rayon,  on  pourrait  dire  encore  que  tout  plan  con- 
duit par  la  tangente  coupera  cette  sphère  suivant  un  cercle 
qui  sera  le  cercle  osculateur  de  la  section  faîte  dans  la 
surface  par  ce  même  plan. 
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On  peut  aisëment  vérifier  le  théorème  qui  précède  dans 
plusieurs  cas  particuliers.  Ainsi,  par  exemple,  si  par  un 
point  donné  sur  une  sphère ,  on  fait  passer  un  grand  cercle 
et  un  petit  cercle  qui  aient  en  ce  point  la  même  tangente , 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  rayon  du  petit  cercle  est 
équivalent  au  rayon  de  la  sphère  multiplié  par  le  cosinus 
de  Tangle  aigu  compris  entre  les  plans  des  deux  cercles. 

Supposons  encore  que  la  surface  courbe  est  la  surface 
de  révolution  engendrée  par  la  rotation  autour  de  Taxe 
des  or  de  la  courbe  y  =zf(x)^  et  que  Ton  demande  le  rayon 
de  courbure  P  de  la  section  faite  dans  la  surface  par  un 
plan  normal  a  la  courbe  génératrice ,  et  passant  par  le 
point  {pc^y^  z).  L'angle  aigu  compris  entre  ce  plan  et  un 
second  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  ar,  sera  évidem- 
ment égal  à  Tinclinaison  t  de  la  courbe  génératrice  par 
rapport  au  même  axe.  Ce  second  plan  coupera  la  surface 
de  révolution  suivant  un  cercle  dont  le  rayon  P  est  égal  au 
signe  près  à  rord6nnée/*(j:)  de  la  courbe  génératrice.  On 
aura  donc ,  en  appelant  toujours  p  le  rayon  de  couij)ure 
de  la  section  normale ,  et  parce  que 

Les  équations  qui  précèdent  se  simplifient  considéra- 
blement dans  le  cas  où  l'équation  de  la  surface  zi  =  o  est 
de  la  forme  z  — f{pc^  j^)  ==:  o  -,  on  trouve  en  effet  alors 

R  z=  \/p^  -f-  ^>  _|-  , , 

Q  =  rcos*«ft  H-  2^cos«cosC  -h  rcos*o, 

cos^ rcos*«  -j-  iscosa  coso  4- 1  cos^C 
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NouTollea  propriétés  des  sections  principales.  —  Lignes  do  courbure  des 
surfaces. — Centres  de  courbure.— Surface  lieu  des  centres  do  courbure. 


196.  Si  dans  les  équations  (a)(n°189)  on  met  à  la  place 
de  I,  »,  Ç 5  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

f  =:f»acOSa=p»— ,    9=pacosb=rpa^,   Ç  =  pac0Sy=p»  — , 

X 
on  trouvera,  en  posant  -7=  T', 

fd^x         \  dx        d*u  djr        d*u   dz du 

\dx*  J  ds        dxdy  ds        dxdz  ds  dx^ 

,.,    1    d^u  dx        (d^u       J\dY        d^u  dz       ^,  du 


dydz  ds  dy 

d*u   dx        d^u  dy       fd^u       A  dz       „,  du 
dxdz  ds        dydz  ds 


\dz_^        ^J  ds  dz' 


Appelons  l^  m^  n  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  per- 
pendiculaire au  plan  osculateur  de  la  section  normale, 
cette  ligne  sera  nécessairement  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente à  la  section  normale  et  à  la  normale  à  la  surface , 
et  Ton  aura 

ces  / dx  H-  cx>smdy  -f-  ces ndz^=.  o , 

du  du  du 

cos  /  -; — h  cos  m  — — [-  cos  n  —r-z=L  o, 

dx  dy  dz 
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Cela  posé,  si  après  avoir  multiplié  respectivement  les 
équations  (b)  par  cos  /,  cos  m ,  cos  n^  on  les  ajoute ,  Q  et 
T'  disparaîtront,  et  l'on  trouvera 


cosm 


/  d*u    ,         d^u  ^        d^u    ,\ 


fd*u     ,  d*u 


\dxdz  dydz 


équation  que  Ton  peut  écrire  sous  la  forme  très  simple 

du  du  du 

cosld.-r-  -h  cos  m  d.-= — h  cos  n  d.-^  =  o, 

dx  djr  dz 

puisque  Ton  a  identiquement 

d*u   ,  d*u     ,  d*u    -  ,  du 

-r-T  dx  +  — --  dx  H-  -r-r  dz  ^=  rf.—,  ...  etc. 

ax*  dxdjr  dxdz  dx 

Les  trois  équations 

du  du  du 

cos Id.  -T-  -\-  cos  m d.  -p-  -f-  cos/ï<i. -r-, 
dx  dy  dz 

,du  du  du 

cos  /  -r — h  cos  m-' — h  cos/ï  -^  =  o, 
dx  dy  dz 

cos*/  H-  cos*/»  +  cos*«  =  I , 

suffisent  pour  déterminer,  au  sigueprès,  les  trois  quantités 
ços /,  cos  w,  cos  w,  on  pour  fixer  la  position  du  plan 
osculateur  à  la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

197.  Supposons  maintenant  qu'ayant  mené  par  le  point 
(a:,  j-,  z)  une  section  normale  quelconque  ,  on  considère 
sur  cette  section  un  second  point  dont  les  coordonnées 
soient  x  +  Ax,  /  +  A^,  z  +  Az,  menons  par  ce  second 
point,  ainsi  que  par  le  point  {x^y^  z) ,  deux  normales  à  la 
surface ,  et  par  l'une  de  ces  normales  faisons  passer  un 
plan  parallèle  à  l'autre.  Si  l'on  désigne  par  /',  ni\  n'  les 
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angles  que**forme  avec  les  axes  une  perpendiculaire  à  ce 
plan,  on  aura  tout-à-la-fois 

^,du  ,du  ,du. 

cos  /  —  -hcos/w'-T-  4-cos«'-7-=  o, 

dx  dy  dz 

,,fdu  du\  ,fdu         du\ 

,  (du         du\ 

et  Ton  en  conclura 

du  du  du 

cos/^A  -r — h  cosm^  à— — h  cos /l'A  ---  =  o. 
dx  dy  dz 

Si  les  deux  normales  deviennent  infiniment  voisines, 
cette  dernière  équation  deviendra 

du  ,     du  ,     du 

coêl'd,- — h-coBin  fl?.-î — I-  cosii  i/.-7-  =  o. 
dx  djr  iiz 

Par  conséquent  pour  tout  plan  parallèle  à  la  normale  me- 
née par  le  point  (a:,  y,  z)  et  à  une  normale  infiniment 
voisine  menée  par  un  second  point  de  la  couii>e  que  Ton, 
considère,  les  angles  /',  m',  n'  seront  déterminés  par  les 
deux  équations 

„  du  ,du  ,du 

cosr  -;-  -h  cos  iw'-7--i-  cos/ï  -r-  =  o, 
dx  dy  dz 

du  ,     du  du 

cos/  d.-i — y-co&m' d,-r-  -f- cos tî  c/.-r-  =  o. 
dx  df  dz 

Quand  la  section  normale  que  Ton  considère  est  une, 
section  de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure ,  on  a , 
comme  nous  venons  de  le  voir,  en  désignant  par  /,  m,  /* 
les  angles  que  la  perpendiculaire  au  plan  Qsculateur  ou  au 
plan  de  cette  courbe  fait  avec  les  axes , 

du  du  du 

cos  l— h  cos  IW  -;-  -h  cos  «  ---  =  O  , 

dx  dy  dz 

du  du  du 

cos / d,-- — h  cos/w  d,— — h  cos n  d,-z-  zzz  o. 
dx  dy  dz 
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On  aura  donc 

* 

CO&V        COS/Tt'          cos/i' 

COS/           C0SI7I            COS/I  ' 

et  par  conséquent  le  plan  normal  qui  renferme  une  sec- 
tion de  plus  grande  ou  .de  moindre  courbure  au  point 
(x^jr,  z)  renferme  en  même  temps  la  normale  à  la  sur- 
face menée  par  un  second  point  de  la  section  infiniment 
voisin  du  premier. 

198.  On  appelle  ligne  de  courbure  d*une  surface 
courbe,  toute  ligne  qui,  étant  tracée  sur  cette  surface, 
est  tangente  en  ce  point  à  une  section  normale  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure.  D'après  cette  définition, 
les  valeurs  des  difiérentielles  dx^  djr,  dz^  ou  plutôt  des 

rapports  -r-  %  -r- 1  correspondant  aux  lignes  de  courbure, 

doivent  être  celles  qui  répondent  aux  sections  normales 
de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  \  et ,  puisque  ces 
valeurs  se  déduisent  des  deux  équations 

du    ,        du    .         du    _ 

-  —  rfx  -f-  -T-  «r  H-  -T-  <w  =  o , 

ri)  l  ^ 

^  ^  ^  du  du  du 

COS/rf.    -; h  COSIWa.    -; h   COS/ïrf.  -7-  =  O , 

dx  dy  dz 

il  est  clair  que  ces  deux  équations  sont  précisément  les 
équations  difierentielles  des  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure.  La  dernière  dç  ces  équations  peut,  comme  on 
l'a  vu,  se  mettre  sous  la  forme 

f  d^u  dx  d*u   dy  d*i^  dz\ 

\dx^  ds  dxdy  ds  dxdz  ds  ) 

f  ^    j                  (  d*u  dx  d^u    dy  d*u    dz\  .  

^                  \  dxdy  ds  dy  *     ds  dydz  ds   '  ' 

f  d^u  dx  .    d^u    dy  d*u   dz 

\  dxdz  ds  dydz    ds  dz*    as 
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D'ailleurs,  des  formules 

dx               dr  dz 

ds                ds  ds 

du                du  du 
cml-r-h  COSIW-7-  -f-co8/i-r-  =0, 

■          dz                 dr  dx 

on  tire 

008/                                 COSITt  OOS/I 


du  dz       dudy        dudx       du  dz  dudy       du  dx* 

^ds       dz  ds         dz  ds        dx  ds  dx  ds       dy  ds 

Si  dans  Téquation  (2)  on  remplace  les  trois  cosinus 

•  n      ^^  ^       du  dy 

par  les  quantités  proportionnelles  -^  -^ —  X  "J"  '  ^^^">^^ 

obtiendra  une  équation  du  second  degré  entre  les  rapports 
-^  f  -T-  >  et  en  éliminant  un  de  ces  rapports  à  l'aide  de 

ftX        €IX 

réquation 

du        du  dy        du  dz 

dx       dy  dx        dzdx 

qui  est  du  premier  degré  seulement ,  on  aura,  pour  déter- 
miner l'autre ,  une  nouvelle  équation  du  second  degré , 
qui  est  ce  qu'on  appelle  plus  proprement  l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  de  courbure. 

Si  dans  l'équation  de  la  surface  les  variables  étaient 
séparées,  on  aurait 

d^u  d*u  d*u 

=  0,  ,    .      =  O,       -T — :;r  =  O, 


fl^db  dzelx  dxdy 

et  les  équations  différentielles  des  lignes  de  courbure  se 

réduiraient  à 

du  ,         du  .  du  ^ 

-p-  «te  -f-  -7-  flj  -f-  -r  «^  =  o  > 
dx  dy  dz 

,^v   du  (  d^u        d*u\    .    ,         du  /d*u       d*u\   ,    . 

/'d'u      d*u\ 


du 
dz 
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Ainsi ,  par  exemple ,  les  lignes  de  omrbare  d'une  eUip-* 
soïde  rapporté  à  soû  centre  et  à  ses  axes  se  trouveront 
déterminées  par  le  système  des  deux  équations  différen- 
tielles 

«         xdx        ydr        zdz 
a*  o*  c* 

H [a* -^  b*)dxdy  z=.  o. 

La  première  de  ces  deux  équations  différentielles  peut 
être  remplacée  par  Téquation  même  de  Tellipsoïde. 
Pour  une  surface  de  révolution  on  aurait  (n**  191) 

du du  d*u       d^u 

et,  par  suite,  Téquation  (3)  se  réduirait  à 

dx{yd%  —  zdy)  =0, 


f  d^u\ 


et  Ton  en  conclura  que  les  lignes  de  courbure  ne  sont  autre 
chose  que  les  sections  planes  faites  par  des  jdans  perpen- 
diculaires à  Taxe,  ou  par  des  plans  passant  par  Taxe. 

Puisqu'à  chaque  point  d'une  surface  donnée  il  existe 
en  général  deux  sections  normales  de  plus  grande  ou 
de  moindre  courbure ,  à  chacun  des  poinU  de  cette  sur- 
face correspondront  auss}*deux  lignes  de  courbure  qui, 
comme  les  sections  principales ,  se  couperont  nécessaire- 
ment à  angle  droit. 

Considérons ,  en  particulier,  le  cas  où  l'équation  de  la 
surface  se  présente  sous  la  forme 

u  =  z  —-  f(x ,  j^)  =  0. 
Pour  obtenir  la  direction  des  lignes  de  courbure ,   qui 
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coïncide  avec  celle  des  sections  principales ,  il  suffira  dans 
Tëquation 

(/>»+ç»-hl)Q— .[(j3»-f-l)f  — 2jD^j  — (^»H-l)r]Q-f-7r— f»=:o, 

de  substituer  pour  Q  sa  valeur  tirée  des  équations 
cos«      ,  cosC  cosy 

et  exprimée  au  moyen  de  Pun  des  rapports 

cos^        dy       cosy  dz 

cos  01  "^  rir  '     cos  «  dx^ 

du  premier, 'par  exemple  :  on  trouvera  de  cette  manière 

^[{q*^l)s^pqt]-h^[{q*  -h  l)r-^ip*  -h  l)t] 

--[{p*'^l)S'^pqr]=0. 

Onprouvera  très  facilement  que  les  deux  racines  de  cette 
équation  sont  toujours  réelles  en  supposant,  ce  qui  est  tou- 
jours permis ,  que  le  plan  xy  est  parallèle  au  plan  tangent  ^ 
on  aura  en  e£fet,  dans  cette  hypothèse, 

/>   =   O,      q   =   Oy 

et  Téquation  qui  précède  deviendra 

dy*  dr  ,  .  dy*        r — t 


±:  —  i/^(r  —  r)» -h  4^*  î 


on  en  tîre 

dx  2J  25 

ces  deux  valeurs  sont  évidemment  toujours  réelles  ;  en  les 
désignant  par  tang  r,  tang  r  ,  on  a  de  plus 

tangr  tangr  =:  —  i , 
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ce  qui  montre  bien  que  les  deux  lignes  de  courbure  sont 
perpendiculaires  Tune  à  Fautre. 

Lorsque  le  point  (a:,  j^,  z),  pris  sur  la  sui^ace,  est  ce 
que  nous  avons  appelé  un  ombilic,  on  a  (n^  193) 

{q*  -+-  \)s  —  pqt  =  Oy      (/>»  -f-  t)*  —  pqr  =   o, 

et  par  suite 

L'équation  qui  donne  la  direction  des  lignes  de  courbure 
devient  identique,  ou  prend  la  forme  o  =  o,  ce  qui  an- 
nonce que  d'un  ombilic  il  part  une  infinité  de  lignes  de 
courbure  ^  nous  avons  vu  en  effet  que  dans  ce  cas  toutes  lés 
sections  normales  sont  des  sections  principales  ou  des  sec- 
tions de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 

199.  Les  lignes  de  courbure  sont,  en  vertu  même  de 
leur  définition,  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  une 
section  normale  de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure. 
De  plus,  le  plan  normal  qui  renferme  une  section  de 
plus  grande  ou  de  moindre  courbure  au  point  (x^  y^  z), 
et  par  suite  la  tangente  à  la  ligne  de  courbure  en  ce 
point,  renferme  en  même  temps  la  normale  à  la  sur- 
face menée  par  un  second  point  de  la  section  infini- 
ment voisin  du  premier.  En  partant  de  cette  double  pro- 
priété, on  serait  tenté  de  définir  avec  Monge  les  lignes 
de  courbure  des  lignes  qui  renferment  la  suite  des  points 
d'une  surface  pour  lesquels  les  normales  infiniment  voi- 
sines se  rencontrent  successivement^  mais  cette  définition 
est  réellement  défectueuse,  parce  que  de  fait  deux  nor- 
males ne  se  rencontrent  pas ,  quelque  voisines  qu'on  les 
suppose.  Ce  qui  est  vrai,  c'est  que  le  rapprochement  des 
normales  correspondantes  à  deux  points  très  voisins  pris 
sur  une  ligne  de  courbure ,  est  plus  intime  que  dans  toute 
autre  direction  \  comparée  au  petit  arc  qui  sépare  ces  deux 
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normales  sur  la  surface ,  et  que  nous  supposerons  être  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre ,  leur  plus  courte  dis- 
tance serait  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  tan- 
dis qu'elle  est  en  général  du  premier  ordre  ou  de  même 
ordre  que  l'arc.  En  partant  de  sa  définition ,  voici  com- 
ment le  célèbre  Monge  arrivait  à  l'équation  des  lignes  de 
courbure  :  , 

Supposons ,  pour  plus  de  simplicité ,  que  l'équation  de 
la  surface  soit 

les  équations  de  la  normale  au  point  (x  ^  y,  z)  seront 

I  — «•+/»(?  — z)=:0,      ^— j^4-.^(Ç  — a)=0, 

ou 

P  =  G  ^       tV  =  G. 

Pour  passer  de  cette  première  normale  à  une  seconde 
infiniment  rapprochée,  il  faut  faire  cioître  les  variables 
x^y^  z  de  leurs  différentielles;  mais  les  fonctions  P',  %v 
croissent  aussi  alors  de  leurs  différentielles ,  et  par  consé- 
quent les  équations  de  cette  seconde  normale  seront 

p  +  e/f  =  G  ,      w  •-{■■'  dw  -zzi  G  , 

ou ,  en  réduisant , 

Les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  nor- 
males seront  données  dès-lors  par  les  équations 

I  — ar  +  /?(Ç— 2)  =  G,    jj— j4-7(Ç  — 3)1=0, 
dx '{' pdz -=.  [Z^ — ^)^Py     dy -\- qdz  •=:  [Z, — z)dq. 

Mais  le  nombre  de  ces  équations  surpasse  le  nombi*e  des 
inconnues,  et  par  conséquent  deux  normales  consécu- 
tives ne  se  rencontreront  pas  toujours  :  cela  n'aura  lieu 
qu'autant  que  l'équation  de  condition  que  l'on  obtient  en 
éliminant  Ç ,  >? ,  ^  entre  les  équations  qui  précèdent  sera 
vérifiée.  On  parvient  facilement  à  cette  équation  en  élimi- 
nant d'abord  Ç — z  entre  les  deux  dernières  équations;  on 
T.  i.      "  25 
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trouve  ainsi 

si ,  maintenaut ,  ayant  égard  aux  relations  connues , 

dzznpdx^  qdy ,     dp  zzz  rdx  +  sdjr ,     dq  =  sdx  +  tdj, 
on  substitue ,  pour  dz ,  dp^  dq^  leurs  yaleurs  ,  il  viendra 

C'est  Téquation  à  laquelle  nous  sommes  déjà  parvenus 
par  une  autre  méthode. 

Nota,  Le  plan  osculateur  d'une  ligne  de  courbure  en  un 
point  donné  doit  être  soigneusement  distingué  du  plan 
normal  qui  passe  par  la  tangente  à  cette  ligne.  De  même , 
le  cercle  osculateur  d'une  ligne  de  courbure  doit  être  en 
général  distingué  du  cercle  osculateur  à  la  section  nor- 
male à  laquelle  cette  ligne  de  courbure  est  tangente.  Il 
n'existe  en  elTet,  en  général,  qu'un  contact  du  premier  ordre 
entre  la  ligne  de  courbui^e  et  la  section  principale  qui  ont 
seulement  une  même  tangente  correspondante  aux  mêmes 

valeurs  des  trois  quantités— ,  -f)  -ff  tandis  que  les  dif- 
férentielles secondes  «i^a:,  rfy,  d'z^  etc.,  dont  dépendent 
le  plan  osculateur  et  le  rayon  de  courbure,  changeront 
ordinairement  de  valeur  dans  le  passage  d'une  de  ces 
courbes  à  l'autre. 

200.  Les  coordonnées  ^ ,  y? ,  ^  du  centre ,  et  le  rayon  p 
du  cercle  osculateur  à  une  section  normale  passant  par  le 
point  {x^  y^  z),  vérifient,  comme  nous  l'avons  vu,  les 
équations 


du  du  du  Q  R  ' 

dx  dy  dz 


U  •      •»' 
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et  si  là  section  normale  est  de  plus  Pane  des  deux  sec-^ 
tiens  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure,  Q  devra 
satisfaire  à  Téquation  (A),  page  364*  Le  centre  du  cercle 
osculateur  devient  alors  ce  qu'on  appelle  un  des  deux 
centres  de  courbure  de  la  surface  donnée  pour  le  point 
(po,  y^  z).  Si  l'on  veut  obtenir  l'équation  de  la  surface 
lieu  de  tous  ces  centres  de  courbure,  il  suffira  évidem- 
ment d^éliminçr  les  variables  x,  y,  z  et  Q  entre  les  équa- 
tions 


uzzzo 


^       du  q^         du  q*        du 

dx  dy  dz 

et  l'équation  (A). 

Exemple  :  Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  l'é- 
quation Il  =  o  soit  celle  d^un  ellipsoïde  rapporté  à  son 
centre  et  à  ses  axes,  ou  que  l'on  ait 

0 

I  /x»      r*  .  2*       \ 

U  =  -{ 1-7 ï    =0. 

Les  équations  entre  lesquelles  devra  se  faire  l'élimination 
seront 

•■(-y=rr(-;)=Q-'-(-!)=r 

x*  7*  z* 

■  «  ■  >■  ■!■  ■  .      ■    ■•■4*  ■ »  ■   ■  ■  ■■4m»  ■■'"■■■■     ■  ■«    ■   ^zsm  o* 

"i^'-i)  'i'-h)  -i-'-k) 

On  peut  même  (p9  191)  à  l'équation  de  la  surface  ou  de 
FeDipsoïde  substituer  la  suivante: 

^'    +   ^'    +    ''    =.. 


..__    ,.__    ..__ 

En  mettant  dans  ces  deux  dernières  équations ,  à  la  place 
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de  o: ,  y^  z  ^  leurs  valeurs   tirées  des  précédentes ,   on 


trouve 


=  o 


(«-è)  ('-^)  0-4) 

aH*  b^n^  c^g»        _ 

Fil  ('-4)  (-4)"'; 

Il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  Q,  ou  plutôt  —  entre 

ces   deux  formules,   pour  obtenir  Téquation  définitive 
entre  ^  ?  >î ,  f . 

En  substituant  au  contraire  aux  dijfférences 

I        -        1  1 

«'  —  TTJ        *    — T7i       ^*— TT» 

Q  Q  Q 

leurs  valeurs 

a»f        b^n       c»Ç 


X   '        r  '        z  » 


on  aurait  trouvé 


l    X^  I     yS  I    ^3  I     a:^  I    T^     .       1    2^ 

Si  l'on  coupe  la  double  surface  Heu  des  centres  de  cour- 
bure de  l'ellipsoïde  par  les  trois  plans  coordonnés ,  on  ob- 
tiendra sur  chacun  de  ces  plans  deux  courbes  distinctes» 
Cherchons  en  particulier  les  courbes  d'intersection  de  la 

double  gurface  dont  il  s'agit  avec  le  plan  xj  en  faisant 
^  =  o,  ce  qui  entraîne  nécessairement  ^=o.  Pour  trou- 
ver ces  courbes  on  déterminera  d'abord  les  deux  valeurs 
de  Q  que  fournit  l'équation 

X*  y»  2» 


«M«*— 4-1       b^[b^^^\       c^L^-.^ 


Q-    K'-è 


quand  on  y  suppose  z=o;  or  on  peut  alors  satisfaire  à 
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cette  équation ,  soit  en  prenant  c'  —  --  =  o ,  ce  qui  rend 

le  dernier  terme  du  premier  membre  indéterminé,  soit 
en  posant 

Dans  le  premiei:  cas  on  ^ura 

X  ai  Y  bn 

a^a*  —  c^^     è^ô»— c'' 

en  substituant  ces  valeurs  de  -,  r  àsLïis  Téquation  de  Tel- 

a    o  ^ 

lipsoïde ,  et  supprimant  le  terme  —  ,  on  a  définitivement 
pour  première  courbe  d'intersection  l'ellipse 


ia..2 


(^a^^c^y  "*"  (*»  — c»)»~"*' 

Pour  obtenir  la  seconde  il  faudra  combiner  entre  elles 
les  deux  équations  , 

i  x^         \    f^ i  x^        i    jr^  


On  tirera  de  ces  dernières 


fxy  _      ai  /jrV  __  _^?_ 

\a)   ^  a^  —  b^'      \b)  '^  b^-^a^' 


ou>  en  faisant  pour  abréger 


a^  —  b^  a»  — 6»  ^^^(i\     f"^f'j\ 

___  =  ±A,  — ^  =  ±:B,  ^-.^^j,   ^~^BJ- 

En  substituant  ces  dernières  valeurs  de  — -,   tt  dans  Té- 


«»'    b 
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quaûon  de  l'ellipsoïde ,  puis  efikçtnt  le  lerme  -;f  on  trou- 
Tera  pour  TéquatioipL  de  la  seconde  conrbe  cherchée 


(i^(i)'=- 


Donc  cette  seconde  courbe  ne  sera,  comme  on  devait 

s'y  attendre,  que  la  développée  de  l'ellipse  —4-^  =  1. 

201 .  Considérons  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la 
surface  que  représente  l'équation  u=o,  et  considérons  que 
par  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  {x ,  y^  z)  on  fasse 
passer  une  section  normale,  le  rayon  p  du  cercle  osculateur 
à  cette  section  normale  correspondant  au  point  (or,  y^  z), 
et  les  coordonnées  ^ ,  >î ,  f  de  son  centre  vérifieront  les 
équations 

du  du     "^    du  Q  ~        R' 

dx  dy  dz 

d'où  Ton  tire 
\  ^       \  du  i  du  y,       i  du  ,    1    ^ 

Q  et  R  sont  d'ailleurs  (n*^  186)  déterminés  par  les  équations 

du  du  du 

Qds^  =zdxd.- — \-  dy  d.— — \- dz d.—-- , 

dx    '     -^      dy  dz 


R=\/( 


du\    .    fduy    .    fdu\^ 
dx 


Si  l'on  fait  varier  le  point  {x^y^  z)  sur  la  courbe  donnée, 
le  point  (f ,  y? ,  ^)  variera  en  même  temps  et  décrira  une 
seconde  courbe  correspondante  à  la  première ,  et  dont  on 
trouverait  les  équations  en  éliminant  x^y^  z  entre  les 
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équations  (i)  et  l'équation  de  la  surface  a  =  o.  Pour  par- 
venir à  connaître  quelques-unes  des  propriétés  de  cette 
seconde  courbe,  différentîons  les  équations  (t)  en  faisant 
varier  à  la  fois  toutes  les  quantités  qu'elles  renferment  : 
nous  trouverons  ainsi 

I        du        du         I 

I        du        du         i 
djr-d,=  -d.-+-d.    -, 

I        du        du         I 
^        Q       dz        dz        Q^ 

dp  =  ±(^~dR  +  Rd.^y 

Si ,  en  ayant  égard  à  la  formule 

du    .      ^    du    .      ^    du    . 

on  ajoute  les  trois  premières  de  ces  équations  respective- 
ment multipliées  par  dx ,  dy,  dz ,  on  trouvera 

dx*  +  dy^  ~\^dz*  —(  dx  di  +  dydn  +  dze^) 

\    (   ,     .  du         .      .  du  ,     ,  du\         . 

Q  \  dx         "^       dx  dz) 

et,  par  suite, 

dx  d% -\-  dy  dn  '•\-  dz  d^  =  o. 

Si ,  au  contraire ,  ou  ajoute  ces  équations  respectivement 

,  ,   ,. ,  du     du     du 

multipliées  par  -7-  ,  -7-  ,  -7- ,   on  trouvera 
'-  ^        dx  •  dy     dz 

{du  ^       du  ,        du  ,^N       1  {du  ,du      du  ,  du      du  ,  du^ 
\dx  dy      ^  dz  ^1      q\dx     dx      dy    dy^ dz     dt ^ 
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et  Ton  en  conclura 

du  ,^       du   ,        du   ,^  _  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

-di^-dn  +  -dl^  ^^ 


Enfin,  si  en  appelant  /,  m,  /»  les  angles  que  la  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  section  normale  fait  avec  les  axes, 
et  en  ayant  égard  aux  équations 

cos/  dx  +  cosiTi  dy  -f-  cos/i </z  =  o , 
du  du  du 

ces/ 1-  COS/W  -; h  COS/Ï   -7-  =  ^  y 

dx  dy  dz 

on  ajoute  de  nouveau  les  mêmes  équations  respectivement 
multipliées  par  cos/,  cos  m,  costï,  on  trouvera 

cosldl;  +  cos  m  dt)  +  cos/2  rfÇ 

I   /        u  du  j  ^"    ,  ^  ^"\ 

=  — —  (  CQ^ld^- \-  cosmd,- — I- cos/2«.-7-    . 

Q  \  ojc  o)^  dz/ 

202.  Reprenons  les  trois  équations 

dxd^  +  dydfj  +  dzdl^  =z  o  , 

dx  ,  dy  dz     ^  dp 


R  \/di^  +dv^  +  d^^  ]/di^  +  dfj^+d^ ^ 

cxysldi  +  cosmdtj  +  cos/i^t 

I  /        ,  ,  du  du  ,  du\ 

=:  —  —     ces/ a.  -T h  COS/W  a . h  COS/2  « .  -r-   I  .* 

R\  rtjp  dy  dz  J 

la  première  exprime  que  les  tangentes  menées  à  la  pre- 
mière et  à  la  seconde  courbe  par  les  points  correspon- 
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dants  {x^j^  z),  (^,  y?,  ^),  comprennent  loujouis  un 
angle  droit;  la  seconde  fait  voir  que  le  cosinus  de  Fangle 
formé  par  la  tangente  à  la  seconde  courbe  avec  la  nor- 
male à  là  surface  est  équivalent,  au  signe  près,  au  rapport 
entre  la  différentielle  du  rayon  de  courbure  et  la  différen- 
tielle de  l'arc  de  la  seconde  courbe.  Enfin,  si  la  courbe  don- 
née coïncide  avec  une  ligne  de  courbure,  on  aura  (n^l96) 

du  du  du 

co^ld.-z — h  co&md,— — |-  008/2^.-7-=  o, 

dx  dy  dz 

et  la  troisième  équation,  réduite  à 

cos/^S  H-  cosmdii  -f-  cosndl^  =  o, 

prouvera  que  la  tangente  à  la  seconde  courbe  sera  com- 
prise dans  le  plan  normal  qui  renferme  la  tangente  à  la 
première  ;  et,  comme  d'ailleurs  ces  deux  tangentes  se  cou- 
pent à  angle  droit,  on  conclura  que  la  tangente  à  la  seconde 
courbe  coïncide  avec  la  normale  au  point  (x,j^,  z).  A 
raison  de  cette  coïncidence ,  le  cosinus  que  représente  le 
premier  membre  de  la  seconde  équation  se  trouvera  ré- 
duit à  ±  I ,  et  Ton  aura 

V/flÇ*  -f-  dn^  -f-  e/Ç"»  =  rf(r  =  ±  ///), 

a  étant  l'arc  de  seconde  courbe  ;  il  suit  de  cette  dernière 
équation  que,  dans  le  cas  où  la  première  courbe  est  une 
ligne  de  courbure ,  l'arc  compris  entre  deux  points  de  la 
seconde  courbe  est  équivalent  à  la  différence  des  valeurs 
de  p  qui  correspondent  à  ces  deux  points  ;  et  comme  dans 
ce  cas  le  rayon  de  courbure  p  est  précisément  la  partie  de 
la  tangente  à  la  seconde  courbe  qui  se  trouve  comprise 
entre  cette  seconde  courbe  et  la  première ,  il  sera  vrai  de 
dire  que  la  seconde  courbe  fait ,  à  l'égard  de  la  première, 
l'office  de  développée. 
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Des  Bttrfbcet  qui  sont  osouUiriees  Pane  de  Tautre  en  un  point  <|ui  leur  est 
commun.  —  Sur  les  divers  ordres  de  contact  des  surfaces  courbes. 


203*  On  dit  que  deux  surfaces  sont  osculatrices  l'une 
de  Fautre  en  un  point  qui  leur  est  commun  lorsqu'elles 
ont  en  cç  point,  non-seulement  le  même  plan  tangent  ou 
la  même  normale ,  mais  encore  des  sections  principales 
comprises  dans  les  mêmes  plans  normaux,  et  les  mêmes 
rayons  de  courbure  principaux  dirigés  dans  les  mêmes 
sens.  Alors  le  contact  qui  existe  entre  les  deux  surfaces 
prend  le  nom  d'osculatîon.  Concevons  que,  dans  le  même 
cas ,  on  mène  par  le  point  commun  aux  deux  surfaces  un 
plan  quelconque  normal  ou  oblique  :  il  coupera  ces  deux 
surfaces  suivant  deux  courbes  qui  auront  nécessairement 
le  même  rayon  de  courbure  :  car  d'une  part,  les  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  ne  dépendent  que  des 
rayons  de  courbure  principaux  et  de  la  direction  de  la 
tangente  à  la  section  normale  ^  de  l'autre ,  les  rayons  de 
courbure  des  sections  obliques  sont  complètement  déter- 
minés quand  on  connaît  le  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale  correspondante  et  l'angle  que  font  entre 
elles  ces  deux  sections  :  or  ces  quantités  dont  dépendent 
les  rayons  de  couibure  sont  évidemment  les  mêmes  pour 
les  sections  faites  par  un  même  plan  dans  les  deux  ^rfaces 
osculatrices.  Ciilà  posé,  comme  m  appelant  â  Tanglc  de 
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la  section  normale  avec  la  section  oblique^  le  rayon  de 
courbure  de  cette  dernière  section  est  donné  par  Téquation 

cos^  rcos*«-f-a^cos«  cosff  +  f  oos*  C 

/»    ~  \/p^  +  q*+i 

il  faudra  nécessairement  que  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation  reste  invariable  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à  la  seconde  pour  toutes  les  valeurs  des 
angles  a ,  S ,  y  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  Tune 
quelconque  des  sections  faites  dans  la  surface  :  or  cette 
tangente  étant  située  dans  le  plan  tangent  ou  perpendi- 
culaire à  la  normale,  on  aura 

p  cos  A'\~q  ces  Q  ■=.  cosy  ; 

d'où  l'on  tire,  en  substituant  pour  cos  y  sa  valeur  dans 
l'équation 

cosf  «-|-C0S*C-f-C05*y  =  I  , 

cos*«  +  cos*C-t-(/?cosfl6-|-ycosC)*=  I. 

Il  faiiidra  donc  que  poiu*  toutes  les  valeurs  de  (z,  6,  pi*o- 
pres  à  vérifier  cette  dernière  équation,  l'expression 

rcos*  «  H- j  cos  flc  cos^  -f- 1  cos*  C 


jxe  change  pas  de  valeur.  D'ailleurs  les  deux  surfaces  se 
touchant  par  hypothèse,  les  quantités  p  et  9,  et  par  suite 
le  dénominateur  V//?*-f-^*+i ,  ne  varieront  pas  dans  le 
passage  de  l'une  à  l'autre;  il  faut  donc  qu'il  en  soit  de 
même  du  dénominateur 


¥•• 


rcos'  flc  -J-  2  j  cos  et  cosff-|-  ^ cos'C. 

Or  ce  ^numérateur  se  réduisant ,  lorscpi'on  suppose 
cos 6  =0,  au  produit  rcos' a,  et  lorsqu'on  suppose 
cos  a  =  o ,  au  produit  t  cos  ^  S ,  il  est  évident  que  les  deux 
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quantités  r  et  ^  ne  doivent  pas  changer  de  valeur  dans  le 
passage  dont  il  s^agit ,  et  que  par  suite  il  doit  en  être  de 
même  de  la  quantité  s.  Si  donc  on  remarque  que  ^,  q,  r, 
s^t^  sont  précisément  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  de  Ja  valeur  de  z  fournie  par  Téquation 
de  la  surface  dans  le  cas  où  Ton  considère  xetjr  comme 
variables  indépendantes  9  on  arriyçfa  au.  théorème  sui- 
vant: 

204.  Pour  que  deux  surfaces  représentées  par  deux 
équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x,  jr,  z 
soient  osculatrices  Tune  de  Tautre  en  un  point  donné ,  il 
faut  que  les  six  quantités 

dz  dz  d^z  d*z  d*z 

^'^-"di'      ^""^'      ''^dP'    '-d^'     ^~^' 

conservent,  pour  le  point  commun,  dans  le  passage  dç  la 
première  surface  à  la  seconde ,  les  mêmes  valeurs  numé- 
riques et  les  mêmes  signes. 

Réciproquement ,  si  pour  des  valeurs  données  de  x  et 
de  j^  ces  six  quantités  ne  varient  pas  dans  le  passage  d'une 
première  surface  à  une  seconde ,  ces  deux  surfaces  seront 
osculatrices  l'une  de  l'autre.  En  effet,  il  est  d'abord  évi- 
dent qu'elles  auront  un  point  commun ,  et  en  ce  point  un 
même  plan  tangent;  de  plus,  de  l'équation 

on  conclura  que  si  l'on  coupe  ces  deux  surfaces  par  un 
plan  quelconque  normal  ou  oblique,  les  deux  courbes  d'in- 
tersection auront  le  même  rayon  de  courbure;  enfin, 
puisque  les  équations  qui  donnent  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  et  les  directions  des  sections  principales 
dépendent  des  seules  quantités  p^  </,  r,  ^,  ^,  les  deux  sur- 
faces auront  les  mêmes  rayons  do  courbure  principaux 


t. 

■  Ji'     > 
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correspotidaûts ' aux  mêmes  sections  principales,  et  par 
conséquent  leur  point  de  contact  sera  un  point  d'oscula- 
tion.  Toutefois  cette  conséquence  ne  serait  pas  rigoureîise 
si  la  valeur  de  p  donnée  par  l'équation 

COS^  r  CCS  «  +  2^  CCS  eu  CCS  ff  +  f  CCS*  € 

se  présentait  sous  une  forme  indéterminée,  ce  qui  arri- 
verait si  lès  valeur  des  quantités  p^  q,  r,  Sj  t^  ou  de 
quelques-unes  d'entre  elles  devenaient  infinies 5  et,  dans 
ce  dernier  cas,  les  deux  surfaces,  sans  être  o^culatrices 
l'une  de  l'autre,  pourraient  fournir  pour  le  point  com- 
mun des  valeurs  égales  des  dérivées  p^  y,  r,  s  et  /. 

Corollaire  1^^.  Pour  qu'un  point  dans  lequel  les  deux 
surfaces  se  touchent  devienne  un  point  d'osculation ,  il 
suffit  évidemment  que  dans  le  passage  d'une  surface  à 
l'autre  la  courbe  du  second  degré  tracée  sur  le  plan  tan- 
gent, et  dont  les  rayons  vecteurs  sont  égaux  aux  racines 
carrées  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales,  ne 
varie  pas.  Or,  une  courbe  du  second  degré  est  complète- 
ment déterminée  quand  on  connaît  le  centre  et  trois 
rayons  vecteurs,  menés  du  centre  à  trois  points  de  la 
courbe.  De  plus,  étant  donné  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  faite  dans  une  surface  par  un  plan  oblique ,  on  en 
déduit  immédiatement,  à  l'aide  du  théorème  qui  lie  les 
rayons  de  courbure  des  sections  obliques  aux  rayons  de 
de  courbure  des  sections  normales  ou  de  l'équation 
p=jo'cos5,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
a  même  tangente ,  et  par  conséquent  l'un  des  rayons  vec- 
teurs de  la  courbe  ci-dessus  mentionnée.  Donc,  pour 
qu'un  point  dans  lequel  les  deux  surfaces  se  touchent  soit 
un  point  d'osculation ,  il  faut  et  il  suffit  que  trois  plans 
menés  arbitrairement  par  ce  point  coupent  les  deux  sur- 
faces suivant  des  courbes  osculatrices  l'une  de  l'autre  ^  ce 
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qui  arrivera ,  par  exemple  y  si  les  rayons  de  courbure  dçs 
sections  faites  dans  la  première  et  dans  la  seconde  surface 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  sont  égaux 
et  dirigés  dans  le  même  sens. 

Corollaire  2™®,  Soient  maintenant  a  =  o  et  i'  =  o 
les  équations  des  deux  surfaces  courbes,  u,  i^  désignant 
des  fonctions  des  coordonnées  rectangulaires  x^y^  z. 
Si  Ton  di£férentie  deux  fois  la  première  de  ces  équations 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  x  et  y,  on  ob- 
tiendra 

du  du  du     ^        du 

d^u  d*u  d^u  du 

rf'«  d*u  d*u  d^u         du 


+/*  XX  +  î  x:;/; +/** -3;t + *  :7:  =  ® 


dxdjr       ^  dydz  dxdz  dz^  dx 

d^u    ,  d^u     .  d^u  du 

on  en  déduira 

du  du 

dx  dy 

p  =  -d^'      ''-~d^' 

dz  dz 

d'u  fduV  d'u  du  du        d^u  fdu\^ 

dx  *  \dz  )  dxdz  dxdz        dz^  \dxj 

\dz) 
d^u  fdxiS^       d^u  du  du        d^u  du  du       d^u  du  du 


dxdy\dz)       dydz  dxdz       dxdz  dy  dz       dz^  dx  dy 

\dz) 
d^u  fdu>^  d^u  du  du       d^u  fdu 

dy^\dzj  dydz  dydz        dz^    \^X 

t  z=:  Jdirs^ 
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Cela  posé,  pour  que  les  deux  surfaces  soient  osculatrices 
Tune  de  l'autre  au  point  commun  (a:,  jr,  z),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  pour  que  les  valeurs  de^,  ^,  r,  s,  t,  déduites 
des  équations  de  ces  siu'faces ,  ne  varient  pas  dans  le  pas- 
sage de  Tune  à  l'autre,  ou  quand  on  remplace  u  par  m  ,  il 
sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  coordonnées  x^jr,z 
du  point  conmiun  aux  deux  surfaces  vérifient  la  formule 


?^V—    J^*^*f      d'il  fdu\*       d*u  /duy 


d*u  du  du       d*u  dudu      d*ududu 


dydsdx  dg       dxdg  dydz      dz*  dx  dy 


*'Y  d*v.dvdv      d^v^dii\}~'  d*v   fdv^       dV  dv  dv       ^^^^      d^v dp  dv 

dzj  dxdsdx  dz      dz*\dzj       dx4y\dzj       djrdz  dy  dz       dxdz^dz     dz*dxdx 

d*u  (^\_     d^  dudu      dhi  fduy      fduV      /dtt\»      /duV 
_  dr '  \dzj       ^ drdz  ly  dz'^dz*  \^)  _\dxj  __\4rJ  _\di) 
~"rfV/<i^Y  d^v  ^v'd^      <JV  fdti{*'~  /di^y'^  ?dJ\^''  /dtiy' 

1^  \dz)  —  ^ dydz  ^  dz'^dz*  \^)        \dx)        \^)        \di) 

Cette  formule  équivaut  à  cinq  équations  distinctes,  et 
puisqu'elle  doit  subsister  quand  on  échange  entre  eux  les 
axes  des  x^  des  y  et  des  z,  il  sera  permis  de  remplacer 
Tune  des  fractions  qu'elle  renferme ,  par  exemple  la  se- 
conde, par  celle  qu'on  obtiendrait  en  substituant  dans  la 
première  la  lettre  j^  à  la  lettre  z  ;  donc  pour  que  les  deux 
surfaces  soient  osculatrices  en  un  point  commun  (^,y,  -«), 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  généralement  que  les  coordon- 
nées de  ce  point  vérifient  la  formule 

Y      T— Y      f^\       d^u/duy         dh^dudu       d^u/du^ 

V  — W/  _V<fe/      _dx*  \dzj       ^  dxdz  dxdz~^  ds*  \dxj 

'Y~"7^'~^/'— Y  ^£!î!/^^Y—  -^inéL    iluf^Y 

V  W/        \5«/        dP\dz)      ^dxdzdxdz"^  dz*\dx) 

îhi  fdu\*^      d*u  dudu       <I*«/A*Y      dht  fduy_     dUi_  dudu       d*u  /AiV 

d*ç  fdt^y      d*v  di*  dv     d^vrd»>y    dy  ?dvy      ^ v  du  d^     d\  fd^S}' 

fy*\^)'''^drdzdrdi'^dz*\dy)     dx*\4r)     ^dxdydxày     dar\dx) 

205.  En  résumé,  le  contact  du  second  ordre  d'une 
surface  avec  une  première  surface  donnée  en  un  point 
(x,y,  2),  exige  que  l'équation  de  la  seconde  surface  satis- 
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fasse  à  six  conditions;  dès-lors,  puisque  réquation  géné- 
rale d'une  sphère  ne  renferme  que  quatre  constantes  dont 
on  puisse  disposer,  savoir,  son  rayon  et  les  trois  coordon- 
nées de  son  centre ,  et  que  ces  quatre  constantes  ne  suf- 
fisent pas  pour  satisfaire  à  six  conditions,  il  en  résulte 
qu'il  n'existe  pas  en  chaque  point  d'une  surface  donnée 
de  sphère  osculatrice,  ou  qui  ait  avec  cette  surface  un 
contact  de  second  ordre,  au  lieu  qu'il  y  a  toujours  un 
cercle  osculateur  pour  chaque  point  d'une  courbe  à  simple 
ou  à  double  courbure. 

On  peut  assigner  une  raison  plausible  de  cette  différence  : 
le  caractère  propre  de  la  sphère,  c'est  que  sa  courbure  est 
la  même  dans  toutes  les  directions  autour  de  l'un  quelcon- 
que de  ses  points ,  tandis  que  pour  une  autre  surface  cette 
courbure  varie  généralement  d'une  direction  à  l'autre; 
il  ne  pourra  donc  pas  arriver  que  les  rayons  de  courbure 
des  sections  faites  dans  la  sphère  et  dans  la  surface  soient 
égaux,  si  ce  n'est  dans  certains  cas  particuliers,  par  exemple 
si  le  point  que  l'on  considère  sur  la  surface  est  un  ombilic. 

L'équation  générale  de  la  surface  d'un  ellipsoïde  con- 
tient neuf  coefficients  constants  •,  si  donc  on  donne  un 
point  M  sur  une  surface  donnée,  on  pourra  toujours  dé- 
terminer une  infinité  d'ellipsoïdes  qui  seront  osculateurs 
de  la  surface  en  ce  point. 

206.  Considérons  plus  généralement  deux  surfaces  qui 
se  touchent  en  un  point  donné  M.  Si  par  ce  point  on 
mène  un  plan  normal  aux  deux  surfaces ,  les  deux  lignes 
d'intersection  seront  tangentes  l'une  à  l'autre,  et  auront 
entre  elles  un  contact  5'un  certain  ordre ,  cet  ordre  pou- 
vant du  reste  demeurer  toujours  le  même  ou  changer  de 
valeur  avec  la  position  du  plan  normal.  Le  nombre  qui 
représente  l'ordre  de  contact  des  deux  lignes  quand  il 
est  invariable,  ou  sa  valeur  minimum  dans  le  cas  con- 
traire, sert  à  mesurer  ce  que  l'on  appelle  l'ordre  de  con- 
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tsictde$  deux  surfaces.  Soît  a  cet  ordre,  et  P,  Q  les  points 
où  les  courbes  d^ntersection  normale  prolongées  dans  un 
certain  sens ,  sont  rencontrées  par  un  arc  de  cercle  décrit 
du  point  M  comme  centre  avec  un  rayon  très  petit  dési- 
gné par  ù  Si  Ton  considère  ce  rayon  comme  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre ,  la  distance  PQ  variable 
av^  la  position  du  plan  normal  sera  elle-même  une 
quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  marqué  par  un 
nombre  constant  ou  variable  dont  â+i  représentera  la 
valeur  unique  ou  la  valeur  minimum. 

Concevons  maintenant  que  par  le  point  P  situé  sur  la 
première  surface  on  mène  une  sécante  qui  forme ,  avec  le 
plan  tangent  aux  deux  surfaces,  un  angle  xs  sensiblement 
difi*érent  de  o,  et  rencontre  la  seconde  surface  en  S.  On 
démontrera,  comme  nous  Pavons  fait  quand  il  était  ques- 
tion de  deux  courbes  qui  se  touchent^  que  la  distance  PS 
sera  un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  PQ,  et  la 
distance  MR  dti  point  M  à  la  sécante  PS  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  et  l'on  déduira  immédiatement 
de  cette  remarc[ue  les  propositions  suivantes. 

207-  Théorème  i^^.  L'ordre  de  contact  de  deux  sur- 
faces qui  se  touchent  en  un  point  donné  M  est  inférieur 
d'une  unité  à  la  valeur  unique  ou  à  la  valeur  minimum 
du  nombre  qui  représente  l'ordre  dé  la  distance  infini- 
ment petite  comprise  entre  les  points  P  et  S  où  elles  sont 
rencontrées  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  sensible 
avec  le  plan  tangent  commun  à  ces  deux  surfaces,  lors- 
qu'on considère  la  distance  du  point  de  contact  à  la  sé- 
cante dont  il  s'agit  comme  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre. 

Théorème  2°*®.  Lorsque  deux  surfaces  ont  entre  eUes 

un  contact  de  l'ordre  a ,  tout  plan  normal  ou  oblique  qui 

forme  un  angle  sensible  avec  le  plan  tangent  commun  à 

ces  surfaces ,  les  coupe  suivant  deux  courbes  qui  ont  entre 

T.  I.  26 
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elles  uu  contact  de  Tordre  a,  ou  d'un  ordre  supérieur  à 
a  ;  Tordre  de  contact  des  deux  courbes  pourrait  même  de- 
venir infini  si  elles  se  confondaient  Tune  avec  Tautre. 

Théorème  3"*.  Pour  obtenir  Tordre  de  contact  de  deux 
surfaces  qui  se  touchent  en  un  point  où  le  plan  tangent  n'est 
pas  parallèle  à  Taxe  des  z^  il  suffit  de  mener  une  ordonnée 
dont  la  distance  au  point  de  contact  soit  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre ,  et  de  chercher  la  valeur  unique 
ou  la  valeur  minimum  du  nombre  constant  ou  variable 
qui  représente  Tordre  de  la  portion  infiniment  petite 
d'ordonnée  comprise  entre  les  deux  surfaces  ;  cet  ordre  ou 
cette  valeur  minimum,  diminuée  d'une  unité,  indique 
Tordre  du  contact. 

Corollaire  i®'.  Soient 

les  équations  des  deux  surfaces,  elles  auront  un  point 
commun,  et  en  ce  point  le  même  plan  tangent;  si  Ton  a 
pour  ce  point 

f(xr)-Yia:r\     ^/L^-^^)-^^^!^)      df{œ,x)_dY{a:,r) 

et  si  Ton  considère  la  distance  V^Aj^+Aj^  comme  infi- 
niment petite  du  premier  ordre ,  Tordre  de  la  quantité  infi- 
niment petite  F  (x4-Aa:,j+ Aj) — /(a:-f-Ar,j-f-Ay), 
ou  sa  valeur  minimum  surpassera  d'une  unité  Tordre,  de 
contact  des  courbes. 

Corollaire  a™®.  Si  les  deux  surfaces  se  touchent  en  un 
point  de  Taxe  des  z ,  mais  de  manière  que  le  plan  tangent 
ne  passe  pas  par  cet  axe ,  il  suffira ,  pour  déterminer 
Tordre  du  contact,  de  chercher  le  nombre  qui  indiquera 
Tordre  de  la  différence  F(x,  j) — fi'^^j)^  en  considé- 
rant les  deux  variables  x ,  y  comme  des  infiniment  petits 
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clu  premier  ordre ^  et  de  diminuer  ce. nombre  d'une 
unité.  On  reconnaîtra  de  cette  manière  que  les  surfaces 
^=x*-hj^%  z=x^+y^,  z=a:'-+-j^,  z=x^4-y», 
ont  entre  elles ,  à  l'origine ,  un  contact  du  premier  ordre, 
tandis  que  les  surfaces  z  =3  or"  H-/")  ,z  =^  j^'*+*  +^""*'S 

ont  un  contact  de  l'ordre  n ,  et  les  surfaces  z  =  x^  "+■  J^^? 

z=:à:*  -f-j"  S  ùii  contact  de  l'ordre  7. 

Corollaire  3™®.  En  conservant  les  hypothèses  du  pre- 
mier corollaire,  et  posant  Ar  =  adx^  Ay  =  ady^ 

la dijBTérence  F(a:-|-Ax,  j-J-Ay)  — /(ar+Aorjj'+Aj) 
deviendra  ç(a),  et  puisque,  en  supposant  que  a  est  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre ,  celte  diflFérence  doit 
^tr^  un  infiniment  petit  âe  Tordre  a-^t^  4[ans  le  eas  où, 
comme  nous  le  supposons,  les  deux  ittifaces-^ ont  entre 
elles  un  contact  de  l'ordre  « ,  on  aura ,  ea  désigiiant  par 

n  le  nombre  entier  égal  ou  inmiédiatement  supérieur  à  a 

.»  " 

et  y^****^  (a)  sera  la  première  des  fonctiomç dérivées  de  ç  (a) 
qui  cessera  de  s'évanouir  avec  «•  On  a  d'ailleurs ,  comme 
on  l'a  vu, 

^(o)=F(j:,r)-/(^,j),      ^'(o)  =  rfF(x,r)^«(/(jr,j), 

(p(«)(o)  =  rf'»F(a?,7)—  d^f(x,y), 

(pC«+0  (o)  =  «?»+'  F(x,  7)  — flf«+'/(^,  j^); 

lés  eôotdôiiiîiées  du  pôhit  de  e6nta6t  dés  detdi  sùrfaôes  sa- 
tisferont donc  aui  équations 


F(*,r)=r:/(^,r),     dY{x,y)  =  df[x,y), 

d^Y{x,y)'±sid^f{x,y), 


26*.  . 
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OU 5  ce  ({ui  revient  au  même,  aux  équations 

.       X      ^,        X      ^F^       ^F^        ^A     .  ^/^ 


rf»F  .         «     ^"F      ^  _. ,  .  ^"F  ^  .      flf/ 


-—  dlr"  -h  - 


dx" 


I  dx^'^dy  -^  dy*   "^  €&• 

Ces  dernières  formules  devant  subsister  quelles  que  soient 
les  valeurs  finies  attribuées  aux  différentielles  dx^,  dy^  en^ 
traîneront  évidemment  les  suivantes  : 

r./        ^-/•/        ^      ^F_^/      dF_df      d^Y  _  d^f 

F(^,r)-/(*»rj,   7^-^'  ^""i^'    ^~7tei* 

€/'F  _  </'/       d^_d\f 
dxdy       d!r^  '     //^*       dy^  ^ 


d^F       rf"/         rf"F  flf"/  d'*¥  d"/ 


dx^         dx^^   dx^^ dy        dx^^^dy^'"  dxdy^^       dxdy^^^'* 

d^Y  __d\f 

Par  conséquent,  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  un 
point  où  le  plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  Taxe  des  z, 
non-seulement ,  pour  le  point  dont  il  s'agit ,  l'ordonnée  z 
considérée  comme  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantes or,  j^,  mais  encore  ses  différent!  elles  rf-z,^'^.  .  .  d""^  Zy 
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.^  :» ,  .    r  .  -Bj       dz     dz      d*z       d*z       d*z 

«'*>?  et  ses  dériYées  partielles -7-,  -5-,  -;— ,  -7— r-»  -i-  >••• 

'^  dx^   dy*    dx^     dxdy     dy* 

jusqu'à  celles  dont  Tordre  coïncide  avec  le  nombre  entier 
^al  ou  immédiatement  supérieur  à  Tordre  du  contact, 
conserveront  les  mêmes  valeurs  dans  le  passage  de  la 
première  surface  à  la  seconde. 

Corollaire  4"*.  Lorsque  le  plan  tangent  commun  aux 
deux  surfaces  n'étant  pas  parallèle  à  Taxe  des  z,  Tordre  du 
contact  est  un  nombre  entier,  il  suffit,  pour  le  dq^rminer, 
de  chercher  quelle  est  la  dernière  des  équations 

^{x,y)=f{x,rh  dY{x,y^=:df[x,y),  d-F{x,y)=d-f{xyy)... 

d-¥{x,y)-d-f{x,y), 

qui  se  trouve  vérifiée  pour  le  point  de  contact ,  indépen- 
damment des  valeurs  attribuées  aux  différentielles  dx,  dy 
des  variables  indépendantes.  L'ordre  des  différentielles 
totales  comprises  dans  cette  dernière  équation  sera  préci- 
sément Tordre  demandé. 

Corollaire  5™®.  Si  le  plan  tangent  cbmmun  aux  deux 
surfaces  devenait  parallèle  à  Taxe  des  z ,  il  faudrait ,  dans 
les  corollaires  qui  précèdent ,  substituer  Tune  des  varia- 
bles x,^  à  la  variable  z.  Ainsi,  pour  montrer  que  les  deux 

surfaces  Z =0:3(1 — y')s  -z  =  j:^(i  —  y^y  qui  touchent 

à  l'origine  le  plan  yz  ont  en  ce  point  un  contact  du 
second  ordre ,  il  suffira  d'observer  que  leurs  équations  ré- 

solues  par  rapport  à  x  prennent  les  formes  x  = -^  -, 

X  = -, ,   et  que  la  différence -, est  un 

infiniment  petit  du  troisième  ordre ,  quand  on  considère 
yetz  comme  des  infiniment  petits  du  premier. 

On  peut  d'ailleurs  choisir  toujours  pour  axe  des  z  un 
axe  qui  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  tangent  mené  par  le 
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point  de  contact  des  deux  surfaces.  Â  Taide  de  cette  re- 
marcpe  jointe  à  la  définition  des  deux  surfaces  oscula- 
trices,  on  conclura  généralement  que  deux  surfaces  qui 
ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre  ou  d'un  ordre 
plus  élevé  sont  osculatrices  Fune  de  Tautre,  et  récipro- 
quement que  deux  surfaces  osculatrices  ont  an  point  d'os- 
culation  un  contact  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second* 
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Des  surfiioeft  que  peuvent  engendrer,  en  te  mouvant  dans  l'espace ,  des 
lignes  diK)ites  ou  courbes  de  forme  constante  ou  variable. 


208.  Considérons  uâe  ligue  droite  ou  courbe  représen- 
tée par  deux  équations  qui  renferment  avec  les  coordon- 
nées rectangulaires  x^y^  z^  deux  paramètres  ou  constan- 
tes arbitraires  c  et  c,  ;  si  Ton  résout  ces  équation^  par 
rapport  aux  constantes  dont  il  s'agit^  on  en  tirera  ii^  c, 
(^  =  Ci ,  f/  et  i>  désignant  deux  fonctions  des  variables 
X,  y,  z.  De  plus,  si  Ton  attribue  successivement  aux  cons- 
tantes c  et  c,  une  infinité  de  valeurs  arbitrairement  choi- 
sies, la  ligne  représentée  par  les  équations  u  =  c,  i^=c, , 
changera  de  position ,  souvent  même  de  forme ,  sans  dé- 
crire aucune  surface  déterminée  ^  mais  si  l'on  établit 
entre  c  et  c,  une  relation  quelconque ,  si  Ton  suppose , 
pour  fixer  les  idées ^  c,  =  ^(c),  (jp(c)  désignant  une  fonc- 
tion de  la  constante  c ,  les  équations  u  =  c,  i^  =  (p(c)  re- 
présenteront une  ligne  dont  la  forme  et  la  position  sei^ont 
complètement  déterminées  pour  chaque  valeur  particu- 
lière de  la  constante  c.  Donc  si  Ton  attribue  ■  successive- 
ment à  cette  constante  une  infinité  de. valeurs,  la  ligne  en 
question  se  mouvra  de  manière  à  engendrer  une  certaine 
surface  dont  l'équation  sera  u  =  (f  (u) ,  ou  ce  que  l'on  ob- 
tient quand,  entre  les  deux  équations  de  la  courbe,  on  éli- 
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mine  la  quantité  c  qui  seule  varie  d'une  courbe  génératrice 
à  Tautre.  La  règle  générale,  pour  trouver Féquation  de  1^ 
surface  engendrée  par  les  positions  successives  delà  courbe, 
est  donc  très  simple.  Il  faut,  i*'  résoudre  les  &{uations  de 
la  génératrice  par  rapport  aux  deux  paramètres  variables 
c  et  c,  ;  2^  exprimer  que  Tun  de  ces  paramètres  est  fonc- 
tion de  Tautre  \  i?  éliminer  les  deux  paramètres  en  substir 
tuant  pour  chacun  sa  valeur  en  x,  j^,  z  tirée  des  équations 
de  la  génératrice.  Il  importe  de  remarquer  que  la  courbe 
donnée  m=  c,  ^^=0,  ne  devient  proprement  génératrice 
que  du  moment  où  les  deux  constantes  sont  liées  rune. 
avec  l'autre. 

i^""  Exemple  :  On  demande  l'équation  générale  d'une 
surface  cylindrique,  c'estrè-dire  d'une  surÉsice engendrée 
par  le  mouvement  d'une  droite  qui  reste  constamment 
parallèle  à  elle-même.  Si  l'on  nomme  a ,  ê  ,y  les  angles 
constants  que  doit  former  cette  droite  prolongée  dans  un 
certain  sens  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  positives, 
et  Xo,  yo9  Zq  les  coordonnées  variables  d'un  de  ses  points, 
ses  équations  seront 


•2?        J?o  J^       J^o     ^  —  ^ 


o 


COSa  COsC  COSy  ' 

OU 

XCOSÇ  — jr  COSet  =:  XqCOsC —  ^©COS  «  =  C  , 
orcosy  — z  cos«i  =:a:oCOSy  —  Zo^OS  a  znc^y 

c,  c,  désignant,  pour  abréger,  lesi  constantes  arbitraire^ 
XoCOsê  — j^ocosa,  a^oCosy  —  -Zocosa.  Si  l'on  attribuait 
aux  constantes  c  et  c.  une  infinité  de  valeurs  sans  établir 
çntre  elles  aucune  relation ,  la  droite 

^cosC  —  ycos»^=Cy     jccosy  —  zcos«  =  c, , 
pourrait  se  mouvoir  de  manière  à  remplir  successivement 
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tout  l'espace^  mais  si  Ton  suppose  0^  =  9 (c),  les  équations 

repr^enteront  la  génératrice  d'une  surface  cylindrique 
qui  aura  pour  équation 

â7COSy  —  ^cos«i  =^(j?cosC  —  y  cos«). 

On  aurait  pu  prendre,  pour  représenter  la  génératrice,  les 
deux  équations 

te  H- mj -f- /iz  =  c ,     /jjT  +  iîiij  + /i,«z=  c, , 

et  Téquation  de  la  surface  cylindrique  aurait  été 

<,a?  H-.  m^jr  H-  /i,  z  ==  ^  (ilr  -f-  m^  -f-  nz). 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  pour  obtenir  Téquation 
finie  d'une  surface  cylindrique ,  il  suffit  d'établir  une  rela- 
tion quelconque  entre  deux  fonctions  linéaires  des  varia- 
bles or,  j^,  z. 

2"®  Exemple  :  On  demande  l'équation  générale  d'une 
surface  conique,  c'est-à-dire  d'une  surface  engendrée  par 
1U16  droite  mobile  qui  passe  constamment  par  un  point 
donné.  Appelons  XqjJ'o» -^o  ï^s  coordonnées  constantes 
de  ce  point  qu'on  appelle  le  3Qmmet  du  cône,  a,  S,  y  les 
angles  variables  formés  par  la  génératrice  avec  les  axes; 
les  équations  de  cette  génératrice  seront 

oos«  cosC         cosy  ' 


ou 


/— /o       cosC  «  — «o       cosy  ,. 

X  —  «o        COS«  X — Xo        cos« 


et  la  surface  conique  aura  pour  équation 


z 

X 


■^—Xo  s^X'-'^XqJ  \^X —"' X  q 


4lO  CALCUL   DIFFÉECHTIKL. 

cette  valeur  de  z  —  z^  est  précisément  celle  que  l'on  ch^ 
tiendrait  en  égalant  à  o  une  fonction  homogène  quelcon- 
que des  trois  différences  x — oc^^y — y^^  z — Zq.  Si  Ton 
prenait  l'origine  pour  sommet  de  la  surface  conique ,  on 
aurait  * 


070  =  0 


7o=o,     «0=0,     «  =  a?^f^i; 


et  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  conique  9  il  suffi- 
rait d'égaler  à  o  une  fonction  homogène  quelconque  des 
variables  x^y^z. 

3™*  Exemple  :  On  demande  l'équation  d'une  surface 
conoïde  engendrée  par  une  droite  mobile  qui  passe  cons- 
tamment par  un  axe  donné ,  en  demeurant  perpendicu- 
laire à  cet  axe.  Si  l'axe  dont  il  s'agit  coïncide  avec  l'axe 
des  z,  les  deux  équations  de  la  génératrice  et  l'équation 
de  la  surface  conoïde  seront 


y 

X 


en  sorte  que  l'ordonnée  de  cette  surface  se  trouvera  ex- 
primée par  une  fonction  homc^ène  de  xeiAey  du  degré 
nul. 

Supposons  maintenant  que  Taxe  de  la  surface  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  un  point  donné  x^ , 
Jo  9  ^o  ?  de  manière  à  former  avec  les  axes  des  angles  a , 
o,  y.  La  génératrice  de  la  surface  pourra  être  considérée 
comme  produite  par  l'intei^section  de  deux  plans  mobiles , 
dont  l'un  passerait  constamment  par  Taxe  de  la  surface, 
tandis  que  l'autre  serait  perpendiculaire  à  cet  axe.  Nom- 
mons X,  jx,  V  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  perpen- 
diculaire au  premier  plan ,  son  équation  sera 

[x  — Xo)  cos  A  -t-  (/  — Xo)  cos/ec  -H  {z- —  Zo)  COS  F  =  o. 
Les  angles  X ,  /:jl,  v  satisferont  de  plus  à  la  condition 

COS«  COSA  -h  C0S4  COS|t6  -h  COSy  COSv  ZZ-.  o. 
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De  ces  deux  équations  réunies  on  tire 

COSA  cos^ 

(jr  — Xo)  co*y  —  (^ — «o)  cosC       {z — «o)  ces  ît  —  (x — Xo)  cosy 

ces  y 

"^(x — Xo)  cosC  —  {x — ^o)  cos«' 

(jr—Xo)  cos  y  —  {z — gp)  ces  ^ COSA 

(x — Xo)  cosy — {z — Zo)  cos*  cos  fC 

L^équation  du  second  plan  perpendiculaire  à  Taxe  sera 
évidemment  de  la  forme 

X  cosa  -h X  cosC  -h  z  cosy  ==  c,  ; 

de  sorte  que  les  équations  de  la  génératrice  et  de  la  sur- 
face conoïde  seront 

ix—Xo)  cosy  —  (z—Zq)  cosg 

(x — Xo)cosy  —  (z — Zo)cos«         ' 
X  cos*  -h X  cosC  -h  z  cosy  =  ^(c), 
«  riy  — J^o)  cosy — (z — Zo)  cosC  l 

XCOS«4-7COS^-hZCOSy=:^[  Y- ^ ) ^^ . 

\_(x — Xojcosy (Z 3o)COS«J 

4"**  Exemple.  Concevons  que  Ton  demande  Téquation 
fi»îe  d'une  surface  de  révolution ,  on  pourra  prendre  pour 
génératrice  de  cette  surface  une  courbe  plane  tournant 
autour  d'un  axe  nommé  axe  de  révolution  et  situé  dans 
le  plan  de  la  courbe ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  un 
cercle  dont  le  rayon  serait  variable ,  mais  dont  le  plan 
resterait  toujours  perpendiculaire  à  l'axe  dont  il  s'agit, 
et  dont  le  centre  serait  situé  sur  ce  même  axe.  Cela  posé, 
admettons  d'abord  que  l'axe  de  révolution  coïncide  avec 
l'axe  des  Zj  les  deux  équations  du  cercle  générateur  se- 
ront de  la  forme 

^*  -f-  /  ^  r=  c  ,      z:=iÇ>  (c)'y 

et,  par  suite,  l'équation  de  la  surface  de  révolution  sera 
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Si  Taxe  de  révolution  coïncide  avec  une  droite  menée  par 
un  point  donné  x^^  jr^^  z^^  de  manière  à  former  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives  des  angles  a,  S ,  7!, 
le  cercle  générateur  sera  évidemment  la  courbe  d^inter- 
section  d'une  sphère  qui  aura  pour  centre  le  point  x^ , 
Jq')  ^àf  et  d'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolu- 
tion ;  les  équations  de  ce  cercle  et  l'équation  de  la  surface 
de  révolution  seront  dès-lors 

X  cos<i  -\-y  cosC  -h  z  cosy  =  c, 

(x— xo)*  -h  {y—yoY  4-  (2—20)»  =  <p  (c), 

(^Ç  —  OTo)* -+-(r—/o)* -+-(«  — 2o)*=^  (^COS«-hr  COsC-h*  COSy). 

â09.  On  pourrait ,  en  généralisant  ces  principes ,  £aiire 
mouvoir  dans  l'espace  des  lignes  tellement  choisies,  que  la 
construction  des  surfaces  engendrées  par  le  mouvement 
de  ces  lignes  dépendit  de  plusieurs  constantes  ou  fonc- 
tions arbitraires.  Considérons  en  effet  une  ligne  droite  ou 
çoujrbe  dont  les  équations  soient 

et  renferment  avec  les  variables  x^  y^  z,  plusieurs  para- 
mètres ou  constantes  arbitraires  c^  c^^  c^^. . .  Si  l'on  at- 
tribue successivement  à  ces  constantes  une  infinité  de 
valeurs  arbitrairement  choisies ,  la  li^e  en  question  chan- 
gera de  position ,  souvent  même  de  forme ,  sans  décrire 
aucune  surface  déterminée ,  à  moins  que  l'on  n'établisse 
entre  les  constantes  c ,  Cj ,  c^., . . . .  des  relations  telles  que 
la  valeur  de  l'une  étant  donnée ,  les  valeurs  de  toutçs  les 
autres  s'en  déduisent ,  en  posant ,  par  exemple , 

C^  =  q>j  {c),       C^  =  p^  (c),       C3  =  ^3  (c) ; 

qjj ,  (pj ,  (p3 , . . . .  désignant  des  fonctions  de  la  constante  c\ 
Dans  ce  cas,  si  l'on  attribue  successivement  à  cette  cons- 
tante une  infinité  de  valeurs,  la  ligne  en  question  se  mouvra 
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'de  u^hière  à  engendrer  une  certaine  surface  ;  or,  la  forme 
et  la  positRm  de  cette  surface  dépendront  évidemment  de 
la  nature  des  fonctions  f  i ,  f  t , . . . .  que  l^on  peut  choisir 
arbitrairement;  et  pour  obtenir  son  équation,  il  suffira 
d'éliminer  c  entre  les  deux  équations 

mais  on  ne  pourra  en  général  effectuer  cette  élimination 
qu'après  avoir  remplacé  les  fonctions  arbitraires  Çi,  (p„ . . . 
p!ar  des  fonctions  déterminées  de  la  constante  c. 

On  pourrait  faire  dépendre  les  unes  des  autres  plusieurs 
des  fonctions  çpi,  (fty  fs?*  •  •  •  et  prendre,  par  exemple, 
pour  fjk9  ^89  ïes  dérivées  successives  de  la  fonction  (fi(c)j 
enposantyi(c)=i:(p;(c),    (f^(c)  =  (f[(c) 

210.  Lorsqu'une  surface  est  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'une  ligne  droite  ou  courbe  dont  les  équations  ren- 
ferment une  fonction  arbitraire ,  on  peut  déterminer  cette 
fonction  de  manière  que  la  surface  passe  par  une  ligne 
donnée  qui  s'appelle  alors  la  directrice. 

Soient  toujours  i^  =  c,  w=(f  (c)  les  équations  de  la  gé- 
nératrice, ^t.f{'X,y^z)  =  o^  F(x^jr,  z)^=o,  les  équa- 
tions de  la  directrice,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
équations  de  deux  surfaces  qui  la  renferment.  Pour  déter- 
miner la  nature  de  la  fonction  (p,  il  suffira  d'assujétir 
cbaque  génératrice  à  passer  par  un  point  de  la  directrice  ; 
la  fonction  (f  devra  donc  être  choisie  de  teUe  sorte ,  que  les 
quatre  équations  qui  précèdent  soient  vérifiées  simultané- 
ment par  un  système  unique  de  valeurs  de  x^  y,  z  :  par 
conséquent  la  valeur  de  <p(c)  se  déduira  de  l'équation 
produite  par  l'élimination  des  coordonnées  x^y,  z  entre 
ces  quatre  équations.  La  nature  de  la  fonction  (f  (c)  étant 
ainsi  déterminée,  l'équation  wr=(f(y)j  qui  ne  renfer- 
mera plus  rien  d'arbitraire,  sera  l'équation  de  la  surface 
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décrite  par  le  mouvement  de  la  génératrice  s'appuyant  dans 
toutes  ses  positions  sur  la  directrice  donnée. 

21 1  •  Si  Ton  voulait  déterminer  la  fonction  f  de  manière 
que  la  surface  fut  circonscrite  à  une  surface  donnée,  il 
faudrait  chercher  d'abord  les  équations  de  la  ligne  de  con- 
tact des  deux  surfaces ,  et  Ton  procéderait  ensuite,  comme 
on  vient  de  le  dire ,  en  prenant  pour  directrice  la  ligne 
dont  il  s'agit.  Or,  soit  u  =  o  Féquation  de  la  surface  don- 
née \  la  normale  menée  à  cette  surface  par  un  point  quel- 
conqi^e  {x^y^  z)  de  la  ligme  de  contact  formera  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  seront  proportionnels  aux 

dérivées  partielles  3"?  3~9  3"?  tandis  que  la  tangente  me- 
née par  le  même  point  à  la  génératrice  de  la  sur&ce 
forme  avec  les  mêmes  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
(n^  156)  seront  proportionnels  aux  quantités 

dç  dw        dv  dw  dç  dw^        d»  dw 

dy  ds         dz  dy  '      dz  dx        dx  dz 

dp   dw        dç  dw 
dx  dy         dy  dx 

Mais  puisque,  par  hypothèse,  la  surface  décrite  par  la  gé- 
nératrice doit  être  circonscrite  à  la  surface  u=  o,  la 
normale  de  cette  dernière  surface  doit  être  perpendicu- 
laire à  la  génératrice.  On  devra  donc  avoir  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  de  contact 

du  du  du 

dx  dy  dz  ' 

et  les  équations  de  cette  courbe  de  contact  qui,  dans 
l'hypothèse  admise,  deviendra  la  directrice  de  la  surface 

w  =  (f  (i^),  seront  w  =  o,P  — -f-Q  —  H-R-  =  o. 

Quoique  l'on  puisse  déterminer  la  forme  de  la  fonc- 
tion (f  à  l'aide  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer , 


jê 


TRENTE-SEPTIÈME    LEÇON.  4^^ 

on  parviendra  plus  facilement  à  Téquation  définitive  de 
la  surface  qui  a  pour  génératrice  la  ligne 

et  pour  directrice  la  ligne 

en  procédant  comme  il  suit.  Désignons  désormais  par 
I ,  ï3 ,  ^  les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice ,  et 
par  V,  W  ce  que  deviennent  les  quantités  i^,  w  quand  on 
y  remplace  x^y^z  par  $ ,  >î ,  (^  ;  les  équations  de  cette  gé- 
nératrice deviendront  V  =  i^,  W  =  w.  Or  si  Ton  éli- 
mine x^y^z  entre  les  quatre  équations 

on  obtiendra  une  équation  nouvelle  qui  renfermera  les 
seules  coordonnées  Ç,  y?,  Ç,  et  qui  sera  vérifiée  pour  un 
point  quelconque  de  Tune  des  génératrices;  donc  cette 
équation  sera  précisément  celle  de  la  surface  ci-dessus 
mentionnée. 

De  même,  si  l'on  élimine  x^  j^  z  entre  les  quatre 
équations 

^  ^du       ^  du       ^  du 

on  obtiendra  Téquation  engendrée  par  la  ligne  (^  =  o, 
w  =  y(c),  et  circonscrite  à  la  surface  ^  =  o. 

212.  1^'  Exemple  :  On  demande  Téquation  de  la  sur- 
face cylindrique  qui  aurait  pour  directrice,  une  courbe 
plane  donnée  par  les  équations 

X  cos  A  -h  /  cos^  -h  z  cos »  =  K ,     F  (j?,  ^,  z)  =  o  ; 

X ,  (X ,  V  sont  les  angles  que  la  perpendiculaire  au  plan  de 
la  courbe  fait  avec  les  axes.  Les  équations  de  la  généra- 

trice  seront  de  la  forme ==  — —s-  ==  ,  et  en  ap- 

co8«        cos*  cosy  '     .        ^ 
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pelant  i  Tangle  de  la  génératrice  avec  la  perpendiculaire 
au  plan  de  la  directrice,  on  aura 

COS/=  008£t  COSA  +  GOsCoo8^+  oosy  cosv. 
Des  équations  qui  précèdent,  on  tire 

i  —  x^n  —y  _  C— g  _  (f  ~3r)co8  A-h(y— •r)«w^H-({— g)cos  » 
cos<i        cosC      cosy^  costf  cosA+cosCcûft^  + oosycos»' 

et  par  suite 

cosee 


x  =  f- 


cos 


i;(ÇcosA-h  «cos^-4-Çco8»  —  K), 

ces  C 
r  ==« s(f  cosA-h«cosj«-4-Cco8»  —  K), 

^       cosy ,  ^  ^  _, . 

3  =  Ç-' j,(çcosA-|-«co8^-hÇcos»  —  K); 

COS  w 

et  en  substituant  les  valeurs  de  a:,  j^,  z  dans  Téquation 
F  (x,  j^,  z)  =  o ,  on  obtiendra  pour  Téquation  de  la  sur- 
face cylindrique 

—  (fC08XH-||C08/JH-f  C08»  — K),  N j,( f  COS X H- ctc .),    {  — "^ — i(fco8X-f-e 

1 0  COS  o  COS  9 

Lorsque  le  plan  de  la  directrice  coïncide  avec  le  plan  xy^ 
elle  peut  être  représentée  par  deux  équations  de  la  forme 
-z  =  o,  Y{x^j)  ==  o,  et  l'équation  de  la  surface  cylindri- 
que se  réduit  à 

/|cosy  —  ÇcoSût       ijcosy  —  Ç  cos^X 

\  cosy  '  cosy  / 

Si  la  directrice  devenait  parallèle  à  l'axe  des  z  ,  on  aurait 

ai=:6=-,7  =  o,etla  surface  cylindrique  se  réduirait 

à  l'équation  de  la  base  :  F (Ç ,  y?)  =  o. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  directrice  soit 
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l'ellipse  ~  -J-  y^  =  I,  l'équation  de  la  surface  cylindrique 

sera 

(îcosy — Çcos«)*      («cosv  —  llcosC)* 
â* -*- 6i =««'V 

2™e  Exemple.  On  demande  Féquation  d'une  surface 
cylindrique  circonscrite  à  une  autre  surface  donnée 
û  =  o. 

Pour  obtenir  son  équation,  il  faudra,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit,  éliminer  x^  y^  z  entre  les  quatre  équa- 
tions 

du  du        ^       du 

U=:0.       T-COSût  + -7- COSb +  -T-C08y  r=0, 

dx  dy  dz 

cos«       cos^       cosy' 
Supposons  que  la  surface  m==o  est  l'ellipsoïde 

on  aura 

du  -du        ^       du 

-r- cosa -f- -7- cosb  + -;- cosy 

€la:  dx  dz 

=.-^»sa+x:COsC+--cosy=^ .        I'       /;>      + T^  =^  ' 

j*^  yjj  ;g^ 

eten  réduisant,     -r  +  tt  +-t  =i. 

'     a»        6*       c* 

Désignons  de  plus  par  2R  celui  des  diamètres  de  l'el- 
lipsoïde qui  sera  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre , 
les  coordonnées  de  l'extrémité  de  ce  diamètre  seront 
Rcosa,  Rcosê,  Rcosy,  et,  comme  elles  doivent  vérifier 
l'équation  de  l'ellipsoïde,  on  aura 

cos'  «       ces*  C       ces*  y i 

T.  I.  27 


4.8 


'7^ 


.-r^;-'^ 


(î 

-"^) 

?5"+„-,,»=+(ç_.)?i 

ç™ 

-')  = 

r' 

fcost       «cosC        Çcosï 

,=».(i^ 


«cosC       C"»y" 


Telle  est  Téqualion  de  la  surface  cylindrique  circonscrite 
à  l'ellipsoïde.  Pour  lui  dnaner  une  forme  plus  simple, 
M.  Cauchy  remarque  que  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  au 
point  (^ij,  ^)  a  pour  équation,  en  appelant  X,  Y,  Z  ses 
coordonnées  courantes , 

;(x-,)+|:(Y-^)+i(z-»)=o,' 

ou 

d'où  l'on  coaclut,  en  ayant  égard  aus  équatiçns 


;v=Rcosk, 
Xgos»   ,   -ï 


=  Rco&C,     z  =  Rgo9¥, 


Supposons  de  plu*  qd'on  mène  une  3roite  du  centre  de 
rellipsoide  à  un  point  (^ ,  n,  Ç)  pris  sur  la  siirf^ce  du  cy- 
lindre circonscrit.  Celte  droite  coupera  l'ellipsoïde  et  le 
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plan  tangent  en  deux  nouveaux  points  {pc^  y^  z)^  (X,  Y,  Z); 
et  si  l'on  désigne  par  r,  5,  t  les  distances  du  centre  de 
l'ellipsoïde  aux  points  (jr,  J?  ^)  ?  (| ,  >3 ,  O^  (^  ?  ^9  Z),  on 
aura  évidemment 

x  =  ^l,   r=7»,  ^=7?,  x=i|,  Y=l,,  z=i^Ç; 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 

jc'      ^*       z* Xcostf       Ycosff       Zcosy i 

il  viendra 

I*       w*       C' f*        ^  /^gcosflfe  ^   y  cosg       Çcosy\ s 

Ces  dernières  équations,  combinées  avec  l'équation  de  la 
surface  cylindrique  circonscrite ,  la  transformeront  en 

__,  =  _  ou  -  =  -  +  -. 

Telle  est  la  forme  la  plus  simple  que  puisse  prendre  l'équa- 
tion de  cette  surface. 

Si  à  l'ellipsoïde  on  substituait  un  hyperboloïde  à  une 
ou  deux  nappes  représenté  pas*  l'équation 

l'équation  de  la  surface  cylindrique  circonscrite  à  cet 
hyperboloïde  serait,  dans  le  premier  cas , 

|>       ,>       ^__     —  p>  (^  ^^^'^    I    ^  ^^^^       C<^osy\ 

et  dans  le  second , 
Ç»       1=*       ir^  _.  i>a  Z^^^^^**    1    **  ^^^^       Çcosyy 

C*  fl*  6»  V       rt^  ^*  ^'^       ) 
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Dans  l'un  et  l'autre  cas ,  la  courbe  de  contact  de  l'hyper- 
boloïde  et  de  la  surface  cylindrique  serait  plane,  et  son 
plan  serait  représenté  par  l'équation 

xcostc       rcosf       zcosy 
h  ^ ' =  o. 

Si  l'on  demandait  l'équation  de  la  surface  cylindrique 
circonscrite  au  paraboloïde  elliptique  représenté  par  Vé^ 

quation  —  +  ^  =  2  - ,  on  trouverait  que  le  plan  de  la 
courbe  de  contact  a  pour  équation 

—  C0S«  +  T-  COSo  =  -  cosy, 
a*  6*  c 

et  que  les  coordonnées  Ç,  y?i  Ç,  d'un  point  quelconque  de 
la  surface  cylindrique  satisfont  à  la  condition 

«  *       b*        c       c' 

On  tirera  de  ces  deux  équations,  jointes  à  celle  de  la 
génératrice , 

Icosût      >;cos^     cosy  ^*  i_''*         ^' 

f  —  X 9} — jr Ç  —  z «*  b^  c  a*      b*  c 


ces*        cosC      cosy  cos*ci       cos*^  S  cos«c      »jcosS      cosy' 

a^    "^    b^  ""^»       '       b^  ~ 

/fcOSa         »jCOs€  cosy  Y 

a^       b^  c  cos*«        cos*C 


a^ 


Si  au  lieu  du  paraboloïde  elliptique  on  considérait  un  pa- 
raboloïde hyperbolique  représenté  par  Ja  formule 


x^      r*  z 
*^7—  =12-, 


l'équation  de  la  surface  cylindrique  circonscrite  devien- 
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drait  évidemment 


2  - 


/êcos*       «coso      cosyV 


f       u*  Ç       V    «'  b'  c   ) 


Supposons  enfin  que  Ton  demande  la  surface  cylindrique 
circonscrite  à  une  surface  du  second  degré  représentée 
par  réquation 

Ax>H-B/»+(i5»+2D7z4-2Ez^+2Fxr4-2G:c+2Hj+2lz=K, 

on  trouvera  que  les  coordonnées  de  la  courbe  de  contact 
et  de  la  génératrice  satisferont  aux  équations 

(Ax  +Fr+  E^  +  G)  cos«  +  {¥x  4-  Br+  Dz  +  H)cosC 

+  (Ea:  -hDj  +  Cz  +  I)  cosy  =o, 
(Aa7+Fr  +  Ez-t-G)î  +  (FxH-Br  +  Dz  +  H)  jj 

-+-(Er  +  Dr-h  C«-t-I)Ç-f-Ga:  +  Ur4-Iz  1=  K  ; 

et  en  combinant  de  nouveau  ces  deux  équations  avec  celles 
de  la  génératrice,  on  aura  enfin  pour  Téquation  de  la 
surface  cylindrique  demandée  : 

f  1 -f.  Bu»  H- C{' -4- aD»^  +  aEÇf -4- aFf  » -t- aGf -t- aH«  +  al^;  ^  K 
[(A|H-Fi»-hEg-f^)co8ac-f-(Fg-f-B>-^Dj:-f-H)co8g-H(Eg-f-DiiH-C^-Hl)cos>]* 
Aco8*«-+-Bco8«C-f-Cco8*y-HQDco8Cco8>  +  aEcos7Cos«  +  aFeo8flccosC 

213.  Proposons-nous  de  faire  passer  par  une  directrice 
donnée  une  surface  conique  dont  le  sommet  coïncide  avec 
le  point  (Xq  ,  Jo',  z^^.  Les  équations  de  la  génératrice  se- 

ront  =: '^•=z- ,  et  puisque  cette  eénera- 

COStf  cosb  cos^  '^         ^ 

triée  doit  toujours  rencontrer  la  directrice  en  un  point 

{x ,  j,  z) ,  on  aura 

X «^o  y ^"o  2 Zn 

cos<i  cosC  cosy  ' 
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et  par  suite 

X JTo         X Xo  2  Zo 

Cela  posé ,  si  entre  cette  dernière  formule  et  les  équa- 
tions de  la  directrice  on  élimine  x,  y,  z,  Téquation  ré- 
sultante qui  renfermera  seulement  ^9  v??  ^  sera  precisé- 
meni  celle  de  la  surface  conique. 

Exemple  :  Si  la  directrice  est  la  courbe  plane 
Ax  +  By+Cz^zK,     F  (x ,  y ,  «)  =  o , 
on  aura 

et  par  suite 


=  J?o  — (f  —  J?o) 


r=ro— («y— jo) 


=2o  — (Ç— Zo) 


A^o  +  Bro+Czo  —  K 
AoTo+Bro+Czo  — K 


A(f-^o)H-B(i,-7o)+C(Ç-Zo)  ' 


En  substituant  ces  valeurs  de  x^  j^  z,  dans  l'équation 
F(x^y^  z)  =  o ,  et  posant 

AoTo+Bro  +  Czo  — K 


A(ç-Xo)-f-B(,,-/o)+C(Ç-2;o) 
on  trouvera  pour  Téquation  de  la  surface  conique 

F[  ^o  —  (f  —  ^o)U,     7o—  (»?  — 7o)  U,      5o  — (C  — 2^0)  U]  =0. 

Lorsque  la  directrice  est  comprise  dans  le  plan  xy  et  re- 
présentée par  les  formules  z  =  o,  F(x^j)  =  o  ,  Féqua- 
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don  de  la  surface  conique  se  réduit  à 


f 


Concevons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  la  direclrj 
l'ellipse  z  =0,  —  4-T7  =  i>  l'équation  de  la  \ 


conique  sera 


3o)^ 


Supposons  maintenant  que  la  surface  conique  d(j 
circonscrite  à  une  autre  surface  m  =  o  ;  comme  ei^    - 
point  de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces ,  !    et 
ratrice  de  la  première  et  la  normale  à  la  seconde] 
peront  à  angles  droits,  les  coordonnées  x^  y^  z\ 
courbe  vérifieront  évidemment  les  équations 

du  ,  .        du  ,  .du. 


et  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  coniqij 
reste  plus  qu'à  éliminer  a:,  j^,  z  entre  ces  deux  é 
jointes  à  celles  de  la  génératrice. 

Concevons ,  par  exemple,  que  la  surface  coni 
être  circonscrite  à  Tellipsoïde 
vra  avoir 


par  SI 


X 

a 


,-2 


h- 


z^ 
c^ 


X  y  2  ■ 

—  (^  —  ^o)  4-  p.  ( j—  y.)  "^  ^  (^ ~ ^")  = 


et  en  réduisant 


i>u  O  t/j 


a 


— T^ 1 T" 


C 


~  t; 


la  courbe  de  contact  sera  une  courbe  plane  ,  et 


/£co^ 
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égard  à  cette  équation,  on  trouvera 

>,-x    r.-r    ^-    (.._,j^,^._^,Ç^,^_.jl. 
;^.  +  ÏT  +  ^  -  '       (^o-x)-H-(:r„-r)  j7 +(*.-  2)  ^ 


il  .  ?_  .  2 

—   g'     ^'     g*      ' 

oitc, 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  conique  circonscrite  à 
l'ellipsoïde .  Cette  même  équation  peut  être  présentée 
sous  une  forme  plus  simple.  Soient  Ro  le  rayon  vecteur 
mené  du  centre  de  rellipsoïde  au  sommet  de  la  surface 
conique  ;  a ,  ê ,  y  les  angles  qu'il  fait  avec  les  axes  ;  R  la 
partie  de  ce  rayon  vecteur  qui  représente  le  rayon  de  l'el^ 
lipsoïde  ]  l'extrémité  de  ce  rayon  aura  pour  coordonnées 
R  cosa ,  R  cosê ,  R  cos  y ,  et  l'on  aura 

CCS  *  <«    g^  <îos  ^^    t^  ces  *  y  I 

^o  .  Xl  .  ^o_T>^/^  cos'g    ,    cos 'g   ,    cos^y\_Kl 
a-^W'^c--    ^\    a-     "^     b-     "^"T^y  —  R^' 

et  l'équation  de  la  surface  conique  deviendra 


/ 
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Concevons  à  présent  qu'une  droite  soit  menée  du  centre 
de  Fellipsoïde  à  un  point  (Ç?  >Î5  Ç)?  choisi  arbitrairement 
sur  la  surface  du  cône  circonscrit.  Cette  droite  coupera 
Tellipsoïde  et  le  plan  tangent  qui  touche  l'ellipsoïde  à 
l'extrànité  du  rayon  R  en  deux  nouveaux  points,  dont  les 
coordonnées  a: ,  j^,  z ,  et  X,  Y,  Z ,  vérifieront  les  équations 

jp*      7**      a» Xcos«       Ycos^       Zcosy i 

^"^F"*"?""''    "T^'^T^^      '"■~^^~"~R* 


a 


De  plus,  si  Ton  désigne  par  r^  s^t  les  longueurs  mesurées 
«UT  cette  droite ,  à  partir  du  centre  de  l'ellipsoïde ,  et  qui 
aboutissent  aux  trois  points  {x^y^  z)\  (|,  yj,  Ç)5(X,  Y,Z), 
ou  aura,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

f^  j^»^     Ç^ s^  /Icosflfe       ffcosg      ÇcosyN  _£ 

a^'^b^c^^r^'         \    a»    "*■    ô>    "^     c»    J^V 

et  par  conséquent 

Telle  est  la  forme  la  plus  simple  sous  laquelle  on  puisse 
présenter  léquation  de  la  surface  conique  circonscrite  à 
rellîpsoïde. 

Si  à  l'ellipsoïde  on  substituait  l'un  des  hyperboloïdes 
représentés  par  les  équations 

l'équation  de  la  surface  conique  circonscrite  se  réduirait 
à  l'une  des  suivantes  : 


I 


mBsmmmm 
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Piiiir obtenir  l'ôfiialidn  do  la  surface  cotiitpie  cireum- 
critc  au  paraboloïdf  ullipliquc  ~i  "t"  r",  ^^^  — '  ^^  ' 
((nera  que  les  «oordounéws  tic  U  courbe  de  conucicidj 
U  f;énéra(iic<!  fiatisferoal  aux  équations 

on  aura  dès-lors 


et  par  conséquent 

Si  au  lieu  du  psraboloïde  elliptique,  on  considérait  m 
paraboloïde  hyperbolique  —  —  j-^  ^  —  ,  l'éipiation  d 
la  surface  conicpie  circonscrite  deviendrait  évidemmetil 

Supposons  enfin  que  l'on  demande  la  surface  conique  ili- 
conscrile  à  la  surface  représentée  par  l'équation 

on  trouvera  que  les  oooi-données  de  la  courbe  de  eoMMt  J 
et  de  la  généra  triée  satisferont  aux  éqnMkyns 

(Ax  +  Fr  +  Eï  +  G)f  ^-(Fj:+  B7+  Dz  +  H, ., 

+{Ex  +  Tiy  +  Ci  +  l}i;+G^  +  B>  +lz^l,  ! 

(A^  +  Fr  +  &i-f-G)^„  +  (F«  +  Br+J>i+  a)x.-     '    -.' 
+  (Ea;-|-D/  +  G!  +  I)2.-|-Gj:+  H r.+ 1  2  =  tt i 
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tu  partant  de  ces  équations  jointes  à  celles  de  la  généra - 
xice,  on  trouvera  pour  Téquation  de  la  surface  conique 

î,.  +  Cf  «  -+-aDiif  -h  îiEÇf  4-  ^Ff  «  H-  aGf  -f-  aH»  -4-  alÇ  —  K 

hFiH-E{:-f.G>:o-t-(Fg-f  B»>-f  D^4-H)ro  -KEg-f-DN-hC  j:-^I)gorf-G|-f-HH4-I^~K]  » 
^î  +  Br »  -f-  (;««  4-  aUiro^o  4-  aE^oaro  h- aFx^j^o  -f-  aGxo  -f- aRr© -f-  aI»o  —  K 

214.  Proposons-nous  de  faire  passer  une  surface  co- 
noïde  par  une  directrice  donnée.  Si  cette  surface  a  poui* 
axe  Taxe  des  z ,  les  coordonnées  ^ ,  rj ,  Ç  de  la  génératrice 
menée  par  le  point  (x ,  j^,  z)  de  ]a  directrice ,  vérifigront 

les  deux  formules  -  =  - ,  f  =  >c  :  donc  si  entre  ces  for- 

mules  et  les  équations  de  la  directrice  on  élimine  x^jr^z. 
l'équation  résultante  qui  renfermera  seulement  ^  ?  >?  ?  ^ 
sera  précisément  celle  de  la  surface  conoïde. 
Lorsque  la  directrice  est  une  courbe  plane 

on  trouve 

jr  ~  j^  "~  Aa?+Br  ~  K  — Cz  "~  K— CÇ  ' 
et  par  suite 

ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  F(a:,j^,  ^)  =  o, 
donnent  pour  l'équation  de  la  surface  conoïde 

"^V^âî+ë;^  "Âï+Bi^'V"' 

Dans  le  cas  particulier  où  la  directrice  est  renfermée  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  et  représentée  par 
deux  équations  de  la  forme  a:  =  «,  FCjK^  ^)  =  o,  l'é- 
quation de  la  surface  conoïde  se  réduit  à 


K 


^.a  =  ... 
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Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend  pour  directrice  Tel- 
lipse  X  =  a^  —  +  —  =i,la  surface  conoïde  sera  repré- 

senlée  par  l'équation -y^^  +  ^  =  i ,  à  laquelle  on  par- 
viendrait aussi  «en  prenant  pour  directrice  le  cercle 

ac 

Supposons  maintenant  que  la  surface  conoïde  doive  être 
circonscrite  à  une  autrç  surface  u  -=  o.  Les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  devront 
vérifier  les  équations 

^du   .    ^du   .   ^du 
qui ,  parce  que  ]'on  a 

se  réduisent  à 

du  du 

Cela  posé ,  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  conoïde 

il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  jc, y,  z^  entre  les  quatre 

équations 

i       n       V  du    ^       du 

-  =  -,     Ç  =  3,      tt  =  o,     x—'\-  y  —  z:=io, 

X      y  dx  ay 

Concevons  en  particulier  que  la  surface  conoïde  doivcr 
être  circonscrite  à  l'ellipsoïde 

du    .        du 


réquation    x  —  +y  —  =  o   deviendra 


x{x  —  Xo)   .y{y—fo)  _ 


a 


2 


+--^^v-" = « 
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et,  en  vertu  de  Téquation-  =-, 
on  aura  dès-lors 

/f^^izszz^  ^_/=5^  ^y^^ 


et  par  conséquent 

Telle  est  l'équatîon  de  la  surface  conoïde  circonscrite  à 
Tellipsoïde. 

Si  Taxe  de  la  surface  conoïde  coïncidait  non  plus  avec 
Taxe  des  z,  mais  avec  la  droite  menée  par  un  point  donné 
i^ojyo*  ^o)?  ^^  manière  à  former  avec  les  axes  coordonnés 
tes  angles  a,  ê^  y^  les  coordonnées  ^ ,  y? ,  (^  de  la  généra- 
trice menée  par  le  point  {pc^y^  z)  de  la  directrice  vérifie- 
raient les  deux  formules 

(f  —  x)  cos«4-(9  — x)  co*^  +(Ç  —  ^)  cosy =0 , 
(f  —  x)  cos l  +  {n  — /)cosiw  -I- (Ç  —  z)  cos/2  =  o, 

/,  m ,  n  désignant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  per- 
pendiculaire au  plan  qui  renfermerait  cette  génératrice 
avec  l'axe  de  la  surface  conoïde.  Ces  angles  sont  d'ailleurs 
liés  entre  eux  par  les  deux  équations 

cos  «ces/  -t-  cos^cos/w  +  cosycos/z  =  o, 
[x  —  a?o)  cos/  +  {x  —  7o)  cos/w  +  (z  —  2o)  cos«  =  o , 
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descpielles  on  tire 

cos/  cosm 


Ix — J^o)cosy — (z — Zo)cosi        {z  —  Zo)  C08«  —  (x  —  Xo)  cosy 

OOS/I 

~  (a;— Xo)co$C— (/  — ^o)cos«' 

Les  deux  équations  de  là  génératrice  qui  passe  par  le  point 
(x ,  jj  z)  de  la  directrice  seront  dès4or8 

(f  —  jr)cos«  +  (v— j)cos^  H-  (Ç  — z)c<»y  =  o, 
Ur  —yo)cosy  —  (z  — 2o)cosC]  (f  —  ar) 

-I-    [(z— 2o)cOSil    —    (x--^o)cOSy](9— r)    y    =   0> 

+  [(ar--aro)cos*  —  (j  —  Jo)cos«]  (Ç  — a) 

et  pour  obtenir  Féquation  de  la  surface  conoïde ,  il  suffit 
d'éliminer  Xjj^z  entre  ces  deux  dernières  équations  et 
les  équations  de  la  directrice.  On  peut,  dans  la  seconde 
des  équations  de  la  génératrice,  substituer  les  coordonnées 
^ ,  >3 ,  Ç  aux  coordonnées  x^  jTj  z  ,  ce  qui  donne 

[{*f  —  ro)cosy  —  (Ç  —  Zo)cos^](f  —  x)         \ 

+    [(^—  *o)  cos*    —    (f  —  OTo)  cosy]  (v  —  jr)     \=0. 

+  [(f  —  JTo)  cos^  —  (v  — /o)cosce](Ç-- z)     ) 
Or  de  cette  dernière  formule  réunie  à  Téquation 

(f  — x)cOSaL   -h   (*j — j)cOS9    -f-    (Ç  —  z)cOSv    =    O, 

on  tire 

.  e~^ 

(f  —  Xo) — [(?  —  A*o)cOS«H-(9 — ro)cOSto  +  (C — «o)cOSy]cOS« 

y  —  r 

(»»— Jo)— [(i— ^o)  COS»+  (>f  —  jo)  cosC  +(C— 2o)cosy]  COSb 

C_-J ^ 

(Ç  — 2Jo)  — [(i--J:o)cOS«-f-(ï7— Jo)cOsC+(Ç  — Zo)cC>5y]cOSy* 

Lorsque  la  directrice  est  plane  et  représentée  par  les  équa- 
tions xcOvsX  4-  y  cosfx  +  ^jcosv  =  K,  F(a:,  y,  ^)  =  o, 
chacune  dCvS  fractions  (]ui  précèdtMit  est  équivalente  au 


»  -■' 
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rapport 

(  C08  X-hn  C08/A  -f-  f  C08  f  —  k 
)C0S  X-f-(»—ro)C08 /*•+-({— *0)C08?-[  (  f--*o)  C08  *-f(j|— ro)cO§  C-|-(Ç  -  Sq)  COS  y]C0B  cT 

dans  lequel  cosd  =  ces  a  eosX  +  cosê  eos/ix  +  cosy  cosv  , 

et  de  cette  seule  remarque  on  déduit  immédiatement  les 

valeurs  de  x^jr^  z,  qui ,  substituées  dans  la  seconde  des 

équations  F(Xj  jr,  ^)  =  ^j   fournissent   l'équation  eh 

1 ,  13 ,  f  propre  à  représenter  la  surface  conoïde. 

Si  Ton  prenait  pour  directrice  la  droite  qui  aurait  pour 

.        .       X  —  X,       r  —  r,         z  —  Zj 

équation =  • = ,  on  trouYerait 

^  COSA  cos^  COSy 

: — Jr«)  cosat  4-  (»  — ri)co8  6-4-  (g  —  gi)cos> 

C08^ 

•iToVoS  7'-({-So)coS  6]C08A-H(f -«o)c08  at-(f-Xo)c08>]C08  ya-h[(f-Xo)c08  6-(N-^o)cosa]cosv  * 

Telle  est  Féquation  du  paraboloïde  hyperbolique  engen- 
dré par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  les  deux 
droites 

COS«      COS^      COSy  '   COSA      C0S/«       COSi»  ' 

et  de  manière  à  rester  toujours  perpendiculaire  à  la  pre- 
mière de  ces  droites. 

Lorsque  la  surface  conoïde  doit  être  circonscrite  à  une 
autre  surface  u  =  o ,  on  peut  prendre  pour  directrice  la 
courbe  de  contact  de  ces  deux  surfaces  représentée  elle- 
même  par  les  deux  équations 

^*— *o)J+(r-j'«)J+(»-«.)^ 

/  du  du  du  \ 

=:[(x — j:o)co8a-*-(^— ro)co8  6-|-(« — ro)co8>]l    ~C08*-+-~  cos6-t-^  OOByj, 

ou     «  =  o,       ,|_x)-  +  (,-r);^  +  (Ç-.)^=o. 


4^2  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

Cette  dernière  équation  exprime  qu'en  chaque  point  de 
la  courbe  de  contact  la  génératrice  de  la  surface  conoïde 
et  la  normale  de  la  surface  u  =  o  se  coupent  à  angles 
droits. 

215.  Proposons-nous  enfin  de  faire  passer  une  surface 
de  révolution  par  une  directrice  donnée.  Si  cette  surface 
a  pour  axe  l'axe  des  z ,  les  coordonnées  Ç ,  y? ,  Ç  du  cercle 
générateur,  passant  par  le  point  {x ,  y^  z)  de  la  directrice , 
vérifieront  les  deux  formules  ^'  +  yj'  =  x'  4-J^'j  ^  =  -^  î 
donc,  si  entre  ces  formules  et  les  équations  de  la  direc- 
trice on  élimine  x^y^  Zj  Téquation  résultante  qui  ren- 
fermera seulement  |  >  >?  ?  Ç  sera  précisément  celle  de  la 
surface  cherchée. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  de  révolution  doive 
être  circonscrite  à  une  autre  surface  représentée  par  Fé- 
quation  m  =  o.  Alors  on  pourra  prendre  pour  directrice 
la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces,  qui  sera  repré- 
sentée elle-même  par  les  deux  équations 

du  du 

Concevons,  pour  fixer  les  idées  que  la  surface  m  =  o  se 
réduise  à  l'ellipsoïde  de  révolution 

iw  .  ^^  ^^  ,j    .       ,     :r  Y 

1  équation  x v--=ï=o  se  réduira  a  —  =  -^  :  on 

^  dx        ^   dy  Xo        Xo 

aura 

^  _  jr .    \/x\+x^ y/^^  +  ^> 


^o        Xo  {/xl  +  jl  V'xl+xl' 


X  —  Xo  __   y  —Xo    __  ,        ^,    V^g'   + 


>;^ 


Xo  \/ 


X 


O       I      w'    o 


x\ 
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et  par  suite 

{v/*:+rr=FV/p+^>=^[«»-(ç-^)'], 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 

Telle  est  Téquation  de  la  surface  de  révolution  qui ,  ayant 
pour  axe  Taxe  des  z ,  est  circonscrite  à  Tellipsoïde  de  ré- 
volution donné. 

Si  l'axe  de  la  surface  de  révolution  coïncidait  non  plus 
avec  l'axe  4es  z ,  mais  avec  la  droite  menée  par  un  point 
donné  (Xq,  joy  Zq)j  de  manière  à  former  avec  les  axes  cer- 
tain» angles  « ,  6 ,  y,  les  coordonnées  $ ,  >? ,  ^  du  cercle 
générateur  passant  par  le  point  (x,  y,  z)  de  la  directrice , 
vérifieraient  les  deux  équations 

(f  — œ)  cos  a  -4-  {«»  — j)  cos  fi^  H-  (Ç  —  z)  cosy  =  o, 
(?--aro)»+(i?-ro)*+(Ç~2o)^=(x--aro)>+(r--ro)"H-(2î---^o)S 

et  la  surface  de  révolution  circonscrite  pourrait  être  con- 
sidérée comme  ayant  pour  directrice  la  courbe  représen- 
tée par  les  équations 


[(r— ro)cosff— (a— 2o)cosy]  — +  [(2— «o)  cos*— (a?— ^o)  cos  y]  -l 


-f-[(jf— a;o)cosC— (j^— jro)cos«l  -^  = 


dz 


Ces  applications  suffisent  pour  montrer  la  marche  à  suivre 
dans  chaque  cas  particulier. 


T.  i.  28 


4^4  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 
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Équations  aux  di^rivées  pariiolles  dos  surfaces  ongen4r<^  par    le 

mouvement  des  lignes. 


216.  Considérons  d'abord  la  surface  engendrée  par  le 
mouvement  de  la  ]!gne  représentée  par  les  écpiatîons 
t/  =  c,  w  =  ç(c).  Si  l'on  nomme  p  et  q  les  fyleurs  des 

dérivées  partielles— et  ^  que  fournit  Féquation  de  la 

surface ,  dans  le  cas  où  Ton  regarde  x^y  comme  variables 
indépendantes,  et  z  comme  une  fonction  de  ces  deux  va-' 
riables,  on  aura 

et  cette  dernière  équation  sera  toujours  satisfaite  quand 
les  coordonnées  x,  jr,  z  varieront  de  manière  que  le 
point  {pc^y^  z)  décrive  une  courbe  comprise  dans  la  sur- 
face dont  il  s'agit.  Or  si  la  courbe  en  question  se  confond 
avec  la  génératrice  de  la  surface ,  elle  aura  pour  équation 
if  =  c^w=  y(<^)j  et  les  diflFérentielles  de  ses  coordonnées 
vérifieront  les  formules 

dv    ,  dv    ,  dv   ,  dw  ,        dw  ,        dw  _ 

dx  dy  dz  dx  dy  dz 

en  faisant,  pour  abréger, 

dv  dw       dv  dw  dt^  dw       dv  dw 

dy  dz        dz  dy  '  dzdx        dx  dz^ 

dv  dw  dv  d(v 

dx  dy  dy  dx  * 
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1  ^  ,  .         dx        dy        dz 

un  tirera  de  ces  deux  etpiations  —  =  -r-  =  — ,  et  puisque 

P         Q         R 

les  différentielles  dx ,  dy^  dz  doivent  vérifier  Téquatiou 
dz  •=.pdx'\-pdy  ^  on  aura  définitivement 

P/?  H-  Q<7  =  R. 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  toutes 
les  surfaces  que  peut  représenter  Féquation  -w  =  9(^^)î 
et  qui  sont  engendrées  par  le  mouvement  de  la  ligne 
p»  =  c,  IV  =  ç(c).  Cette  équation  aux  dérivées  par- 
tielles  ne  renferme  plus  la  fonction  arbitraire  indiquée 
p^r  la  lettre  (p,  mais  seulement  les  dérivées  partielles  de  z, 
savoir,  p  elq  avec  les  quantités  P,  Q,  R  qui  sont  des 
fonctions  déterminées  des  variables  x^y^  z. 

On  peut  parvenir  directement  à  réquationPp+Q^=R, 
en  éliminant  par  une  double  différentiation  la  fonction f. 
En  effet,  différentions  l'équation  w  =  y(^')  en  regardant 
tour  à  tour  jc  et  z  ou  j^  et  z  comme  seules  variables,  il 
viendra 

dw       dw     dp{v)  fdv        dv 

dx       dz  dv     \dx       dz 


dw      d(v  dç  (tf) 

dy       dz  dç 


'dv        dv  \ 


En  divisant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre  ou  les 

multipliant  en  croix  pour  éliminer— -j-^,  on  retrouvera 

l'équation  Vp  +  Qq  =  R. 

On  pourrait  encore  établir  cette  équation  en  considé- 
rant un  point  quelconque  (Ar,  j^,  z)  de  la  surface  w  =  (f(u) 
et  observant  que  si  Ton  mène  a  ce  point  une  normale  à  la 
surface  et  une  normale  à  la  génératrice,  ces  deux  droites 
seront  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  En  elfet,  les  cosi- 
nus des  angles  que  forment  avec  les  axes  la  normale  et  la 
tangente  sont  proportionnels,  d'une  part,  aux  quantités 
p^  q^ — I,  de  l'autre  aux  valeurs  de  dx^  dy^  dz  tircrs  des 
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équations  de  la  génératrice,  et  par  conséquent  à  P,  Q,  R^ 
donc,  puisque  le  cosinus  de  Fangle  des  deux  droites  doit 
s'évanouir,  on  aura 

P/?  H-  Qy  —  R=  o     ou     P/?  -^  Q^  =  R. 

i*^'  Exemple  :  Concevons  que  Ton  demande  Téquatiou 
aux  dérivées  partielles  d'une  surface  cylindrique.  Si  l'on 
nomme  â( ,  6 ,  7  les  angles  formés  par  la  génératrice  avec 
les  axes,  ses  équations  seront 

X  —  Xq  __/— JTo  _^Z—Zo 

cos«  oosff  COSy   ' 

et  l'on  en  tirera 

dx    dy    dz 

cos«        cosC       cosy  ' 

de  sorte  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur-^ 
faces  cylindriques  sera 

coSy  =  /7C0Sa  H-  ^cos». 

Pour  l'établir  directement  il  suffirait  d'exprimer  que  la 
normale  menée  par  un  point  quelconque  d'une  sui-face 
cylindrique  tbrme  un  angle  droit  avec  l'une  quelconque 
des  génératrices  de  la  surface. 

2™®  Exemple  :  On  demande  l'équation  aux  dérivée» 
partielles  d'une  surface  conique.  En  appelant  Xq,  j^^  ,  z^ 
les  coordonnées  du  sommet ,  les  équations  de  la  généra- 
trice seront  encore 

X  —  ^o  _X  —  fo  Z  —  Zq 

COSy   ' 
dz 


cosa          cosC' 

d'où  Ton  tire 

dx             dy 

cos  «         cos  C 

et,  par  suite. 

dx                 dy 

COSy 


dz 

9 


X       X  o         y       y^         z  —  z 
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rëquation  aux  dérivées  partielles  sera  donc 

Onl'établirait  directement  en  exprimant  (jue  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  conique  passe  toujours  par  le  sommet. 
En  effet,  si  l'on  nomme  Ç,  >?,  Ç  les  coordonnées  courantes 
du  plan  tangent  mené  à  la  surface  par  le  point  (a:,  j,  z), 
son  équation  sera 

«  —  ç  =  /?(ar  —  e)  +  ^(r  —  «)» 

et  si  ce  plan  doit  renfermer  constamment  le  point 
(^09  Joî  -2:0)5  on  devra  avoir 

z  —  Zo  =  p{x  —  Xo)  -4-  q{y—fo)' 

Dans  le  cas  particulier  où  le  sommet  de  la  surface 
conique  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées ,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  de  cette  siuiace  se  réduit 
k  z  =^  px  +  qy.  Cette  dernière  équation  est  celle  que 
fournit  le  théorème  des  fonctions  homogènes  dans  le  cas 
où  l'on  suppose  que  la  fonction  des  variables  x ,  jr,  dési- 
gnée par  z^  est  homogène  et  du  premier  degré. 

3™®  Exemple,  On  demande  l'équation  aux  dérivées 
partielles  d'une  surface  conoïde.  Si  cette  surface  a  pour 
£|xe  l'axe  des  z ,    la  génératrice  sera  représ€^ée  par  les 

équations  -  =  c,    z  =  <j)(c),  d'où  l'on  tire 

dx         dy 


—  — ,  r/z  =  o. 


et  l'on  conclura  de  ces  dernières  que  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  de  la  surface  conoïde  est /7j:-f-9J^  =  o. 
Cette  équation  est  précisément  celle  qui  exprime  que 
l'ordonnée  z  est  une  fonction  homogène  et  du  degré  o  des 
variables  x ,  y.  On  peut  l'établir  encore  en  remarquant 
que  si  par  le  point  (.r,  y^  -z)  on  mène  un  plan  tangent  à  la 
surface  conoïde,  ce  plan  renfermera  la  génératrice  tout 
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entière,  et,  par  conséquent,  le  point  d^intersection  de  la 
génératrice  avec  Taxe,  c'est-à-dire  le  point  qui  sui'  cet 
axe  répond  à Tordonnée  z.  En  effet,  si  dans  Féquation  du 

plan  tangent  z  —  ^  =  p{x  —  Ç)  •+"  ^(jf  —  *')»  ^^  P^^^ 

f  =  o\     ijf  =  o,     Ç  =  z,     on  trouve     px  -^  qy  =z  o. 

Supposons  maintenant  que  Taxe  de  la  surface  conoïde 
coïncide  avec  une  droite  menée  par  le  point  (Xq,  y^,  Zq), 
de  manière  à  former  avec  les  axes  les  angles  a ,  6 ,  y  ;  la 
génératrice  pourra  être  représentée  par  les  équations 

(x —  ^o)cos/  H-  (jr  — yo)cosm  -h  {z  —  Zo)cosn  =  c. 
xcQ%m  -h  j^cos^  -h  zcosy  =  ^(^)j 

qui  donneront  par  la  difierentiation 

cosmdx  H-  cosQdy  H-  cosy^z  =  o, 
cosldx  -\-  cosmdjr  -\-  cosndz  =  o , 

les  cosinus  des  angles  /,  w,  n  étant  d'ailleurs  déterminés 
par  les  équations 

ces  /  COS//1 


{jr — /o)cosy  —  (z — Zo)cosC       (z — Zo)cos« —  {x  —  Xo)cosy 

cosn 

{x — a:o)cos€^ — (r — jro)cos« 
on  en  conclut 

lix  — 7o)  cosy  —  (z  —  Zo)cosC]dx 
-h  [(z  —  Zo)cOSet  —  (x — Xo)cosy]djr    ^   z=:   O  ; 
-h  [{x — a7o)cosC  —  (y  —  Xo)cosec]dz 

et  en  substituant  pour  {fz  sa  valeur  ciz  =  pdx  -H  (^dy^ 

(cos«i  +  p  cos^T)  dx  -4-  (coso  -+-  q  cosy)  dy  =  o , 

{  (  y  ^Xo)  C08  y  —  («— Zo)  cos  6  -^piix — Xo)  C08  C  —  (r— ^o)  C08  «t  ]  j  <fr 

-f-  ^(z  —  Zo)  COSa  —  (x  — x^)c0Sy-\-q\{x — Xo)cOS  6 — (j^— ^o)coS«]|<(r=  t» , 

si  maintenant  Ton  élimine  </jt'  et  rly  onlie  ces  deux  équa- 
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lions,  on  trouvera  pour  l'équation  aux  dérivées  partielles 
de  la  sur&ce  conoïde 

(r~"7o)cO^<»  —  (g — Zo)cOS^-hp[{x  —  Xo)cOsg — (j^— Jo)cOSfl6 

cos«  -f-  p  cosy 
(g — Zo)oogflC — {x — jro)cosy  H-  q  [(x —  j:o)cosff — (jr — jojcos»] 

—   — — — — — 'Va       "  '  ...  ■  . 

COS^  -+-  q  COSv 

On  jpeut  présenter  cette  équation  sous  une  forme  plus 
simple;  pour  cela  éliminons  dz^  \^  entre  les  équations 

oosadx  +  cos^dy   -\-  cosy dz  =   o, 
cosldx  -h  cosmdy  H-  co&ndz  •=.  o; 

2^  entre  les  équations 

dz  rzz pdx  H-  qdy     et     cosldx  -f-  cos/wâfT*  -h  cos/?c&  =  o; 

nous  trouverons  de  cette  manière. 

cosii  cos/i  —  cosy  cos/        cos^  cos/i  —  cosy  cosm 
cos/ -)-y>oos«  cosm+^cos/J 

De  plus,  en  ayant  égard  aux  équations 

COSM  cos/  H-  cos^  cosm  -h  cosy  cos/i  =  o , 
(x  —  Xo)tosl -h  (  j  —  jo)cos/w  -h  (z  —  Zo)cosn=:  o, 

• 

et  égalant  chacune  de  ces  fractions  à  la  fraction  que 
l'on  obtient  quand  après,  avoir  multiplié  haut  et  bas  les 
deux  termes  de  la  première  par  cosa^  et  les  deux  termes 
de  la  seconde  par  cos 6,  ouïes  deux  termes  de  la  première; 
par  X  —  jCq  ,  et  les  deux  termes  de  la  seconde  par  ji  — y-^^ 
an  divise  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme  des 
dénominateurs,  on  trouvera 

«cos/i  —  oosy  oos/         cosC  cos«  —  cosycos/w         coi'ât  +  cos'C  -+- 


coil-\-pcosn  cosm -\- fj  cxysn  pcoset -{- qcosS — cos 

—  -(-^  —  j?o)cosfl6  -h  {x — j'o.)  cosb  H-  (g  —  Zq)  cosy 

~"  /? (a?  —  xo)  -h  q{y—Xo)  —  (2  —  zo)         ' 
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OU  enfin 

I 

Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple ,  Féquation  aux 
dérivées  partielles  de  la  surface  conoïde.  Pour  établir 
directement  cette  équation ,  il  suffira  de  projeter  la 
distance  du  point  (j^o  jJ^o>  ^o)  ^^  point  {pc^y-j  z),  i**  sur 
Taxe  de  la  surface  conoïde i  2^  sur  la  normale  menée  à  la 
surface  par  le  point  {x ,  ^,  z)^  et  d'observer  que  la  seconde 
projection  devant  être  égale  en  longueur  à  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  (j^o?  J^o?  ^o)  sur  le  plan  tangent, 
a  nécessairement  pour  mesure  le  produit  de  la  première 
projection  par  le  cosinus  de  Taugle  aigu  compris  entre  la 
normale  et  Taxe. 

4"*^  Exemple.  On  demande  Féquation  aux  dérivées 
partieUes  d'une  surface  de  révolution.  Si  cette  surface  a 
pour  axe  l'axe  des  z ,  le  cercle  générateur  sera  représenté 
par  les  équations  a:'+j^*=c,  z=:q/(c),  d'où  l'on 
tirera 

xdx  -\-  ydy  =   o-,  dz  =z  o. 

Ces  équations,  combinées  avec  l'équation  dz  =pdx+çdjr^ 

donneront  ~  =  -,   On  arriverait  à  la  même  conclusion 

en  observant  que ,  dans  l'hypotbèse  admise ,  la  normale 
menée  à  la  surface  par  un  point  quelconque  (pc^  y^  -?),  doit 
toujours  rencontrer  l'axe  des  z,  et  qu'en  conséquence,  la 
projection  de  la  normale  sur  le  plan  xy  doit  passer  par 

l'origine.  En  effet ,  si  l'on  nomme  | ,  yj ,  ^  les  coordonnées 
courantes  de  la  normale ,  cette  droite  sera  représentée 
par  la  formule 
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et  pour  que  sa  projection  sur  le  plan  xj  passe  par  l'ori- 
gine, il  suffira  que  ses  équations  soient  vérifiées  quand  on 
y  fera  |  =  o,  19  =  o,  ce  qui  donne 

X        y  P        H 

-  =  -,       ou       -  z=  -. 
p       q  ^       y 

Supposons  maintenant  que  l'axe  de  révolution  coïncide 
avec  une  droite  menée  par  le  point  (j^o?  J^o»  ^0)9  ^^  ma- 
nière à  former  avec  les  axes  les  angles  a ,  6 ,  y  ^  le  cercle 
générateur  aura  pour  équations 

xcos«  4-  y  cosC.4-  2cosy  =  c, 

{x—x^Y  -h  {y  —yoY  -h  (2  — 2o)'  =  <pW; 

d'où  l'on  tire 

(ar— Xo)^-f-  {y  —  yo)dy  -^^  {z  —  Zo)dz  =  o, 
cosmdx  -+-  cosQdjr  4-  cosydz  =  o, 
et  par  suite 

dx  dy 

{y — J^ojcosy — (z — Zo)cos^       {z — Zo)coSfl6  —  (x  —  aTojcosy 

dz 

I  I        ri     T-    -■  M  -  I  ■    ■—  Il  ■■  I • 

'  (x — j7o)cosC  —  (y — ^o)cosa' 

combinées  avec  l'équation  dz  =  pdx  +  cjdy^  ces,  der- 
nières équations  donneront 

P\Ly  — 7o)  cosy — (» —  2o)  cos  ^  -hy  {{z — Zo)  cos  « — {x — d?o)cos  y] 

=  ( x — jro)cosC — [y — ^o)coSfli. 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
de  révolution.  On  pourrait  encore  établir  cette  équa- 
tion en  exprimant  que  la  normale  menée  à  une  semblable 
surface  par  un  point  quelconque  {x^y^  z)^  rencontre  tou- 
jours l'axe  de  révolution.  En  effet,  si  l'on  nomme  ^ ,  y? ,  ^ 
les  coordonnées  courantes  de  cet  axe ,  on  aura 

COS:*  cos^  cosy 
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D'ailleurs pourquc  la  normale  rencontre  Taxe,  ilfaut qu'un 
même  système  de  valeurs  de  ^,  y),  ([  satisfasse  à  ces  équations 

cît  aux  équations  de  la  normale = =  f  —  z- 

.  .  P  ^ 

or,  si  Ton  substitue  dans  les  équations  de  Taxe  les  valeurs 

de  ^  et  de  y? ,  tirées  des  équations  de  la  normale,  on  trou- 
vera 

^o)— /^(C  —  g)  ^  r — ro  —  y  (C  —  ^)  -,  g— gg+g—  z 

cos«  cosC  cosy 

— Xo)(cosCH-ycosy)~(r— jo)(cos<t-f-/?cosy)-H(g  — ^)(/>cosC-}co 

o 
ce  qui  exige  que  l'on  ait 

{x  —  j?o)(cos«  4-7C0Sy)—  {x  —  ^o)  (cos*  4-/>Cosy) 

-h  («  —  Zo)  {pcosZ  —  ^cosct)  =  o. 

217.  Si  Ton  faisait  mouvoir  dans  l'espace,  non  plus  k 
ligne  que  déterminent  les  équations  i^  ==  c,  iv  =  ^c), 
mais  celles  que  déterminent  les  formules 

/[a7,j,z,c,^(c),;^(r),%J/(c),...]=o,  F[a:,j,z,c,^(c),;^;(c)...]  =  o, 

la  surface  engendrée  par  le  mouvemeut  de  cette  ligne 
pourrait  encore  être  représentée  par  une  ou  plusieurs 
équations  aux  dérivées  partielles  qui  ne  renfermeraient 
pas  les  fonctions  arbitraires  y,  ;^,  ^,  etc.  Seulement  ces 
équations  aux  dérivées  partielles  seraient  en  général  d'un 
ordre  supérieur  au  premier.  Ajoutons  que  pour  les  obtenir 
il  suffit,  dans  les  deux  équations  de  la  génératrice,  de  con- 
sidérer z  et  c  comme  des  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes x^  y^  puis  d'éliminer  les  quantités 

de        de        d^e  d^c         d*e 


'    dx'     dy'     dx^'     dxdr'    df^'"' 

(P[c),  (p'(6-),  /(c),....  x{c).\'{c),  a;''W.... 

i'nlrc  ces  équations  eî  celles  qu'on  en  déduit  par  des  diilé- 
n;ntiations  relatives,  soit  à  la  variable  a:,  soit  à  la  varia- 
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ble j^,  en  suivant  la  tuarche  que  nous  avons  indiquée  dans 
la  dix-neuvième  leçon.  On  en  conclura,  i^  que  si  les  équa- 
tions de  la  génératrice  renferment  une  seule  fonction  arbi- 
traire ç(c),  Télimination  conduira  à  une  seule  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ;  2^  que  si  les 
équations  de  ia  génératrice  renferment  deux  fonctions  ar- 
bitraires 9(c),  xW'  l'élimination  produira  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  ;  3**  que 
si  les  équations  de  la  génératrice  renferment  trois  fonc- 
tions aThitraires* (p  (c) ,  x(^)y  ^(p)^  l'élimination  conduira 
à  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  cinquième 
ordre  ^  4°  que  dans  le  cas  où  les  deux  fonctions  x(^)  >  ^(p) 
seront  les  dérivées  première  et  seconde  de  la  fonction 
<f(c)j  Félimination  produira  une  seule  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre,  entre  les  variables  x^  j",  z, 
de  sorte  que  la  surface  décrite  par  la  génératrice  seta  re- 
présentée par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre ,  qui  ne  renfermera  plus  la  fonction  y  ni  ses 
dérivées.  Parmi  les  surfaces  de  cette  nature,  on  peut  re- 
marquer celles  qui  auront  pour  génératrice  la  normale 
principale  d'une  courbe  à  double  courbure  dont  les  équa- 
tious  seraient  de  1^  forme 

f(x)  désignant  une  fonction  donnée,  et  (f(x)  une  fonc- 
tion arbitraire. 

218.  I®'  -Cxem^fe  .Considérons  la  surface  développable 
qui  aurait  pour  génératrice  les  diverses  tangentes  que  l'oU 
peut  mener  à  une  courbe  à  double  courbure.  Si  Ton  re- 
présente par 

la  courbe  dont  il  s'agit,  la  droite  qui  touchera  cette 
coui   e  au  point  dont  les  coordonnées  seront 
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pourra  être  représentée  par  Téquation 

«g— <p(g)_r-->s(g)__ 

Pour  obtenir  Téquation  finie  de  la  surface  développable 
engendrée  par  cette  tangente,  il  faudra  éliminer  c  entre 
ces  deux  équations,  mais  cette  élimination  ne  pourra  être 
effectuée  qu'après  la  détermination  des  fonctions  arbi- 
traires (f  (c) ,  x(p)^  desquelles  dépend  la  considération  de 
la  surface. 

Soient  maintenant^,  q,  r,  j,  t  les  valelirs  des  dérivées 

•  1,      dz     dz     d*z      d*z     d*z  ^         •     •    iw 

partieDes  _,_,_,  -^,  —,  que  fournirait  1  ëqua- 

tion  de  la  surface  développable  différentiée  deux  fois  par 
rapport  aux  variables  indépendantes  x,  j^;  la  formule 
dz  =  pdx.  -+-  g/fy  devra  être  vérifiée  par  les  valeurs  de 
dx^  dy^i  dzy  tirées  des  équations  de  la  tangente  à  la  courbe 
donnée  ^  or  comme  on  tire  de  ces  équations 

da:    dy     

ou,  puisque  y'  (c),  x(^)  sont  proportionnels  à 

/  X  /  N  dx  dy  dz 

on  trouvera  définitivement 

Cette  dernière  équation  appartiendra  donc  aussi  à  la  sur- 
face développable  ,  si  l'on  y  regarde  c  comme  une  quan- 
tité variable  déterminée  par  Téquation 

Or  dans  ce  cas  si  Ton  différentie  l'équation 

z  —  c  =  p[x  —  (p  {c)]-^  q{X  —  X{c)]y 

1°  par  rapport  à  a:,  2^  par  rapport  à  r,  les  coefficients  de 
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t 

-r-  OU  de  -î-  seront  égaux  dans  les  deux  membres,  et  l'on 

dx  dy  ° 

aura  par  suite 

o  =  r[j?— ^(c)]4-*[r— ;eW]>  o  =  s[a!'^(plc)]-ht[X'^x{c)]y 
puis  Ton  conclura,  en  éliminant  la  quantité  c, 

rt  =:  s*. 

Ainsi,  quoique  les  équations  de  la  génératrice  d'uiue  sur- 
face développable  renferment  deux  fonctions  arbitraires 
et  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  cette  surface  peut  être 
représentée  par  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui 
ne  renferme  plus  de  fonctions  arbitraires ,  et  qui  soit  du 
second  oidi:e  seulement. 

ii^^  Exemple  :  De  la  surface  gauche  engendrée  par  une 
droite  qui  glisse  sur  deux  directrices  quelconques 

F(a?,j,a)  =  o, /(ar,j,z)  =  o  et  Fx  (^,7,«)=o,/,(d:, j,z)  =o, 

en  restant  constamment  parallèle  à  un  plan  fixe. 

Nous  prendrons  le  plan  directeur  pour  plan  xjr.  Dès- 
lors  ,  pour  construire  la  surface  il  suffira  de  couper  les 
deux  directrices  par  divers  plans  horizontaux  et  de  join- 
dre les  points  de  section  par  des  droites.  La  surface  sera 
gauche  en  général^  c'est-à-dire  que  deux  positions  consé- 
cutives de  la  génératrice  ne  seront  pas  dans  le  même  plan. 
Les  équations  de  la  génératrice  seront  d'ailleurs  de  la 
forme  y=zax+ëj  z  =  y.  Pour  que  cette  droite  s'ap- 
puie constamment  sur  les  deux  directrices  données ,  il  faut 
de  plus  exprimer  que  les  quatre  équations 

jrz=:«wc-f-C,    z  =  y,    F(d:,/,z)=:o,    /(x,j,z)  =  o, 

d'une  part ,  et  de  l'autre  les  quatre  équations 

X=:ax-\-^y      z  =  y,      F,(^,  7,  z)  =  o,     /.(a:,  ^,  2)  ==o, 

sont  vérifiées  par  les  mêmes  valeurs  de  x^y^z.  En  éli- 
minant X  y  y^  z  entre  chacun  de  ces  deux  systèmes  de 
quatre  équations ,  on  arrivera  à  deux  équations  de  condi- 
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lion  entre  a ,  6 ,  y ,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme    . 

Si  Ton  élimine  a ,  6 ,  y  entre  ces  dernières  équations  et 
celles  de  la  génératrice,  on  aura  pour  Téquation  générale 
des  surfaces  de  cette  espèce, 

Pour  obtenir  l'équation  aux  dérivées  partielles  indé- 
pendantes des  fonctions  y  et  ;{,  différentions  successive- 
ment par  rapport  à  x  et  à ^,  il  viendra 

o  =  (l>{z)  -|-a?^'(z)/?-f-4'(^)/^>      i=xç>'{z)q  4-4' («)^> 
d'où  Ton  conclut,  en  divisant,  -  =  —  9(^)-  Comme  il  est 

arrivé  ici  que  les  fonctions  (f\  ^y^'  ont  disparu  à  la  fois, 
il  suffira  de  descendre  jusqu'au  second  ordre  pour  élimi- 
ner celle  qui  reste.  Si,  donc  en  adoptant  les  notations  ha- 
bituelles -: —  =  r,  -— -  =  s.  -z —  =:  t.  on  différentie  l'é- 
dx^  dxdy  dy* 

quation  du  premier  ordre  successivement  par  rapport  à  x 
et  àj^,  il  viendra 

puis,  en  divisant  ces  deux  résultats  l'un  par  l'autre,  on  ob- 
tiendra pour  l'équation  commune  à  toutes  les  surfaces  de 
ce  genre, 

q^r  —  ipqs  -\- pH  z=z o. 

Prenons  pour  exemple  la  surface  engendrée  par  une  droite 
mobile  qui,  demeurant  borizonlale,  s'appuie  constamment 
sur  l'ellipse  et  sur  le  cercle  représentés  par  les  équations 


a  t2 


x=ih,     •^  +  — =1;     x=k,     y^-{-z^  =  cK 
Si  l'on  combine  les  équations  de  la  génératrice 


f» 


y  =  ax  -\-  o^ 
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avec  celles  des  deux  directrices,  on  obtiendra  les  deux 
relations 

et  il  s'agira  d'éliminer  a,  6,  y,  entre  les  quatre  dernières 
équations. 

Or  si  d'abord  on  élimine  a,  y,  il  vient 

d'où  il  résulte,  en  éliminant  6  en^tre  celles-ci, 

Cela  posé,  si  l'on  conserve  le  même  signe  aux  radicaux 
dans  les  deux  membres ,  ce  sera  exprimer  que  la  droite 
mobile  glisse  sur  les  deux  courbes  en  passant  toujours  par 

.deux  points  situés  d'un  même  côté  du  plan  zx ,  car  ces 
radicaux  sont  les  valeurs  de  l'ordonnée  jr  dans  les  deux 
courbes }  alors  l'équation  de  la  surface  se  réduit  à 

(fi—.Â)cr=:[lib'—c)a!  +  ch  —  bk]  y/c^^z^ 

et  représente  im  conoïde  dont  toutes  les  génératrices  vont 

percer  le  plan  zx  en  des  points  situés  sur  une  même  ver- 
ticale placée  en  dehors  des  deux  courbes ,  et  que  l'on  ob- 
tiendrait par  conséquent  en  faisant  glisser  la  génératrice 
sur  cette  verticale  et  sur  l'ellipse. 

Lorsqu'on  adoptera  des  signes  diflTérents  pour  les  radi- 
caux dans  l'équation  de  la  surface ,  elle  conduira  à  u|;^  co*' 
noïde  analogue,  maisdontl'axe  sera  entre  les  deux  courbes, 
parce  qu'alors  on  exprimera  que  la  génératrice  traverse 

le  plan  zx  entre  les  deux  points  où  elle  s'appuie  sur  la 
directrice. 

Si  avant  d'éliminer  ê  on  n'avait  pas  résolu  les  deux 
équations  qui  contenaient  cette  indéterminée,  on  serait 
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tombé  sur  une  équation  du  huitième  degré  qu^il  aurait 
fallu  décomposer  en  deux  facteurs  pour  y  reconnaître  les 
deux  surfaces  distinctes  que  nous  venons  de  signaler. 

219.  Cherclions  encore  Téquation  de  la  surface  gauche 
engendrée  par  une  droite  assujétie  à  glisser  sur  trois  di- 
rectrices quelconques.  Les  équations  de  la  génératrice  se- 
ront de  la  forme 

â:  =  cfz  -f-  y ,     j  =  Cz  -f-  ^, 
et  il  faudra  y  joindre  les  conditions  propres  à  exprim^er 
que  cette  droite  a  toujours  un  point  de  commun  avec  cha- 
cune des  directrices,  ce  qui  fournira  entre  a,  6,  d,  y  trois 
relations  de  la  forme 

C==r^(«),     y==a;W,     <^=4W» 

puis  il  resterait  à  éliminer  a ,  6,7,  â  entre  les  cinq  équa- 
tions précédentes.  Or  si  d'abord  on  substitue  pour  6,  y,  ^, 
leurs  valeurs ,  il  vient 

et  quant  à  a ,  on  ne  peut  l'éliminer  sans  déterminer  la 
forme  des  fonctions,  c'est-à-dire  sans  particulariser  les 
directrices,  de  sorte  que  pour  conserver  au  résultat  toute 
sa  généralité ,  il  faut  garder  le  système  des  deux  équations 
qui  précèdent  en  considérant  a  comme  une  indéterminée 
qu'on  devra  éliminer  plus  tard ,  quand  la  forme  des  fonc- 
tions aura  été  fixée.  Si  l'on  voulait  obtenir  l'équation  aux 
dérivées  partielles  indépendantes  des  directrices,  il  fau- 
drait ,  en  diflerentiant  les  deux  équations 

•  x=  az  -\r  zi^)j      r  =  2J(p  (^t) -h  4  (<*) , 

se  procurer  assez  d'équations  pour  pouvoir  éliminer  la 
quantité  a  et  les  fonctions  ^ ,  y^^  t|/,  ainsi  que  leurs  déri- 
vées. On  y  parviendrait  ici  en  descendant  seulement  jus- 
qu'au troisième  ordre. 
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Equations  finies  des   ligues  et  des  surfaces  enveloppes. 


220.  Considérons  une  courbe  tracée  dans  le  plan  xy 
«l  dont  l'équation 

a  r=  o 

renferme  avec  les  coordonnées  a: ,  j-  un  paramètre  varia- 
ble â,  en  sorte  qu'on  ait 

Sî  Ton  donne  successivement  à  a  une  infinité  de  valeurs 
différentes,  l'équation 

représentera  l'une  après  l'autre  une  infinité  de  courbes 
«nveloppées  par  une  courbe  unique  dont  il  s'agit  de  trou- 
ver l'équation.  Pour  y  parvenir,  j'observe  d'abord  que 
si  l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

/(x,  7,  û)  =  o,    /(;r,  7-,  «-!-«)=  o, 

produit  la  suivante 

x[^y  r»  «)  =  o, 

cette  dernière  formule  résultera  aussi  de  l'élimination  de 
T.  I.  29 
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a  entre  les  deux  équations 

f{x,  y  y  a-^a,)=  o,     f{x,  y,  à)  =0, 

et  qu'en  conséquence  la  courbe  représentée  par  la  for- 
mule xip^t  yi^^^^  renfermera  les  poînto  d'îniersection 
de  la  cQurbe  représentée  par  Téquation  f{pc^  j-^  à)  =  o 
avec  celles  que  représentent  les  formules 

/{x,  7-,  fl  —  rt)  =  o,     /{xy  yya-hct)  =  o. 

Les  points  d'intersection  dont  il  s'agit  étant  évidemment 
très  rapprochés  l'un  de  l'autre  lorsque  a  est  très  petit ,  si 
dans  l'équation  x(p^^  J"?  ^)  =  <>  on  fait  a  =  o,  on  obtien- 
dra une  nouvelle  équation  de  la  forme 

qui  représentera  une  courbe  tangente  à  toutes  celles  qui 
répondent  à  la  formule  f{x^y^  a)  =  o,  et  qu'on  appelle 
là  ligne  d^étt'velopffe  de  toutes  ces  courfies.  U  reste  à  foirmer 
l'équation  "^{x^j)  =  o.  Or  si  l'on  désigne  par  e  un  nombre 
qui  soit  très  petit  avec  a ,  on  pourra  évidemment  donner 
aux  équations  fix-,  j^  a)  =0^  f{x^ j^,  a  +  a)  =  o ,  la 
forme  suivante  : 

fdu         \ 
\da         J 

On  peut  en  conclure  que,  pour  obtenir  la  formule 

il  suffira  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

du    . 
u  =  Oy     -7-  ±1  =  o. 
da 

Si  dans  ces  dernières  on  fait  a  =  o,  et  par  suite  €  =  o, 
eUes  deviendront 

du 
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'€t  rélimination  de  a  produira  Téquation  de  la  courbe  en- 
veloppante. 

Au  reste ,  on  peut  s'assurer  directement  que  les  deux 
courbes  représentées  par  l'équation  w  =  a,  i®  quand  on 
suppose  a  constant ,  tP  quand  on  prend  pour  a  une  fonc- 
tion de  X  et  j^  déterminée  par  la  formule 

du 

se  touchent  dans  tous  les  points  qui  leur  sont  communs. 
En  effet ,  pour  tous  <ies  points  les  valeurs  de  -^  tirées  des 

équations  des  deux  courbes  sont  évidemment  les  mêmes  et 

j         -  .         ,         ,       du       du  dy 

sont  données  par  une  même  équation  j~  +  ^  ^  =  o- 

Applications.  Si  à  la  courbe  qui  a  pour  équation 

<m  mène  par  le  point  dont  Tabscisse  est  a:,  une  tangente 
et  une  normale ,  les  équations  de  ces  deux  droites  seront 
respectivement 

V  —  (p  (:f)  —  (f  —  a?)  ^'  (x)  =  o  , 
î  —  0?  4-  [v  —  (p[x)\  <p'  (^)  =  o. 

Par  suite  la  tangente  et  la  normale  qui  répondent  au  point 
dont  l'abscisse  est  a  seront  représentées  par  les  deux 
équations 

f  _-  fl  _(_  [j—  (p(«)]  (p'(a)  =  o. 

Si  entre  la  première  de  ces  équations  et  sa  dérivée  prise 
par  rapport  à  a ,  savoir. 


f  — a  =  o, 


^9 
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on  élimine  la  constante  a,  on  obtiendra  la  formule 

qui  représente ,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  la  courbe 
proposée.  Au  contraire,  si  entre  Téquation 

1  f  —  A  4-  t  r  —  (f>{a)]  (p'  (a)  =  o 

et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  û,  savoir, 

on  élimine  la  constante  a ,  on  obtiendra  l'équation  non 
plus  de  la  courbe  proposée ,  mais  de  sa  développée. 

i*'  Exemple  :  Si  par  le  point  dont  Fabscisse  est  a,  on 
mène  une  tangente  au  cercle  représenté  par  la  formule 

Féquation  de  cette  tangente  sera   * 

ax  -h  X  l/p  »  —  fl  »  =  p  », 

Si  Ton  élimine  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  a,  savoir, 

«r 

V^P^  —  a^ 

on  trouvera  l'équation  du  cercle. 

2^®  Exemple,  Trouver  l'enveloppe  des  ellipses  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme 

quand  on  suppose  a  +  b  =  K. 

Solution,  Si  l'on  différentie  l'équation  par  rapport  à  la 
quantité  a,  en  regardant  b  comme  fonction  de  «,  on  aura 

-5  rfû  H-  —•  db  =  o. 
a^  b^ 
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D  ailleurs  a  •+■  6  =  K  donne  da  -^  db  =z  o.  Donc 

doiic 

^  =  K'    fr=è     «'■    (K)+(èj  =  '- 
221 .  Considérons  la  surface  représentée  par  Téquation 

f{x,  y,  z,  «)  =  p, 

qui  renferme  avec  les  coordonnées  x ,  y ,  z^  la  constante 
arbitraire  a.  Si  l'on  fait  varier  cette  constante,  la  surface 
dont  il  s'agit  changera  de  position ,  souvent  même  de 
forme ,  et  traversera  un  espace  terminé  par  une  seconde 
surface  qui  touchera  sans  cesse  la  surface  mobile.  Cette 
seconde  surface  est  ce  qu'on  nomme  la  surface  enveloppe^ 
tandis  qne  les  diverses  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion f{pc^  y^  Zj  a)  =  o  et  correspondantes  aux  diverses 
valeurs  de  la  constante  a ,  sont  ce  qu'on  appelle  les  ew- 
i^eloppées. 

Si  dans  l'équation  /  (x,  j^  z^  a)  ==o  on  attribue  suc- 
cessivement à  la  constante  arbitraire  trois  valeurs  diffé- 
rentes ,  mais  très  rapprochées ,  par  exemple 


a  —  fit,     a  y     û-i-(«. 


ûc  désignant  une  quantité  infiniment  petite ,  on  obtien- 
dra trois  enveloppées  très  voisines,  et  celle  du  milieu 
coupera  les  deux  autres  suivant  deux  courbes  comprises 
dans  une  même  surface,  dont  l'équation  sera  produite 
par  l'élimination  de  la  constante  a  entre  les  deux  formules 

/(x,  /,  3,  a)  =  o,    /{x,  y,  Zy  a-\-»)=  o. 
En  effet,  soit 

Xii-^y  J'y  h'')=0 
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Téquatian  dont  il  s'agit.  La  même  éqaation  résulter»  evir\ 
corc  de  Félimination  de  a  entre  les  deux  formules 


/(^>r>  2^>  ûf  — «>  =  o,    /{x, X,  Zy  a)  =  o. 

Si  Ton  fait  converger  a  vers  la  limite  zéro,  les  deux 
surfaces  se  rapprocheront  de  plus  en  plus,  et  la  surface 
représentée  par  Féquation  ^Çx^y^z^  ce)  =  o  finira  par 
devenir  tangente ,  quel  que  soit  a ,  à  l'enveloppée  repré- 
sentée par  l'équation  f(x^  j^  z,  a)  =  o.  Donc  à  la  li- 
mite ,  c'est-à-dire  lorsqu'on  supposera  a  =  o ,  l'équation 
;t  (a: ,  y ,  ^)  =  o  deviendra  précisément  Féquation  de  la 
surface  enveloppe. 

Observons  maintenant  que,  si  l'on  désigne  par  u  la 
fonction  f{x ,  j^,  z^  a),  et  par  e  une  quantité  infiniment 
petite ,  Içs  équations  f  {oc^j^  ^,  a)  =  o,  /{x^y^  z  -f- a)  =z o 
deviendront 

'du 


ttzzzo,     a -h  «  (  — in  I  )  =  o. 

Lorsque  dans  celles-ci  on  suppose  a  =  o ,  elles  se  rédui- 
sent à 

du 

C'est  donc  entre  ces  dernières  qu'on  devra  éliminer  a 
pour  obtenir  Féquation  de  la  surface  enveloppe. 

Au  reste ,  il  est  facile  de  s'assurer  à  posteriori  que  les 
deux  surfaces  représentées  par  Féquation  u  =o,  i°  dans  le 
cas  où  Fon  attribue  à  la  quantité  a  une  valeur  constante; 
2°  dans  le  cas  où  Fon  considère  a  comme  une  fonction  des 

variables  x,j",  z  ^  assujétie  à  vérifier  la  formule  — -  =  o, 

sont  tangentes  Fune  à  l'autre  dans  tous  les  points  qui  leur 
sont  communs.  Eu  effet,  la  direction  de  la  normale  aune 
surface  courbe  pour  le  point  (x, y,  z)  se  trouve  détermi- 
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née  par  les  valeurs  des  coefficients  difierentiels 

dz  dz 

D'ailleurs  on 'tire  de  l'équation  m  =  o,  en  supposant  a 
constant , 

du  du 
1_  n  — 

dx  dz 

du  du 


:ïz  +  y':îr=0' 


jT. +  î:ïr  =  «; 


puis ,  en  supposant  a  variable  et  fonction  de  x,  y. 


du,  du       du  du 


dx    '       dz       da  dv  ' 

I 

du  du       du  du 


df    '        dz        da  dy 

Les  valeurs  de  ^  et  de  ijr  seront  donc  données  pour  un 
point  situé  sur  la  surface  enveloppée  par  les  premières 
valeurs  de  /?  et  de  ^ ,  et  pour  un  point  situé  sur  la  surface 
enveloppe,  par  les  secondes,  qui,  en  vertu  de  l'équation 

—  =  o,  se  réduisent  aux  deux  précédentes.  Donc,  pour 

tout  point  situé  à  la  fois  sur  les  deux  surfaces ,  les  quan- 
tités p  et  q  obtiendront  précisément  les  mêmes  valeurs  *, 
d'où  il  résulte  que  ces  surfaces  se  toucheront  dans  tous  les 
points  communs  à  l'une  et  à  l'autre. 

222.  Revenons  aux  deux  courbes  d'intersection  de  l'en- 
veloppée  qui  correspond  à  l'équation  f(x^y^  z,  «)  =  o 
avec  celles  que  représentent  les  équations 

/(^>r>  25«  — «)  =  o     et    /(x,/,  z,£3r  H-«t)  z=o. 

Lorsqu'on  passe  aux  limites  en  faisant  évanouir  a,  ces 
deux  courbes  se  confondent  en  une  seule  qui  est  la  courbe 
de  contact  de   l'enveloppée  représentée   par  l'équation 
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f{x^y^  z,  a)  =  o  avec  la  surface  enveloppe.  Celte  courbe 
de  contact  est  ce  qu'on  nomme  la  caractéristique.  Pour 
former  ses  équations,  il  suffira  de  poser  ce  =  o  dans  les 
formules 

on  obtient  alors,  comme  on  Ta  prouvé,  les  équations 

« 

du 
u  =  Oy     -r-  =  o. 
da 

Donc  ces  dernières ,  lorsqu'on  y  considère  a  comme  cons- 
tant, sont  les  équations  mêmes  de  la  caractéristique.  Si 
l'on  y  donne  successivement  à  la  constante  a  diverses 
valeurs,  on  obtiendra  diverses  caractéristiques  tracées 
sur  diverses  enveloppées. 

Les  courbes  d'intersection  de  l'enveloppée 

/[xyXyZ,  a)=o 
avec  les  deux  enveloppées  que  représentent  les  équations 

/{^yfy^y^-^  «)  =  Q,      /(^,  J,  «,«  —  «)  =  O, 

se  coupent,  en  général,  en  un  point.  Les  coordonnées  de 
ce  point  se  trouvent  déterminées  par  les  trois  équations 

/{^,X,^ya  —  ct)  =  Oy.  /  (x,  j,  z,  a)  =  o,    /(x,j,z,âE-h  a)  =  q, 

que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit, 

du      ct^  fd^u 


du  •    u,^  /d^u  _,      A 

da        a  \da^  J  * 

e,  e'  désignant,  ainsi  que  a,  des  quantités  infiniment  pe- 
tites. On  peut  encore^  à  ces  équations,  substituer  les 
suivantes: 

du       etfd^u_.\  d^u    ,    tdbt' 

u:=zO.      — 1 [- itlÉU^O, dt =  o. 

'     da       i\da^         I        '      da^  2 
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Si  maintenant  on  passe  aux  limites  en  faisant  évanouira, 
les  équations  qui  précèdent  deviendront 

du  d*u 

U=  Oj       —-  =  0,     —, —  ==  G. 
'       da         '     da* 

Ces  dernières  déterminent  ce  qu'on  peut  appeler  le  point 
commun  à  la  caractéristique  représentée  par  les  équations 

M  =  o,  —  =  o ,  et  à  une  caractéristique  infiniment  voi- 
sine. Il  existe  un  point  de  cette  espèce  sur  chaque  en- 
veloppée. La  suite  des  points  semblables  correspondants 
aux  diverses  enveloppées,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
aux  diverses  valeurs  de  a,  constitue  sur  la  surface  en- 
veloppe, une  certaine  courbe  à  laquelle  on  a  donné  le 
nom  d'arête  de  rebroussement.  Pour  obtenir  les  deux 
équations  de  cette  courbe  en  a: ,  y ,  ^ ,  il  suffit  évidem- 
ment d'éliminer  la  constante  arbitraire  a  entre  les  trois 

équations 

du  d*u 

.  Donc  les  équations  m  =  o ,  -j-  =  o ,  qui   représentent 

une  caractéristique  particulière,  lorsqu'on  y  suppose  la 
quantité  a  constante ,  représentent  au  contraire  l'arête  de 

rebroussement,  si  l'on  attribue  à  cette  quantité  une  va- 

d^u 
leur  variable  propre  à  vérifier  l'équation  -r^  =  o. 

Comme  dans  les  deux  hypothèses  les  équations  a  =  o, 

—  =  o  fournissent  les  mêmes  valeurs  de  dx ,  djr^  dz ,  ou 

plutôt  les  mêmes  valeurs  des  rapports  —,  —,  nous  de- 

vons  conclure  que  tout  point  commun  à  l'arête  de  re- 
broussement et  à  une  caractéristique,  est  pour  ces  deux 
courbes  un  point  de  contact. 
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223.    i'^  application  :  Surface  cylindrique  droite  à 
base  circulaire. 

CoDsidérons  le  cercle  représenté  par  la  formule 

X*  -h  X*  =  P% 

et  tracé  dans  le  plan  xy.  Si  par  le  p<Hnt  donl  Fabscisse 
est  a ,  on  mène  une  tangente  à  cecerde,  et  par  cette  tan- 
gente un  plan  perpendiculaire  au  plan  xjr,  ce  plan  aura 
pour  équation  Téquation  même  de  la  tangente ,  savoir , 

ax  -h  rV^P*  — «*  =P*- 

Si  l'on  fait  varier  la  valeur  de  a,  le  plan  se  mouvra  de 
manière  à  toucher  constamment  la  surface  cylindrique 
droite  qui  a  pour  base  le  cercle  donné.  Donc ,  en  vertu 
des  principes  ci-dessus  établis ,  l'équation  de  cette  surface 
cylindrique  devra  résulter  de  l'élimination  de  la  cons- 
tante a  entre  la  formule  ax •+'jr  k  p ' — a*  =  p*,etsa dé- 
rivée prise  par  rapport  à  la  quantité  a.  Cette  dérivée 

étant  X ,  =  o,  l'élimination  donne  pour  ré- 

sultat  x^  -h y*  =  p*5  comme  on  devait  s'y  attendre. 
Dans  le  cas  présent ,  la  caractéristique  représentée  par 

les  équations  ax  -^-y  l/p*  —  a*  =  p^-,  x — 

sera  la  droite  verticale  qui  résulte  de  l'intersection  de 
deux  plans  infiniment  voisins  menés  par  deux  tangentes 

perpendiculairement  au  plan  xy . 

Comme  les  droites  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles ,  il  n'y  aura  pas  d'arête  de  rebroussement. 

2"*®  application  :  Surface    cylindrique   à  base   quel- 
conque. 

Considérons  un  plan  parallèle  à  l'axe  des  z  et  repré- 
senté par  Féquation  y  =  ax  +  b.  Si  Ton  fait  varier  les 


"•^        -o. 


V/p»  — a« 
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constantes  a  et  b^  ce  plan  deviendra  mobile;  et  la  loi  de 
son  mouvement  sera  déterminée  ai  Ton  établit  une  rela- 
tion entre  les  deux  constantes ,  en  supposant  par  exemple 
b  =  (fia).  Dans  cette  hypothèse,  le  plan  mobile,  dont 
l'équation  prend  la  forme  j^  =  ax  +  ç  (a),  touchera  cons- 
tamment une  surface  cylindrique  qui  pourra  elle-même 
être  représentée  par  l'équation^  =  ax  -|-  y  (a),  pourvu 
que  l'on  attribue  à  la  quantité  a ,  non  plus  une  valeur 
constante ,  mais  une  valeur  variable  propre  à  vérifier  la 
dérivée  de  l'équation^  =  ax  -|-  (f(a)  prise  rçlativement 
à  cette  quantité,  savoir,  x  -f-  ç'(a)  =  o. 

Pour  chaique  valeur  particulière  de  a,  les  équations 
y  =  ax  -{-  (f(à)  et  a:  -I-  <]>'(«)  ==  o  réunies,  détermineront 
une  caractéristique  qui  sera  évidemment  une  droite  pa- 
rallèle à  l'axe  des  z.  Cette  droite,  comprise  tout  entière 
4ans  la  surface  cylindrique,  se  confondra  évidemm^t 
avec  la  génératrice  de  cette  surface. 

Comme  les  diverses  caractéristiques  seront  des  droites 
parallèles ,  il  n'y  aura  pas  d'arête  de  rebroussement. 

224.  3"*®  application  :  Surface  développable . 

Considérons  maintenant  un  plan  quelconque  repré- 
senté par  l'équation  z  =  ax  +  by  -\-  c.  Si  l'on  fait 
varier  les  constantes  a,  i,  c,  mais  en  établissant  des  rela- 
tions entre  ces  constantes,  par  exemple,  en  supposant 
b  =  9(^)5  c  =  ^^(a)  ,le  plan  deviendra  mobile ,  et  la  loi 
de  son  mouvement  sera  complètement  déterminée  par  la 
nature  des  deux  fonctions  y  et  y^.  La  surface  à  laquelle  le, 
plan  restera  tangent  dans  toutes  ses  positions  sera  ce  qu'on 
nomme  une  surface  développable.  D'après  son  mode  de 
formation ,  il  est  clair  que  le  plan  mobile ,  supposé  flexible, 
et  inextensible,  pourra  s'appliquer  et  se  plier  sur  elle, 
sans  duplicature  ni  solution  de  continuité,  et  récipro- 
quement qu'on  pourra ,  sans  briser  la  surface ,  l'appliquer 
et  la  développer  sur  ce  plan.  La  caractéristique  de  la  sur- 
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face ,  qu'on  peut  aussi  nommer  sa  génératrice ,  ne  sera 
autre  chose  que  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  in-< 
finiment  voisins.  Les  équations  de  cette  droite  seront  l'é- 
quation même  du  plan  mobile ,  savoir , 

et  sa  dérivée,  prise  relativement  à  la  constante  a,  savoir  , 

L'élimination  de  la  constante  a  entre  ces  deux  équa- 
tions donnera  pour  résultat  l'équation  même  de  la  suiv 
face  développable. 

Si  Ton  différentie  de  nouveau  l'équation 

par  rapport  à  la  quantité  a,  on  trouvera 

Les  trois  équations 

z=ax  -f-r?(a)  +  z  (a),     o  =  x  -(-/«•'(a)  -f-  x  '(«)» 

déterminent,  pour  chaque  valeur  particulière  de  a,  un 
point  situé  sur  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  dé- 
veloppable. Si  entre  les  mêmes  formules  on  élimine  « , 
on  obtiendra  précisément  les  deux  équations  de  cette  arête 
de  rebroussement.  Ajoutons  que  si  l'on  effectue  d'abord 
l'élimination  entre  les  formules  z  =  ax+y(f(a)  +  xW? 
o=x+y(f'(a)+)(^'(a)^  on  trouvera  pour  première  équa- 
tion celle  de  la  surface  développable,  qui  passe  eifecli- 
vement  par  l'arête  dont  il  s'agit. 

On  peut  remarquer  encore  que,  pour  chaque  valeur 
particulière  de  a,  l'équation  o  =  x  -{-J^fip)  +  X^'W 
représente  un  plan  perpendiculaire  au  plan  xy  et  pas- 
sant par  une  caractéristique.  Tous  les  plans  de  cette  es- 
pèce touchent  évidemment  une  certaine  surface  dévelop- 
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pable ,  et  pour  former  réqnation  de  cette  seconde  surface 
il  suffit  d'éliminer  a  entre  la  formule 

et  sa  dérivée  relative  à  la  quantité  a ,  c'est-à-dire  entre 
les  formules 

D'autre  part  il  est  clair  qu'en  opérant  ainsi  on  obtien- 
dra une  seconde  équation  de  l'arête  de  rebroussement. 
Donc  cette  arête  est  précisément  la  ligne  d'intersection 
des  deux  surfaces  développables. 

A  la  formule  z  =  ax  -|-j^9(a)  -|-;^(a)  on  pourrait  subs-  ^ 
tituer  l'équation  générale  du  plan  osculateur  d'une  courbe 
donnée,  ou  du  plan  normal  à  cette  courbe.  Soient 

les  deux  équations  de  la  courbe,  et  désignons  par  |,  >?,  ^ 
les  coordonnées  variables  du  plan  osculateur  ou  normal. 
L'équation  du  plan  osculateur  sera 

ou  plus  simplement 

(i-:t)[,p'(x)x''(x)-<p"is)x^(^)]-(,~f)x"ir}  +  {i:-z)^'{x)  =  o, 
tandis  que  l'équation  du  plan  normal  sera 

{i-^x)dx  -h(jï  —  7)1/7  -h  (Ç—  z)dz  =  o, 

ou ,  0n  d'autres  termes , 

I  —  j:  -f-  [u  —^{x)]<p'{x)  H-  [C— a;W];c'W  =  o. 

En  conséquence ,  les  plans  osculateur  et  normal  ^  menés 
par  le  point  dont  l'abscisse  est  a ,  auront  pour  équations 
respectives 
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et 

ê  — û  -h  [«  — (p(«)]^'a  4-  [Ç—  x{a)]z'{a)  =  à. 

Cherchons  maintenant  la  surface  dëveloppable  qui  tou^^ 
che  constamment  le  plan  osculateur.  La  caractéristique  de 
cette  surface  sera  représentée  par  Téquation 

(f-«)[^'(«)K"(a)-9"(«)A/(«)]-[,-<F(«)];c''W-f-K->{(«)]«'"(«)  = 

ec  par  la  dériv-ée  de  cette  équation  prise  relativement  à  la 
quantité  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  deux 
formules 

Or  ces  deux  équations  équivalent  aux  deux  suivantes 

(f  —  a)(f>'{a)  —  [>!  —  (Pia)]  =  o, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  à  la  seule  formule 

Donc  la  caractéristique  de  la  surface  développable  se  con- 
fond avec  la  tangente  à  la  courbe  donnée.  D  est  aisé  d'en 
conclure  que  Tarète  de  rebroussement  de  cette  surface  se 
confond  avec  la  courbe  elle-même.  C'est  aussi  ce  que  dé- 
montre le  calcul.  En  effet,  les  coordoimées  d'un  point 
quelconque  de  l'arête  de  rebroussement  doivent  satisfaire 
non-seulement  aux  équations 

(I  -  a) ^'{a)-[,  -  ?{«)]  =  o ,  (f  -  «)  a;'  W-[C  -  «(«)]  =  0  ; 

mais  encore  aux  dérivées  de  ces  équations  prises  relative- 
ment à  la  quantité  a.  Or  ces  dérivées  se  réduisent  l'une 


1 
\ 

\ 

\ 
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et  l'autre  à 

i  —  fl  =  o. 

Si  entre  cette  dernière  formule  et  les  équations 

(f  —  a)(p'(a)  —   [v  —  <f>ia)]  =  o, 
(i  ^  aU^(a)^  [Ç   -  x(^)]  =  o, 

on  élimine  a ,  on  obtiendra  les  deux  suivantes 

c'est*à-<iire  précisément  les  équations  de  la  courbe  don- 
née. Quant  à  l'équation  même  de  la  surface  dév^lof^Me 
qui  touche  constamment  le  plan  osculateur  ^  il  est  clair 
qu'elle  résultera  de  l'élimination  de  la  oonstante  a  entre 
les  formules 

(f  —  a)4>'{i^)  —  [y  —  (p{a)]  =  o, 

(f-  «);(;'W-[Ç  -zia)]  =  o, 

Passons  à  la  recherche  de  la  surface  développable  qui 
touche  ooiistammefit  le  plan  normal.  La  caractéristique 
de  cette  surface  est  représentée  par  l'équatioa 

jointe  à  sa  dérivée 

Or,  on  satisfait  à  ces  mêmes  formules  en  prenant  pour 
ç ,  '»} ,  ^  lés  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculate^ir  de 
la  courbe  proposée.  Donc  ce  centre  §e  trouve  situé  sur  la 
droite  avec  laquelle  se  confond  la  caractéristique  de  la  sur- 
face développable.  J'ajoute  que  cette  caractéristique  et  le 
rayon  du  cercle  osculateur  se  coupent  à  angles  droits.  En 
eflfet,  si  par  le  point  qui  sur  la  courbe  a  pour  abscisse  la 
quantité  a ,  on  mène  une  parïiUèle  à  la  caractéristique  de 
la  -surface  développable ,  cette  parallèle  sera  représentée 
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par  les  deux  équations 

ou,  ce  qui  revient  au  même ,  par  la  formule 

?  — « y  — fi"}  _  C  —  x(f) 

Donc  cette  parallèle  sera  perpendiculaire  au  plan  oscula-** 
'  teur,  et  par  suite  au  rayon  du  cercle  osculateur,  autrement 
nommé  rayon  de  courbure ,  ce  qui  entraîne  la  proposi- 
tion énoncée. 

Si  entre  les  équations 

on  élimine  la  quantité  a ,  on  obtiendra  précisément  Té- 
quation  de  la  surface  développable  qui  touche  constam- 
ment le  plan  normal.  Cette  équation  appartiendra  en 
même  temps  à  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface ,  et 
pour  obtenir  une  seconde  équation  de  cette  arête  ,  il  suf- 
fira d'éliminer  de  nouveau  la  quantité  a  entre  l'équation 

et  sa  dérivée  prise  relativement  à  cette  quantité ,  savoir  : 

3[9'  («)*"(«)  +x'i'')x"  (°)1=['»-^(«)1^»-hK  -;»:(«)]*;». 

Nous  avons  vu  que  si  x^  y^  z  représentent  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  de  la  développante,  et  Ç,  >?,  Ç 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  développée, 
on  a 
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Par  conséquent  si  Ton  élimine  x^y^  z  entre  ces  dernières 
et  les  formules  j^=y(jî),  z=;^(a:),  on  obtiendra  en  Ç,  yj,  Ç, 
l'équation  de  la  surface  sur  laquelle  se  trouvent  situées 
toutes  les  développées  de  la  courbe  représentée  par  ces 
mêmes  formules. 

Or  l'élimination  dont  il  s'agit  donne  évidemment 
le  même  résultat  que  celle  de  la  quantité  a  entre  les 
formules 

f  -  «  -H  [j-  —  <P(«)]  <P'(«)  -H[Ç  —  a;  W]  x'{^)  =  o , 

Donc  la  surface  développable  qui  touche  constamment  le 
plan  normal  à  une  courbe  quelconque,  est  en  même  temps 
le  lieu  de  toutes  ses  développées.  On  arrive  encore  aux 
mêmes  conclusions  par  les  considérations  suivantes. 

Si  l'on  fait  rouler  sur  une  surface  développable  le  plan 
tangent  à  cette  surface,  avec  plusieurs  droites  menées  par 
un  point  pris  à  volonté  dans  ce  plan,  pendant  que  le  point 
décrira  une  courbe  dans  l'espace ,  chaque  droite  tracera 
évidemment  sur  la  sui'face  une  développée  de  cette  courbe. 
Donc  la  surface  sera  le  lieu  de  toutes  les  développées,  et 
le  plan  tangent,  passant  par  les  tangentes  aux  dévelop- 
pées, ou,  en  d'autres  termes ,  par  plusieurs  droites  nor- 
males à  la  courbe  décrite,  se  confondra  nécessairement 
avec  le  plan  normal  à  cette  courbe. 

225.  4"^®  Application  :  Surface  qui  enveloppe  Tcspace 
parcouru  par  une  sphère  dont  le  rayon  demeure  cons- 
tant et  dont  le  centre  se  meut  sur  une  ligne  donnée. 

Supposons  d'abord  que  le  centre  de  la  sphère  se 
meuve  sur  l'axe  des  x  ;  si  l'on  désigne  par  a  l'abscisse  de 
ce  centre ,  l'équation  de  la  sphère  mobile  sera  de  la  forme 

et  si  à  cette  équation  on  joint  sa  dérivée  prise  relative- 
T.  I.  3o 
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ment  à  la  quantité  a ,  savoir, 

on  obtiendra  les  deux  équations  de  la  caractéristique  dé 
la  surface  enveloppe.  L'élimination  de  a  donne ,  pour 
réquation  de  cette  même  surface , 

donc  la  surface  enveloppe  sera ,  comme  on  devait  s'y  at- 
tendre, un  cylindre  droit  qui  aura  pour  axe  l'axe  des  x , 
et  pour  base  un  cercle  décrit  d'un  rayon  p  égal  à  celui  de 
la  sphère. 

Les  différentes  caractéristiques  étant  des  cercles  paral- 
lèles, compris  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des 
X,  il  n'y  aura  pas  d'arête  de  rebroussement. 

Supposons ,  en  second  lieu ,  que  le  centre  de  la  sphère 

se  meuve  sur  une  courbe  plane  tracée  dans  le  plan  xy. 
Si  l'on  désigne  par 

réquation  de  cette  courbe,  celle  de  la  sphère  mobile  sera 
de  la  forme 

(^  —  ay  H-  [7  —  <p{a)y  -h  z*  =z  p>; 

si  à  cette  équation  Ton  joint  sa  dérivée  par  rapport  à  a , 
savoir  : 

on  obtiendra  les  deux  équations  qui  représentent  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  qui  touche  constamment  la 
sphère  mobile  ,  et  que  l'on  nomme  surface  canal.  Enfin, 
si  aux  équations 

on  réunit  la  dérivée  de  la  dernière  par  rapport  à  a,  savoir, 

I  +  [<p  '(«)]*  -  [r  -  <?(«)]  ^  '(«)  =  o , 
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« 

on  aura  en  tout  trois  équations  qui  détermineront  les  co- 
ordonnées d'un  point  situé  sur  l'arête  de  rebroussemenl 
de  la  surface  canal.  L'équation  de  cette  surface  résultera 
de  l'élimination  de  a  entre  les  formules 

Quant  aux  équations  de  l'arête  de  rebroussement ,  il  suf- 
fira pour  les  obtenir  de  joindre  à  l'équation  de  la  surface 
canal  celle  que  l'on  obtient  en  éliminant  a,  entre  les 
deux  équations 

Cette  élimination  conduira  à  l'équation  d'une  surface 
cylindrique  verticale ,  dont  l'intersection  avec  la  surface 
canal  sera  précisément  l'arête  dont  il  s'agit. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  le  centre  de  la  sphère 
se  meuve  sur  une  courbe  à  double  courbure  représentée 
par  les  deux  équations 

la  sphère  mobile  ,  représentée  par  la  formule 

parcourra  un  espace  dont  l'enveloppe  sera  encore  une 
surface  canaL  De  plus ,  comme  la  dérivée  de  cette  der- 
nière équation  relative  à  la  quantité  a,  savoir, 

^ — «  -H  [r  —  <f («)]^'(«)  -4-  [2  —  xM]  X 'W  =  o , 

est  l'équation  même  du  plan  normal  à  la  courbe  décrite 
par  le  centre  de  la  sphère  mobile ,  il  est  clair  que  la  ca- 
ractéristique de  la  surface  canal  sera  précisément  le  cercle 
qui  résulte  de  l'intersection  de  ce  plan  normal  avec  la 
sphère.  Si  entre  les  formules 

(^— «)'-+- [r—^(«)P -+-[2— ajW?  =9\ 

.r  —  «  -+-  [  j  —  (p(«)]  ip'[a)  +  [z  —  xW^  X  '(«)  =  o, 

3o. . 
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on  élimine  a,  on  obtiendra  Téquation  de  la  surface  canaK 
Si  Ton  élimine  la  même  quantité  a  entre  Téquation 

X  —  û  H- [j  _  ^(fl)](p' (fl)-f- [z— A5(fl)] A5'(a)  =  o 
et  sa  dérivée  relative  à  a,  savoir, 

on  obtiendra  Féquation  de  la  surface  développal>lQ,  que 
touche  constamment  le  plan  normal  à  la  courbe  des  cen- 
tres. Enfin,  toutes  les  fois  que  la  surface  canal  sera  ren- 
contrée par  la  surface  développable ,  la  courbe  d^intersec- 
tion  de  ces  d'eux  surfaces  sera  Farète  de  rebroussement 
de  la  première. 
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w 

Bquatioiis  aux  dérivées  parlioUes  des  surfaces  cuveloppécb  cl  des 

surfaces  envol oppcs. 


226.  Considérons  la  surface  représeutée  par  Téqua- 
tion  u  =  o ,  et  supposons  d'abord  que  la  fonction  u  ren- 
ferme ,  avec  les  coordonnées  a: ,  j',  z ,  les  deux  paramè- 
tres a  et  t  =  (f{(i) ^  en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 

Si  l'on  fait  varier  la  constante  a,  la  surface  dont  il  s'agit 
deviendra  mobile ,  et  parcourra  un  espace  dont  Tenve- 
loppe  sera  une  nouvelle  surface  représentée  par  l'équation 
qui  résulte  de  l'élimination  de  a  entre  les  deux  suivantes 

du 

UZ=Z    Oy  ---    =     o. 

da 
Cela  posé,  on  reconnaît  facilement  que  les  équations 


du         du  du        i  du 


/du 


appartiennent  à  l'une  des  surfaces  enveloppées,  loi^u'on 
attribue  à  la  quantité  a  une  valeur  constante ,  et  à  la  sur- 
face enveloppe ,  lorsqu'on  attribue  à  la  quantité  a  une 

valeui*  variable  propre   à   vérifier  la   foimule  —  =  o. 
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Donc ,  si  entre  ces  trois  équations 

da  du  du  du 

on  élimine  a  et  y(a),  on  obtiendra  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  en  x^y^  z^p^q^  qui  appartiendra  en 
même  temps  à  la  surface  enveloppe  et  à  chacune  des  sur- 
faces enveloppées. 

Exemple  :  Supposons  que  la  surface  représentée  par 
l'équation  m  =  o  soit  une  sphère  dont  le  rayon  p  de- 
meure constant  et  dont  le  centre  se  meuve  sur  une  courbe 

comprise  dans  le  plan  xj.  L'équation  u  =  o  sera  de  la 
forme 

(ar  —  ay  -h  [r  —  (p(«)]*  -h  z*  =  /^'. 

Dans  la  même  hypothèse,  les  deux  dernières  équations 
du  du  du  du 

se  réduiront  à 

Cela  posé,  l'élimination  de  «  et  de  y  («)  entre  les  formules 

{x  —  aY  -h  [jr  —  (p(a)]*  -h  3»  =  pS 
x  —  a  -\-pz  =  o,     X  —  Ç>(a)  -i-  qz=Oy 

produira  l'équation  aux  dérivées  partielles 

qui  appartiendra  non-seidement à  la  sphère  mobile,  mais 
encore  à  la  surface  canal  circonscrite  à  toutes  les  sphères. 
Supposons  maintenant  que  l'équation  u  =  o  renferme 
avec  les  coordonnées  x^y^  z ,  les  trois  paramètres 
a^  b  =  (f(a)  et  c  =  y^(a)^  en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 

u  =/[x,  x,z,  a,  (p{a) ,  pc(a)]. 


QUARANTIEME    LEÇON.  47 1 

Si  Ton  fait  varier  la  constante  a ,  la  surface  représentée 
par  l'équation-  z^  =  o  deviendra  mobile ,  et  pour  cette  sur- 
face mobile ,  ainsi  que  pour  la  surface  enveloppe  de  l'es- 
pace qu'elle  traverse,  les  valeurs  de  jr,  y,  ^^  /^^  7  satis- 
feront à  la  fois  aux  trois  équations 

du  du  du  du 

^     dx  dz  ^     dy  dz 

Supposons,  que  ces  mêmes  équations  étant  résolues  par 
rapport  aux  paramètres  a ,  ç(a)  et  -/J^a) ,  on  en  tire 

«  =u,  (?(«)  =  V,  x[à)=^yf, 

U,  V,  W  étant  fonctions  des  seules  variables  x^y\  z,  p^  q , 
et  par  suite 

On  pourra  donc  obtenir,  dans  le  cas  que  l'on  considère, 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  or- 
dre, dont  chacune  appartiendra  également  à  la  surface 
mobile  et  à  l'enveloppe  de  l'espace  qu'elle  parcourt.  Pour 
former  ces  mêmes  équations,  il  suffira  d'établir  une  liai- 
son arbitraire  entre  deux  quelconques  des  trois  quantités 
variables  U,  V,  W.  Par  conséquent,  chacune  des  équa- 
tions dont  il  s'agit  renfermera  une  fonction  arbitraire. 
Telles  sont  effectivement  les  fonctions  y ,  ;^,  t|/  dans  les  for- 
mules précédentes  :  V  =  ^(U),  W  ==  x(U),  W=  t|;( V). 
Au  reste,  comme  la  fonction  arbitraire  -^  (a)  peut  être 
censée  déduite  d'une  équation  de  la  forme 

la  caractéristique  w  indiquant  eHe-méme  une  fonction 
arbitraire,  il  est  clair  que  pour  la  surface  enveloppe  et 
pour  chacime  des  enveloppées,  les  valeurs  de  x^  j,  2,  /;,  /j 
satisferont   encore  à   l'équation    aux  dérivées    partielles 

w(TJ,V,W)=:o. 
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Cette  dernière  équation  comprend  les  formiîlcs. 

comme  cas  particuliers. 

Si  Ton  difTërentie  Tune  de  ces  équations 

V  =  ^(U),     W  =  ;t(U),     W=r4(V),    ,r(U,V,W)  =  a, 

1°  par  rapporta  x^  a°par  rapport  à  j^,  on  obtiendra  deux 
équations  qui  renfermeront  les  dérivées  des  fonctions 
(f,  jf ,  «p  ou  ny,  et  desquelles  on  pourra  déduire,  par  l'éli- 
mination de  ces  dérivées,  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Ainsi,  par  exemple,  en  diflfé^ 
rentiant  Féquation  V  =  9(^)5  ^^  V^^ rapport  kx^  2?  par 
rapport  à  j^,  on  trouvera 

dW  ^  dV     ^  dV        dV        fdV     dV        dV       dV  \  „,,, 


dji       dz  dp         dq  \dx        dz  dp         dq^    ) 

dW      dS         dV        dW        fdH      d\i        dii        d\i  \   ,,,,, 

et  Ton  aura  par  suite,  en  éliminant  ^'(Ij), 

/d\      d\         d\        dV  \fd}l      dV         dV        dV  \ 
\dx        dz  dp  dq   J\dy        dz  dp  dq  j 

_  (dV      dV         ^        ^\  (^      ^         ^        ^U  ' 
\dy       dz  dp  dq   J\dx        dz  ^       dp  dq    ] 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 

'V     ^v  \fdv     dv  \     fdy     dy  \;d\]     d\}  \ 

VdpKd^'^'d^^J      ^Vt/j"^"^VJ'^^L5^\^"^^'V~^\^"^' 
dNfdU      dH  \      dUf'dy      d\   \      d\5fd\      d\    \      dV/dV     dH 

— ( 1 <7 1 1 q  \-\ ' 1 p] ( 1 — 

dq\dy        dz     J       dq  \df        dz     )       dp  \dx        dz^ )      dp  \dx       dz 

{ày_d^  _dy_d^\        __    M  — 
\  ^  dq         dq  dp  J  ^  ' 
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La  formule  précédente  est  réquatlon  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  qui  appartient  en  même  temps  à  la 
surface  enveloppe  et  à  chacune  des  enveloppées.  Cette 
équation  ne  renferme  plus  de  fonction  arbitraire ,  et  elle 
a  cçla  de  remarquable,  qu'elle  est  linéaire  par  rapport  aux 
quatre  quantités  r,  5,  t ,  rt  —  5'. 

On  pourrait  tirer  immédiatement  des  équations 

du  du  du  du 

une  formule  équivalente.  En  effet,  si  Ton  différentie  la 
seconde  et  la  troisième  de  ces  équations,  i**  par  rapport 
à  0?,  2°  par  rapport  à  j ,  en  y  considérant  a  comme  une 
fonction  des  variables  xeij^  on  trouvera 

d^u  d*u  d^u   ^      du        /"  d*u  d*u\da 


Fa 


u  d*u  d*u  d*u  du  /  d*u  d*u\da 

'id^'^d^z'^'^lfydz^^'d^^^'^di^'^  \d^~^^d^)d^^^' 

f»a  d^u  d*u  d^u  du        /  d*u  d^'u^da 

d'^u  d*u  d^u    ^      du        /  d'u  d*u  \  da 

dy^         dydz  dz^  dz         \djrda      ^  dzdaj  dy"^ 

Or  on    conclura  des   quatre  équations    qui   précèdent, 
1°  en  combinant  la  première  avec  la  quatrième 


( 


d^u  d*u  d*u    ,        du  \  (  d^u  d^u  d^u  du 


dx^  dxdz  ^        ^*  ^         dz   J  \dy^  dydz  ^       dz*  ^  ^  dz 


__  (  dHL_  d*u\  /d'u  d*u\  da  da 

\dxda      P  dzdaJ  \dyda       ^  dzda  )  dxdy^ 

2^  en  combinant  la  seconde  avec  la  troisième , 

/  d^u         d*u  d^u  d^u  du  V 


yda-dy  "^  dxdz  "^  "^  dydz  ^  '^  dz^  ^"^ '^  dz^ 


\dxdq        '  dzda  )  \dyda        '  dzda  )  dx  dy 


4:4 

Otiai 


a  donc  par 


1  _d"B  da\rd'u  d^ii  __  d'u  dit; 

h'^^''d^'^'''d's)[d^~^''''^dl'^^'dt'   ~^'dci 


\dxdy 


î)  = 


!n  développant, 

\ax''^'^  d^di'^^  de')  \4y''^^''djdc^''   de')       \di^'^''drd:'^''iL:di^ 
■in!-    /d'u  dy_       ,d'u\         (d'u  d'u         d'u  d'u\        f-d'u  J'b 

di{S\^^'*''dyde''"' di')    '"\djrdx'*''''lrdi'^drdi~*~'"'di')~^\dr''^^''âldi'' 

Sous  «■etie  forme  on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  esi 
linéaire  par  rapport  aux  cpiatre  quantités  variables  r,  s.  t. 
ri — 5*.  Si  de  cette  dernière  formule  on  élimine  a,  <f(a)  et 
;((fl)  par  le  moyen  des  équations 


du 


du 


du 


dy 


+  H-. 


OD  obtiendra  entre  x,y^  z,p,  q,  r,  s,  t  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  qui  ne  différera  pas 
de  la  formule  déjà  obtenue- 

i"  Exemple.  Supposons  que  l'équation  «  ^  o  soit 
celle  d'im  plan  et  se  réduise  à  ^  ^  (ïj:+j-iji(a)  +  ^(a), 
les  formules 


-+P:i 


dr 


deviendront 


En  les  combinant  avec  l'équation 


OQ  en  conclura 


s  —  px  —  qr  . 


=  M 
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On  aura  donc ,  dans  le  cas  présent, 

Par  suite  les  valeurs  de  x^  y^  z  ^  p  ^  q  ^  relatives  soit  au 
plan  mobile,  soit  à  la  surface  qui  le  touche  constamment, 
vérifieront  les  équations  aux  dérivées  partielles 

9  =  <p(p).  ^—p^'-<iy=x{p)^  ^  —  p^  —  9f  =  4{^)y 

Si  Ton  différentie  la  première  de  ces  équations,  i°  par 
rapport  à  a:,  2**  par  rapport  à  jr^  on  en  tirera  successi- 
vement 

s  =r(i>'{p),      t  =  s(p'  (p), 

puis ,  en  éliminant  <p'  (^) , 

rt  =5*. 

Telle  est  Téquation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  qui  convient  à  toutes  les  surfaces  développables. 
Lorsque  dans  TéqUation 

a  =  0 

les  variables  x^y^z  sont  séparées ,  on  a 

d^u  d^u   d^u  

dfdz  '    dziix  '    dxdy 

et  par  suite  l'équation 

d^u         ^d^u\fd*u  d*u         ,</'w\        /  d*u  d*u  d^u  d^u\* 

''Pd^z-^^lP)W'^^'''à^'^'*d^)~\^ 
d*u  d^u        ,d*u\         /  d*u         d*u         d*u         d*u\       fd^u         d*u         d*u\~\ 

s^^^^^s^  drO'\d^4F^^d^z-^'^dnr^^'^drO'^\^^^ 
ta 

'm  d^ud^u  d*ud*u 


Y^  dy^  dz*  dz'  dx^ 

[fd^u     .      d*u\  d^u        fd^u  d^uW       fdu\^. 
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Si  Ton  suppose  en  outre  que  Téquation  u  =  o  soit  li- 
néaire par  rapport  k  x^y,  Zy  on  aura  encore 

d*u rf'a  d*u  _ 

^""^'     ^""^'     ^""^' 

ce  qui  réduit  Téquation  précédente  k  rt  —  j*  =0. 

2"*®  Exemple  :  Supposons  que  l'équation  u  ==  o  soU 
celle  d'une  sphère  décrite  d'un  rayon  constant  p ,  et  se  ré- 
duise à 

les  deux  formules 

du  du  du  du 

deviendront 

«— fl-f-[«— ;c(a)]/?  =0,     jr^(p(a)-\-[z^^{a)]q  =0. 

En  combinant  çelle-ci  avec  l'équation  de  la  sphère ,  on, 
trouvera 


"  =  ^'     ^-^-^^  =  ^'     ^-+-^^  =  ^' 


/^  î'  —  "  l/p»  4-  g*  -h  I 

et  par  suite 

/? 

Vp*-hq*-h  I 

On  aura  donc ,  dans  le  cas  présent , 


« 


—  <.-^  PP 


U  =x 


\/p^-hq^-hi' 


y=y^  P^ 


\^p^  -f-  y*  4-  1 
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Il  en  résulte  que  les  valeurs  de  x^j^  z^  p^  q^  relatives, 
soit  à  la  sphère  mobile ,  soit  à  la  surface  canal  qui  enve- 
loppe Tespace  traversé  par  cette  sphère,  vérifieront  les 
équations  aux  dérivées  partielles 


2± 


i=<'^î)' 


R  désignant,  pour  abréger,  le  radical  \^p^  +  9'  +  i  » 
Quant  à  Téquation 

ti*ad*u  d^u  d^u  d*u  d^u 

dx^  dy^       ^  dy^  dz^        ^  dz^   dx* 

r    fd^u  d*u\  d^a        fd^u  d*uW      fda^, 

elle  prendra ,  dans  le  cas  présent,  une  forme  très  simple. 
En  effet,  en  vertu  des  équations 

du         ,  .du        r  du 

d*u  d^u  d^u 


=  ^'  zrzi=^>  ;ât  =  *' 


r£r>""     '  dx*'~     '  dz 

elle  se  réduit  à 

Si  l'on  remet  au  lieu  de  z — -^(a)  sa  valeur  tirée  de  la  for- 


mule 


X --a  _  y—çtja)  __  g— x(g)  _.  ^ 


P  7  —  I  \/p^  -f-  ^a  -j.  ,  • 

et  quel'on  fasse,  pour  plus  de  commodité,  R=  k  ^*+^'+ 1  ^ 
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on  aura  définitivement 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

R.*  R. 

(/?*-f-^*4-i)— If:[(^*-hi)r— 2/7^jH-(/?*-f-i)r] hrt—s*=n, 

P  P 

On  obtiendrait  précisément  la  même  formule  en  subs- 
tituant dans  l'équation  qui  donne  les  rayons  de  courbure 
principaux 

(/?*-f-^'-hi)Q*=t[(/?^-M)r— 2/7^^-t-(^*+i)r]QH-rf— 5»=o, 

au  lieu  de  la  quantité  Q,  sa  valeur  ±:  —  tirée  de  l'équa- 
tion ifi  -  =  — -,  Or,  dans  l'équation  qui  donne  les  rayons 

de  courbure  principaux,  p  désigne  un  rayon  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure ,  tandis  que  dans  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  qui  précède,  p  désigne  le  rayon 
de  la  sphère  mobile;  donc  il  résulte  de  cette  formule, 
qu'en  chaque  point  de  la  surface  qui  enveloppe  l'espace 
parcouru  par  la  sphère  mobile ,  l'un  des  rayons  de  plus 
grande  ou  de  moindre  courbure  est  égal  au  rayon  de  la 
sphère  dont  il  s'agit. 

227,  On  peut  déterminer  les  fonctions  arbitraires  que 
renferme  l'équation  d'une  enveloppée,  de  manière  que  la 
surface  enveloppe  passe  par  des  directrices  données ,  ou 
soit  circonscrite  à  des  surfaces  données. 

Soit  toujours  H  =  o  l'équation  de  l'enveloppée  mobile, 
et  supposons  d'abord  que  la  fonction  u  renferme  avec  les 
coordonnées  x^j^z  les  deux  paramètres  a  et(j?(a).  Pour 
déterminer  la  fonction  y,  il  suffira  de  supposer  que  l'en- 
veloppe doit  passer  par  une  directrice  donnée  ou  être  cir- 
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consente  à  une  surface  donnée.  Soient,  dans  la  première 
hypothèse,  f^  =  o,  w  =  o,  les  équations  de  la  directrice. 
Cette  directrice  devant  être  tangente  à  chacune  des  enve- 
loppées -,  les  valeurs  de  dx^  dy^  dz^  tirées  de  ses  équations, 
devront  satisfaire  à  la  différentielle  de  l'équation  m  =  o, 
et  par  suite  on  aura ,  pour  chaque  point  de  la  directrice , 
non-seulement  les  équations  m  =  o,  1^  =  0,  1^  =  0,  miais 
encore  la  formule 

\>  dw        du  dv  dw       du  dv  dw      du  dv  dw       du  dv  dw       du  dv  dw 


y  dz        dx  dz  dy        dy  dzdx       dy  dx  dz        dz  dx  dy        dz  dy  dx 

Si  entre  ces  quatre  équations  on  élimine  x^  y^  z,  on  ob- 
tiendra une  équation  de  condition  entre  a  et  <p(«),  que  je 
représenterai  par  A  =  o ,  et  qui  déterminera  la  forme  de 
la  fonction  (p.  Si,  à  l'aide  de  cette  équation  de  condition, 
on  élimine  de  la  fonction  m=o  le  paramètre  y  {a) ,  l'équa- 
tion résultante  représentera  une  surface  déterminée  pour 
chaque  valeur  particulière  de  la  quantité  a ,  et  en  faisant 
varier  cette  quantité,  on  aura  une  surface  enveloppe  éga- 
lement déterminée. 

Supposons  maintenant  que  l'enveloppe  doive  être  cir- 
conscrite à  une  surface  donnée  représentée  par  l'équation 
P»  =  o.  Cette  dernière  surface  sera  tangente  à  chacune  des 
enveloppées,  et,  comme  deux  surfaces  qui  se  touchent  en 
un  point  ont  nécessairement  en  ce  point  la  même  nor- 
male, il  est  clair  que  les  coordonnées  x^  y^  z,  du  point 
de  contact,  vérifieront  non-seulement  les  équations  m=o, 
V  =  o ,  mais  encore  la  formule 


■=z  o. 


du 

du 

du 

M — 

dx 

dy 

dz 

dv    ^ 

dv 

dp' 

dx 

dy 

dz 

Si  entre  ces  quatre  dernières  équations  on  élimine  x^y^  z< 
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on  obtiendra  encore  une  équation  de  la  forme  A  =  o ,  A 
étant  une  fonction  des  deux  paramètres  a  et  f (a).  La  nature 
de  la  fonction  <p  étant  déterminée  par  la  formule  A  =  o, 
on  achèvera  le  calcul  coûime  dans  l'hypothèse  précédente. 
Si  l'équation  m=o  renfermait  trois  paramètres  a ,  <p(a)  et 
jf(a),  alors,  pour  déterminer  les  deux  fonctions  <p  et  pf ,  il 
faudrait  connaître  deux  directrices  de  la  surface  enveloppe, 
ou  deux  surfaces  courbes  auxquelles  cette  surface  enve- 
loppe doit  être  circonscrite.  En  opérant  comme  ci-dessus, 
I®  pour  la  première  directrice ,  ou  la  première  surface 
courbe  donnée  \  a^  pour  la  seconde  directrice ,  ou  la  se- 
conde surface  courbe^  on  obtiendrait  deux  équations 

A  =  o ,       B  =  o, 

dont  les  premiers  membres  A  et  B  renfermeraient  seule- 
ment les  trois  paramètres  a,  9(û),x(^)*  ^^*  deux  équations 
suffiraient  donc  à  la  détermination  des  fonctions  (p  et  y^. 

La  même  méthode  peut  être  évidemment  étendue  au 
cas  où  l'équation  w  =  o  renfermerait  plus  de  trois  para- 
mètres dépendants  les  uns  des  autres. 

228.  Cherchons  par  cette  méthode  l'équation  de  la 
surface  développable  qui  passe  par  deux  directrices  don- 
nées. Désignons  par  a:i ,  j^i ,  z^  les  coordonnées  de  la  pre- 
mière directrice,  et  par  x^^y^^  z,  celles  de  la  seconde. 
Soient  1^1  =  0,  tvi  =  o ,  les  équations  de  la  première  di- 
rectrice, et  P'î  =  O9  '»*'s  =05  celles  delà  seconde.  Enfin, 
concevons  que  les  points  (x^ ,  j, ,  Zj),  (oTs,  j,,  z,),  se 
trouvent  sur  une  même  caractéristique  ou  génératrice  de 
la  surface  développable,  et  dé^gnons  par  x^j^z  les  coor- 
données variables  de  cette  génératrice.  Le  plan  qui  tou- 
chera la  surface  développable  suivant  cette  génératrice , 
passera  par  les  tangentes  aux  deux  directrices.  Par  suite, 
si  la  perpendiculaire  à  ce  plan  forme  avec  les  axes  les  angles 
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k,  jtz,  V,  on  aura  simultanément 

(Xj  —  j:a)C0SA-f-(j,  —  y'i)C0SfC-\-  (Z,  — 22)cOS»  1=  O, 
COSA^Xi  4-  COS^Jt  H-  COSFcfz,  =r  o, 
cosxdx^t  H-  cos^^/a  -f-  COS»  JZj  =  o. 

On  en  conclura 

(z,  —  Zj)  (dxjdjr^^dx^djr^)  =  o. 


Celte  dernière  équation,  lorsqu'on  y  substitue  pour 
rfj:, ,  rf^o  dz^^  r/xs,  ^/^2,  ^^^9,  leurs  valeurs  tirées  des 
formules  i^,  =  o ,  w,  =  o ,  i^i  =  o ,  w»  =  o ,  établit  une  rela- 
tion nojivelle  entre  les  six  coordonnées  x,, y  „  Zi^x^yj^^  z^. 
Si  aux  formules  précédentes  ou  réunit  les  équations  de 
la  génératrice  de  la  surface  développable ,  lesquelles  se 
trouvent  compiîscs  dans  la  formule 


x^Xj  __  /-— Ji  _   z  — 


z 


z 


•2^2 ^i  ^a  ~*"  Xi  ^2 ^i 

on  aura  en  tout  sept  équations  entre  les  quantités 

et  si  Ton   élimine  les  six  dernières,   on  obtiendra  en 
x^y^  z  l'équation  même  de  la  surface  développable. 

229.  De  la  surface  développable  circonscrite  k  deux  sur- 
faces données. 

Désignons  par  x^^y^^  z^\  x^^  y<i^  z^^  les  coordonnées  va- 
riables de  deux  surfaces  données;  et  soient  i^^  =o,  f^8  =  o 
leurs  équations  respectives.  Si  les  points  (Xj,  j-j,  z,), 
(Xa ,  /s  9  -^2)  •»  se  trouvent  sur  une  même  génératrice  de 
la  surface  développable ,  les  normales  menées  aux  surfa- 
ces données  par  ces  deux  points  seront  perpendiculaires 
au  plan  qui  touche  la  surface  développable  suivant  la  gé- 
T.  I.  3i 
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liera  tri  ce  dont  il  s'agit  ;  et  Ton  exprimera  que  ces  nor- 
males sont  non-seulement  parallèles  entre  elles ,  mais  en- 
core perpendiculaires  à  la  génératrice  ,  en  posant  les  trois 
équations  comprises  dans  les  formules 

dv,  dv^       dv^ 

dxi  djTj dzj 

dv^  dv^        dif^ 

dx^  dy^       dz^ 

,  .dv^,  dui         .  ,  dut 

Si  entre  les  forûiules  qtii  précèdent  et  les  équations  de  la 
génératrice,  savoir, 

x%      x^       y^     y^        3,  —  2j 

on  élimine  les  six  quantités  a:,,  j, ,  2, ,  oc^^y^^Zi.  on 
obtiendra  en  jc,  y,  z  Téquation  meure  de  la  surface  déve- 
loppable. 

Si  Ton  se  proposait  seulement  de  trouver  la  courbe  de 
contact  de  la  surface  développable  avec  l'une  des  deux 
surfaces  données ,  par  exemple  avec  la  première ,  il  suffi- 
rait de  joindre  à  Féquation  p»,  =  o  celle  qui  résulte  de 
l'élimination  des  coordonnées  j?, ,  7,,  z^  entre  l'équa- 
tion i'j  =  o  et  les  formules 

d\>^         dvi  dçj 

dxj djTy  dzi 

dv^        dv^  dv^  ' 

dx:,       dy^  dz^ 

Exemple  :  Surface  développable  circonscrite  h   deux 
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sphères  ou  à  deux  ellipsoïdes  semblables ,  dont  les  axes 
sont  parallèles. 

Calcul  pour  deux  sphères.  Soient 

les  équations  des  deux  sphères. 
On  aura 

X^  «2^0  X^  """  Xo  ^2  ^O 

On  en  conclura 


Xj  jr,  z,  p 


o 


«t  par  suite 

a:o^.-+-ror«  +  «o2i  =  p(p±po). 

La  dernière  équation  est  celle  d'un  plan  qui  renferme  la 
courbe  de  contact  de  la  surface  développable  avec  la  pre- 
mière des  sphères  données. 


3i .  • 


/jB4  CALCt'L    ntFFÉllKNïlEL, 


qvârante-ujvieme  leçon 


Principes  élémentairoR  du  calcul  des  résidus. 


i .  Lorsqu'une  fonction  fÇv)  de  la  variable  x  ne  de- 
vient pas  infinie  pour  une  valeur  particulière  Xi,  on 
peut  la  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  en-* 
tières  et  positives  de  la  différence  x  —  jr,  =  e,  et  Ton 
trouve ,  en  faisant  usage  de  la  formule  de  Taylor, 

^    '^  ^  \     I'2     /  '  I.9..0.../2 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 


jW-I 


I.2.3...(/Z— Ij"  ^      ^         1.2.3.   /2  ^ 

Alors  aussi  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
X  —  X,,  oude  e,  est  la  valeur  que  prend  le  cofficient 
différentiel  ou  la  dérivée  de  la  fonction  f(x) ,  quand  on 
y  fait  X  =  Xi. 

Mais  si  la  fonction  fÇx)  devient  infinie  pour  x  =  x^ 
ou  si  a:  1   est    une    racine    de    l'équation    f(x)  =  oo  , 

-^  =  0,   on  ne  peut  plus  faire  usage  du  développement 

qui  précède,  et  l'on  est  forcé  de  lui  en  substituer  mi  autre, 
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lou jours  oi'donnç  suivant  l^s  puissances  ascendantes  de  e , 
mais  qui  renferme  des  puissances  négatives.  Ce  dévelop- 
pement s'obtient  très  facilement  en  procédant  comme  il 
suit. 

2.  La  valeur  particulière  Xi  peut  être  une  racine  sim- 
ple ou  multiple  de  l'équation  ^pr  =  o-,  Xi  sera  une  ra- 
cine simple,  et  l'équation  7pr  =  osera  dite  n'avoir  qu'une 

seule  racine  égale  à  o^i ,  lorsque  le  produit  (x  —  Xi)  f(x) 
ne  deviendra  pas  infini  pour  x^=.x^.  On  dit,  au  con- 
traire, que  Xx  est  une  racine  multiple  de  l'ordre  m,  m. 

désignant  un  nombre  entier,  ou  que  l'équation  ji—.  =  o 

a  m  racines  égales  à  a:  i,  lorsque  le  produit  (a: — oCi)"^  f(x) 
obtient  pour  x  =  Xi  une  valeur  finie  différente  de  zéro. 
Posons,  dans  cette  dernière  hypothèse,  qui  renferme  la 
première  comme  cas  particulier, 

[x  —  a:,Yf{x)  =  ï{x) ,        î'^f{x,  -1-  f)  =  f(x,  H-  j)  ; 

la  fonction  {(x)  conservant  une  valeur  finie  pour  x  =  Xi^ 
on  pourra  développer  {(x^  -+-  s)  suivant  les  puissances  as- 
cendantes et  positives  de  s ,  et  l'on  aura 

f(..4-.)=f(x.)+.f'W+;if"(x.)-  +  E^^)-^S:~^ 
d'où  l'on  tire,  en  divisant  par  e'",  et  ayant  égard  à  l'équa- 
tion /(xi  +  e)  = -^— -  — ^ 


g  i.2.3...(/w — i)        1.2. 3... m' 
Si  m  est  égal  à  l'unité,  ou  si  x  est  une  racine  simple  de 
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réquatîon  jr—.  =  o ,  cette  équation  devient 

^  ^  8  I  1.2 

Dans  tous  les  cas  le  cx)eflScient  de  --  est  ce  que  M.  Caucliy 

a  appelé  le  résidu  de  la  fonction  f{x)^  correspondant  à 
la  Yaleur  particulière  Xi  de  la  variable  x.  Ce  résidu  sers^ 
donc,  dans  l'hypothèse  d'une  racine  simple,  i{pCx)\  dans 

rhypothèse  d'une  racine  multiple, 5 — .^  '^    i  ,  et  l'o» 

pourra  toujours  le  calculer ,  en  formant  la  fonction 

f(x)  =  (x  — jrx)"/(a:), 

que  l'on  dîfférentiera  ensuite  m  —  i  fois,  pour  y  faire 
x=  Xi.  f'^^^Çxi)  est  évidemment  aussi  ce  que  devient 


fc 


lorsqu'on  y  fait  e  =  o.  L'équation  f(a:i+6)  =  £'"y*(xi+£) 
donne  d'ailleurs 

on  aura  donc 

i.2.3...(w l)         I.2.3...(/W — i)  e/«'"~'  ' 

de  sorte  que  le  résidu  de  la  fonction  fix)-,  relatif  kx-=.x^^ 
est  ce  que  devient  l'expression 

i.2.3...(/w — i)  flfe*""' 

lorsque,  après  la  différentiation ,  011  pose     g  =  o. 
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3.  Exemple  :  i"  Soit 

cette  fonction  devient  infinie  pour  j?  =  i ,  mais  le  pro- 
duit 

(x-,)/(x)=Ç^  =  f(x) 


conserve  une  valeur  finie.  Le  résidu  de  la  fonction  f{pc)j 

correspondant  à  a?  =  i,  sera  dès-lors  f(i)  ou  — -7- —  =  i . 

Le  résidu   de    cette    même    fonction,  correspondant  à 
a:  =  —  I ,  s'obtiendra  en  formant  le  produit 

{x^  i)f{x)  =  J^^, 
et  faisant  x  =  -s-  i , 


ce  qui  donnera 


I . 


1 


2"*  Exemple  :  -  f(x)  = 


COSJF 


Cette  fonction  devient  infinie  pour  x  =  -:  mais  le  pro- 

2 


AT 

X 

1 


duit ,  qui  prend  la  forme  indéterminée  |-,  conserve 

néanmoins  pour  x  =  -  une  valeur  finie  que  Ton  obtient 


cos^ 

2 

en  prenant  la  dérivée  dq.  numérateur  et  du  dénominateur. 
Cette  valeur  finie  et  égale  à  l'unité  est  le  résidu  de  la 

fonction correspondant  à  x  =  -, 

cosx  ^  2 

3"^  Exemple  : 

JC*  —  I 


/W  =  (xT7)^' 
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on  a 

et  —  2  est  le  résîdu  de  cette  fonction  relatif  à  x  =  —  i . 
4.  Lorsqu'une  fonction  f{x)  devient  infinie  pour  une 
série  de  valeurs  particulières  Xi ,  Xj ,  Xs, . . .  x^»,  on  peut 
prendre  le  résidu,  ou  successivement  par  rapport  à  tou- 
tes les  racines ,  ou  parti eUement  par  rapport  à  quelques^ 
unes  seulement.  On  appelle  résidu  intégral  de  la  fonction 
fipc)  la  somme  des  résidus  de  cette  fonction  relatifs  aux 
diverses    racines    réelles    et    imaginaires   de  l'écpiation 

r;^=o.  L'extraction  des  résidus  est  l'opération  par  laquelle 

on  les  déduit  de  la  fonction  proposée.  On  indique  cette 
extraction  à  l'aide  de  la  lettre  initiale  o,  qui  sera  consi- 
dérée comme  une  nouvelle  caractéristique  analogue  aux 
caractéristiques  d,  y*,  2  ;  et  pour  exprimer  le  résidu  inté- 
gral de  f{x) ,  on  place  la  lettre  o  devant  la  fonction  cut 
lourée  de  doubles  parenthèses ,  ainsi  qu'il  suit  : 

Poui'  indiquer  le  résidu ,  par  rapport  à  une  valeur  parti- 
culière X  =  Xi^  on  remplacera  la  fonction  f(x)  par  la 
fonction  identique 

{x—x,)f{x)     ^^     (x  —  x,Yf{x) 

{x  JCi)  [x  JC,)'"         ' 

et  l'on  mettra  entre  deux  parenthèses,  sous  le  signe  o,  la 

différence  (.r  —  x^)ovl  (x  —  x^)'"^  placée  au  dénomina- 
teur \  le  résidu  sera  donc  indiqué  par  l'une  des  notations 
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Pour  indiquer  le  résidu  pris  par  rapport  à  certaines  va- 
leurs particulières  x^^  x^^  x^^.  . ,  ^  on  se  servirait  de  la 
notation 

y  (^  ~  ^')  (^  ~  ^')  (^  ~  ^3)/Gy) 

^     ((  {x^  ^,)  (x  —  x^)  {x  —  jra)  )) 

Lorsque  la  fonction  f(x)  se  présentera  sous  la   forme 

fractionnaire  f(x)  =  ^X-r-^  et  que  nous  voudrons  indi- 

X(x) 

quer  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  racines  de  l'équa- 
tion xi*^)  =  ^7  nous  écrirons 

appliquant  ainsi  les  doubles  parenthèses  à  la  fonction  ;f(.r). 
Au  contraire,  la  notation 

représentera  la  somme  des  résidus  de  f(x)  relatifs  aux 

seules  racines  de  l'équation  — 7-r  =  o,  et  l'on  aura  identi- 
quement 

6  ii/ix)))  _  ^  ((^-^  jj  _  i.  ^^-^  4-  6-^(^. 

De  même,  si  l'on  suppose  x(p^)  =  ^Wl^W  ?  ^^^  deux 
notations 

<^("(A»))^(x)'    <^;.(*)((^(x)))' 

exprimeront,  la  première  la  somme  des  résidus  corres- 
pondants aux  racines  de  l'équation  'k(x)=o^  et  la  seconde 
la  somme   des  résidus  qui  correspondent  aux  racines  de 
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réquatioii  fJt(x)  =  o-,  en  sorte  qu'on  aura  généralement 

De  même  encore ,  si  l'on  suppose  (f(x)  =  y{x)xs(x) ,  ou 
obtiendra  les  équations 

^      x{^)     "-^      a:W        ^      ;^W      ' 

^    £((y(x)))^(:r)   ^    /yW((^(x))) 

5.  Si  la  fonction  y^(^)  est  la  somme  ou  la  diflférence  de 
plusieurs  fonctions  f(â?),  xC^)*  ^^  ^^  évident,  d'après  la 
définition  même  du  résidu  et  du  résidu  intégral,  que  le 
résidu  intégral  de  la  somme  de  ces  fonctions  sera  égal  à  la 
sonmie  de  leurs  résidus  intégrauit  ;  on  aura  donc 

l.  ((^(x)±:>;(^)±etc.))  ^  l({(p{x)))±:  l.({xi^)))±. . .  etc. 

6.  Si  la  fonction  f(oo)  est  le  produit  d'une  autre  fonc- 
tion F(x)  par  un  facteur  constant  «,  on  aura  aussi 

Cette  dernière  équation  est  un  cas  particulier  de  celle  que 
nous  avons  établie  plus  haut , 

«S((y(:c)^(x)))  =  <S((y(x))),r(x)  +  <C y(x) ((^  (x) )) , 

équation  qui  correspond  à  l'équation  différentielle 

d.ui>  =  udv  -\-  i>du. 

7.  Soit,  de  plus,  fÇx^  z)  une  fonction  des  deux  va- 
riables indépendantes  x,   s,  et  supposons  que  l'équation 
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-jr, T  =  o ,  résolue  par  rapport  à  x ,  fournisse  des  racines 

indépendantes  de  la  variable  z  \  si  l'on  clésigne  par  x^ 
l'une  de  ces  racines ,  il  est  clair  que  le  résidu  de  la  fonc- 
tion dérivée  — ^  ^  ,  correspondant  à  a?  =  iPi ,  ne  diffé- 
rera pas  de  la  dérivée  relative  à  z  du  résidu  de  la  fonction 
f{x^  z)\  car  ces  deux  quantités  se  réduiront  l'une  et 

l'autre  au  coefficient  du  rapport  —  dans  le  développement 

de  l'expression  f{x^-^  e ,  z  -f-  e'),  suivant  les  puissances 
ascendantes  des  accroissements  s,  s\ 

En  effet,  pour  avoir  le  résidu  de  la  fonction  f{x^  z), 
correspondant  à  a?  =  ari ,  il  faut  poser  x=x^+z  Ql  pren- 
dre dans  le  développement  ie  f{x^  +£7  -2),  le  coeffi- 
cient de  -  \  puis,  pour  avoir  la  différentielle  de  ce  résidu, 

il  faut ,  dans  ce  coefficient  de  - ,  changer  z  en  z  -f-  e', dé- 
velopper et  prendre  le  coefficient  de  e'  qui  sera  évidem- 
ment le  coefficient  de  —  dans  le  développement  de 

f{xi  -ht,  2  -f-e'). 

De  même ,  pour  avoir  le  résidu  de  la  différentielle ,  il 
faut  d'abord  dans  f{x^  z)  changer  z  en  z  -{-  e',  prendre 
le  coefficient  de  s',  y  changer  x  en  x,  +  e,  et  dévelop- 
per :  le  coefficient  de  -  sera  le  résidu  cherché  et  sera  aussi 

f 

le  coefficient  de  -dansledéveloppementdey(a:|-|-£7'2+s  )? 

donc,  etc. 

Cette  remarque  pouvant  s'étendre  aux  diverses  racines 

de  l'équation  j-. -.  =  o  que  Ton  suppose  indépendantes 


f  r 
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de  la  variable  ^,  on  en  conclura 

c'est-à-dire  que  le  résidu  intégral  de  la  différentielle  esl 
égal  à  la  différentielle  du  résidu  intégral. 

Nous  conclurons  plus  tard  de  ce  théorème  que  l'inté- 
grale du  résidu  est  égale  au  résidu  de  l'intégrale. 

8.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  principes  du  cal- 
cul des  résidus  suffit.  Il  reste  à  faire  connaître  une  de  sçs 
principales  applications. 

Application  à  la  transformation  d'une  fonction  qui 
devient  infinie  pour  certaines  valeurs,  et  à  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

En  supposant  que  la  fonction  f  {oc)  devienne  infi- 
nie pour  X  =  x^^  mais  de  teUe  sorte  que  le  produit 
{x  —  oCxYf{oc)  =  ^{pc)  conserve  ume  valeur  finie ,  nous 
avons  trouvé 

^. 1.2.3. ..(w-i)fC'»-')(a7,)^i. 2.3.. ./n        ^'        ^       ^^ 
Posons 

^^L  ___.  f  («)  [jo,  -\-0{x  —  X,)]  =  (p[x), 

(p(jc)  aura  généralement  pour  x^=Xi    une  valeur  finie 

~^ — ,  et  par  conséquent,  en  retranchant  de  la  fonc- 

1.2. 3. ..m'       ^  ^ 

tion  f{oc)  la  somme 

{X-X,)""         I  {X-X,Y"  1  .2  (JF-JT,)'"-»  "*        I.2.3...(w-l)    {X—X,)   ' 
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on  obtieudra  udc  nouvelle  fonction  ^(j?),  qui  ne  deviendra 
plus  infinie  pour  a:  =  x,  •,  or  cette  somme  de  fractions 
peut,  à  Taide  du  calcul  des  résidus,  se  mettre  sous  une 
forme  très  simple. 

En  effet,  on  a  évidemment,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  sur  les  résidus  et  la  manière  de  les  calculer, 

d'où  l'on  tire ,  en  posant  m  —  i  =  w ,   x=  z^ 

fC")(^0  C         f(z) 

Si ,  dans  cette  dernière  équation ,  on  fait  tour  à  tour 
on  trouvera 

nfil  _/ __£(!)__  f(--)(x.)    _r      i{z) 

1.1  -  *-'(((«-x,)î))'  ■  ■  ■  ..2.3.. .(«-i)  ~^{{{z-x,Y)y 

Dès  lors  l'équation 


devient 


^^-)  =  iF^^^--^^i^) 


Ôt'-x.)-'  <^(((a-x.)3))  -       x-x.  <^  (((»  -  X.)-))  ) 
En  faisant  entrer  sous  le  signe  o,  qui  se  rapporte  à  z, 
les  quantités  ^-J:^^,  (^ZZ^^j^t  '  •  •  •  ^'o»  ?«"»  «"egar- 
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der  comme  constantes ,  réduisant  au  même  dënomiuateiàr 
et  observant  que  le  résidu  de  la  somme  est  égal  à  la  somme 
des  résidus ,  on  obtiendra  successÎTement 

C    f(z) r(x— X,)"— (Z— J7,)--1  _      ,    . 

■^^'''  ~  ^  (x-x,)  -  { ((z  -  *.)-))  L  (*-*,)-('-  ^.)  J  ~  ^*^  ' 

•^^*^      <^(x-z)(((2-X.)-)r*^(x-X,)-(((».X.)-)){;l>z)  "'^^    ^" 

Le  second  des  résidus  du  premier  membre ,  ou  le  ré- 
sidu de  la  fonction 


[x  —  j:,)  *"  (z  —  ^Tx)  "*  (x  —  z)        {x  —  x^'^{x — £)  ' 

relatif  à  z  =  Xi ,  est  évidemment  nul ,  puisque  cette 
fonction  ne  devient  pas  infinie  pour  z  ^  Xx\  on  a  donc 
plus  simplement 

ou  ,  en  mettant  pour  i{z)  sa  valeur  f{z)(^z  —  Xi)™ , 

Il  résulte  de  cette  dernière  équation  que,  pour  déduire 
de  la  fonction y*(a:),  qui  devient  infinie  lorsqu'on  suppose 
j:  =  x, ,  une  autre  fonction  qui  conserve  dans  la  même 
hypothèse  une  valeur  finie ,  il  sufiit  de  retrancher  de  f{x) 
une  somme  de  fractions  rationnelles  équivalentes  à  l'ex- 
pression O  (  -^^^^^7"^  \N^  c'est-à-dire  au  résidu  de  la 
*  \x  —  z)[{z—Xj)) 

fonction  ,  .  relatif  à  z  =  x^. 

{x  —  z) 
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9.  Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  déduire  de 
la  fonction  f{pc)  une  autre  fonction  qui  ne  devienne  in- 
finie pour  aucune  des  racines  Xi ,  Xj, ...  j:„  de  l'équation 

f(x)  =  00  ,  TT— N  =  o,  il  suffira  évidemment  de  retrancher 

*^  ^    '^  f(x) 

de  f(x)  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  — ^-^  cdr- 

respondant  aux  valeurs  z  ■=.Xx',  z  ^  x^^,,,  qui  peuvenl 
rendre  cette  fonction  infinie,  ou  le   résidu  intégral  de 

cette  fonction  représenté  par  la  notation  o  *,  donc 

si  Ton  pose 

/(.,)_£  (mu  y(.), 

la  fonction  (p  {pc)  conservera  une  valeur  finie  pour  toutes 
les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x. 
On  pourra  donc  toujours  décomposer  une  fonction  don- 
née en  deux  parties,  dont  Fuine  soit  la  somme  de  fractions 
rationnelles,  et  dont  l'autre  ne  devienne  jamais  infinie. 

10.  Dans  le  cas  particulier  où  f{x)  désigne  une  fraction 
rationnelle,  la  fonction  ç(x),  qui  est  ce  qu'on  obtient 
quand  delà  fonction  donnée  on  retranche  une  série  de  frac- 
tions rationnelles,  ne  peut  être  qu'ime  fraction  de  même 
espèce,  mais  qui  ne  puisse  jamais  devenir  infinie,  ou  dont 
le  dénominateur  ne  puisse  jamais  s'évanouir.  Dès-loi^  le 
dénominateui"  de  (f{x)  doit  être  constant,  et  o{x)  ne  peut 
être  qu'une  fonction  entière  de  x. 

De  plus,  si  dans  la  fraction  rationnelle  f(x^  =  J^,  <le 
^  *^  ^   ''       Y(x) 

degré  du  dénominateur  surpasse  le  degré  du  numérateur, 

cette  fonction  s'évanouira  pour  des  valeurs  infinies  de  x^ 

ainsi  que  l'expression  C^  .  Il  devra  donc  en  être 

aussi  de  même  de  la  fonction  entière  y(x).   Mais  une 
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fonction  entière  qui  s'évanouit  pour  a:  ==  00  doit  être 
identiquement  nulle.  On  aura  donc,  dans  cette  hypotlièse, 

à  Taide  de  cette  formule,  on  pourra  décomposer,  dans  tous 
les  cas  possibles ,  la  fraction  ïrationneUe  fipc)  en  fractions 
simples. 

\\,  Exemples.  1^      f(x)  = — -, 

'  -^  ^    ^        (.r--i)*(jF-M) 

on  aura 

•^(*)  =  *^(4?-^)(((z-.)«))(2  +  .)  "^<^(;r-«)(*-i)»((z+.))- 
Pour  calculer  le  premier  résidu,   il  faut  multiplier  la 
fonction  sous  le  signe  o  P^r  (^  —  i)"^  différentier,  et 
faire  z  =  i  *  On  trouve  de  cette  manière 

l  '  .... 


-H- 


(x-*)(((2-,)'))(2+,)  4(x-  ,)  ^  a  (x  -  .)>' 

on  trouve  plus  facilement  encore 

C  l  II 

on  aura  donc 

I  II  II  II 


(x  —  i)*(a:+i)       ^  X -\-  i        ^x —  I        2  (a: — i)** 
on  trouvera 


î[x) __r fz^  I 


{x^Xi){x  —  X:,),,,{x^X„^  {{Z  —  Xi)){z  —  X:,).,.,[t  —  X„,)x—Z 

p  f(z)  ,      _  f(xO' 


(Z Xr){z 4ra)...((z X^))x Z         (X^ X^){Xr—X3)..,{x^ X„)  [x- 


(•^2 *^i)y^}        "^3/ •••^•^2        ^m)  X——Xj,  y'*'m        X^j...  \X/n       X^ ly  X'      X^ 


-h 
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et  par  suite 

t(X)  T r-^^ r j r t  {j?,J 

{x  —  Xj){x  —  x,}(x  —  Xî}...  (x— a:«_,) 

Cette  dernière  équation  est  la  formule  d'interpolation  de 
Lagrange. 

12*^.  Reprenons  l'ëquation       f(x)  =    C-  . 

Si  après  avoir  multiplié  ses  deux  membres  par  x ,  on  at- 
tribue à  la  variable  x  une  valeur  infinie,  et  si  l'on  désigne 
par  jPla  valeur  correspondante  du  produit  xf{x)^  on  aura 

,M  =  i  Mm, 


Z 
I 

.7 


et  en  passant  à  la  limite , 

Si  la  quantité  F  s'évanouit,  on  aura  simplement 

l  am))  =  o. 

Cette  dernière  formule  subsistera  toutes  les  fois  que  dans 
la  fraction  rationneUe,  désignée  par  f(x)^  la  difle- 
rence  entre  le  degré  du  dénominateur  et  celui  du  nu- 
mérateur sera  supérieure  à  l'unité  5  alors,  en  effet,  dans 

le  produit  xf(x)  =  — ^,  le  degré  du  dénominateur  est 

encore  plus  grand  que  celui  du  numérateur,  et  ce  produit 
s'évanouira  par  conséquent  quand  on  fera  a:  =  oo. 

Si  la  quantité  F  était  égale  à  l'unité,  ce  qui  amait  lieu 

par  exemple  si  dans  la  fraction  rationnelle  -j~\^  ^^  degré 

du  dénominateur  surpassait  d'une   unité  seulement  le 
degré  du  numérateur,  et  si  de  plus  les  coefficients  de  la 
T.  I.  32 
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plus  haute  puissance  de  x  au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur étaient  égaux,  on  aurait 

L  (if m  =  '• 


X'* 


Exemple:      f{x)  =  (-^— )(^_^^)  TJ^ZI^-); 
ou  aura 

iî^(.(/W))  = 


x'I 


la  somme  du  second  membre  sera  égale  à  o  si  n<Z,fn — i, 
et  égale  à  Funité  si  n  =  m  —  i ,  ce  qu'on  savait  déjà. 
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Principes  élémentaires  du  calcul  direct  aux  différencci  flniet. 


Soit  y  =  f{pc)  une  fonction  quelconque  de  la  variable 
jr,  et  h  un  accroissement  quelconque  attribué  à  cette  va- 
riable ;  f{x  +  A)  —  f{x)  est  ce  qu'on  appelle  la  diffé- 
rence finie  de  la  fonction  j  ;  on  désigne  cette  même  dif- 
férence par  la  notation  Ay^,  ou  ^f{x)  \  en  sorte  qu'on  a, 
en  supposant 

(,)       r=/(:r),  (2)        ^y=:f{œ-^h)^f{x). 

Lorsqu'on  suppose  j'  =  x^  l'équation  précédente  devient 

\x  =z  h. 

La  différence  finie  de  la  variable  x  n'est  donc  autre  cliose 
que  l'accroissement  h  attribué  à  cette  même  variable. 

Si  l'on  prend  successivement  pour  j^  différentes  fonc- 
tions de  a:,  on  obtiendra  pour  A}'^  autant  de  valeurs  cor- 
respondantes qui  seront  fonctions  de  x  et  de  //.  On  trou- 
vera, par  exemple,  en  supposant 

y=^  ax^ ^y  =  a{x-\-h)  —  ax=:ah^ 

y=z  a'  ^ Aj=:fl'+*  —  û*  =  (rt^ —  i)«', 

y  =  if' y ^x=z(f('+^)  —  e"'={e^—  i)<^, 

y  =  smax,..,Ayz=zsm(ax-{-an)  —  sinaxr=isin{  —  jcos\  f4x  H 1, 

y  =z\xy Ajzzr  1(j: -}- // )  —  \x  =   1  (  i  H ]. 

32.  . 
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Enfin  si  Ton  prend  }  =  x"\  m  désignant  un  nombre 
entier,  on  trouvera 

//ï  ,  m(m — i),  m,  ,_ 

-^  ^  '  I  i  .  2  I 

Les  différences  finies  des  fonctions  de  fonctions ,  des 
fonctions  composées,  se  déduiront  avec  la  même  facilité  de 
l'équation  (2).  On  peut  même  faire  à  ce  sujet  quelques 
remarques  qu'il  importe  de  retenir. 

Soi  eut  d'abord 

y  =z  au,  u  z=  F(j:), 

u  désignant  une  fonction  de  la  variable  XjVA  a  Une  quan- 
tité constante  ;  on  aura 

Soient,  en  second  lieu , 

r  =  w -4- p-hiv-f- ...etc.,  w  =  F(a7),  v  =  F(x),  w'=r/(x)..., 

iij  t',  w  désignant  diverses  fonctions  de  la  variable  x,  on 
trouvera 

Aj  =  ¥{x  -\-  h)  -+-  F{x  -h  h)  -\-  f(x  -h  h)  -h   ... 

—  Y{x)  —    F(x)    —  f(x)  — ...=r  A«  -f-    Ap  +    AW    -4-     ... 

Enfin  si  l'on  suppose 

jr  z=   au   -\-   bi>  -\-  cw  ~\-    .  .  . , 

2/,  t^,  w  désignant  des  fonctions  de  la  variable  x^  et  a^  bj  c 
des  quantités  constantes ,  on  trouvera  encore  de  la  même 
manière 

Aj  =:  a^u  -\-   bàv  H-    eMv  -f-  .  .  .  . 

Si  Tou  prend  pour  y  un  polynôme  entier  du  degré  w,  ou 
si  Ton  fit 

y  =z  ax""  -h   hx''""^   -h  .  .  .  .  .  .  -h   /-^  H-   /, 
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on  aura 

D'ailleurs  A.,r",  A. a:""*, . . .  Ar  sont  des  fonelions  rationnel- 
les de  x  et  de  A,  dont  une  seulement,  savoir,  A.jc*,  est  par 
rapport  à  x  du  degré  n  —  i ,  les  autres  étant  d'un  degré 
inférieur.  La  différence  finie  d'un  polynôme  en  x  du  de- 
gré n  est  donc  un  nouveau  polynôme  en  x  du  degré  n  —  i . 
Revenons  maintenant  à  l'équation  générale 

lorsque  l'on  considère  l'accroissement  de  la  variable  x 
comme  une  quantité  constante,  la  valeur  de  A^  déterminée 
par  cette  équation  est  une  nouvelle  fonction  de  x.  La  dif-^ 
férence  finie  de  cette  nouvelle  fonction,  savoir  A.  A^,  est  ce 
qu'on  appelle  la  différence  finie  du  second  ordre  de  la  fonc- 
tion j-  •,  on  la  désigne,  pour  abréger,  par  A*j^.  De  même,  la 
différence  finie  de  A^y  est  ce  qu'on  appelle  la  difféi'ence 
finie  du  troisième  ordre  de  là  fonction  j^;  on  la  désigne, 
pour  abréger,  par  Ay ,  et  ainsi  de  suite.  En  général,  lors- 
qu'on a  pris  II  fois  de  suite  la  diflérence  finie  de  la  fonction 
r,  le  résultat  est  ce  qu'on  appelle  la  différence  finie  du 
j^ième  Qj.(ire  (Je  J^  fonction  j)^,  et  s'indique  par  la  notation 

A'y.  On  a  donc 
^y  =  A._\j,     _\^/  =  A.  \V  =  ^AAj    et     a"/  =  à.^'^^y. 

Les  différences  finies  des  divers  ordres  d'une  fonction  y 
s'obtiennent  avec  la  même  facilité  que  la  différence  finie 
du  premier  ordre,  et  peuvent  quelquefois  s'exprimer 
d'une  manière  très  simple.  Supposons  par  exemple  j^=a'. 
En  prenant  plusieurs  fois  de  suite  les  différences  finies 
des  deux  membres  de  l'équation  précédente,  on  trouvera 

^y  z=  [a'*  —   i)  ^.a''  =  {a^'  —   i)'^*, 
^^y  =  (a^  —   l)^^.«^  z=  [a^  —   i)V, 
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et,  en  général, 

Cette  dernière  formule  sera  souvent  employée  dans  ce 
qui  va  ^vre. 

Supposons  en  second  lieu  y  :=:au\  u  désignait  une 
fonction  de  a:,  et  a  une  quantité  constante,  on  trouvera 
successivement 


^y  =  aà'*u. 


De  même,  si  Ton  avait ^  =  m  +  v»  -f-  iv,  on  en  conclur 
rait  généralement    . 

Ay  =  A"i«  H-  ^"v  4-  Vw, 

et  Téquation 

y   1^  au  -\-   bf^  -^  cw  -i-  etc. 

entraînerait  également  la  si^ vante, 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  fixer  un  moment  notre  attention 
sur  les  différences  finies  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  la  variable  x. 

Soit  n  le  degré  d'une  semblable  fonction ,  et 

cette  fonction  elle-même.  Sa  différence  finie  du  premier 
ordre,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  sera  un  po- 
lynôme en  X  du  degré  n  —  i .  Par  la  même  raison ,  sa 
différence  finie  du  second  ordre  sera  un  polynôme  en  x 
du  degré  n  —  2  etc.  Enfin ,  la  différence  finie  de  Tordre 
n  sera  un  polynôme  du  degré  zéro,  c'est-à-dire  une  quan- 
tité constante. 

La  différence  finie  de  Tordre  n  étant  constante,  toute 
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diirérence  (înie  d'un  ordre  supérieur  sera  évidemment 
nulle.  Ainsi  les  différences  iinies  d'un  polynôme  du  de- 
gré n  s'évanouissent  lorsqu'elles  sont  d'un  ordre  supé- 
rieur à  ce  degré.  Ce  résultat  subsiste  évidemment  dans  le 
cas  même  oii  le  polynôme  se  réduirait  à  un  seul  terme. 
On  trouvera ,  par  exemple , 

A^+'.ar"  =   O,.     .       A"+*.a:"  :i=   G,  etc. 

La  différence  linie  de  l'ordre  n  d'un  polynôme  du  degré  n 
étant  une  quantité  constante,  on  peut  ôtre  curieux  de 
connaître  la  valeur  de  cette  même  quantité.  Soil  tlonc 

Si  l'on  prend  n  fois  de  suite  les  diflërences  finies  des  deux 
membres  de  l'équation  précédente ,  on  aura 

Reste  maintenant  à  déterminer  la  valeur  de  A".x"^  or  on 
a  déjà  trouvé 

.^.x"  =  /i^r"~'  H--. h^jf'-^  -i-etc. 

1       2 

Si  l'on  prend  n  —  i  fois  de  suite  la  différence  finie  des 
deux  membres  de  la  formule  précédente ,  en  ayant  égard 
aux  équations 

A"-«.^-*   =r   o,      \'*-\jf*-^   =   O,    .  .        \"     'a;   =z   o, 

on  obtiendra  la  suivante 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 
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On  trouvera  de  la  même  manière 


AX    =r    \  .h. 

En  multipliant  respectivement  ces  diverses  équations 
Tune  par  Fautre ,  et  supprimant  dans  le  résultat  les  fac- 
teurs communs ,  on  trouvera 

A".ar»  =2  1 .2. 3.*.  .(/i —  i)/iA'». 

Cette  valeur  de  A".x",  substituée  dans  la  formule 
A'y  =  a  A".x"  ,  fera  connaître  la  valeur  de  A'y  dans  le 
cas  où  l'on  suppose  j^  =  ax"^  +  AjC"~'...  +  etc.,  et  Ton 
aura  pour  cette  même  valeur  : 

aV  =   1.2.3...  nah^\ 
Supposons  maintenant  généralement 

Si  Ton  prend  plusieurs  fois  de  suite  les  différences  finies 
des  deux  membres  de  Téquation  précédente .  on  en  con- 
clura successivement, 

—f{x  -h  ih)  —  if(x  -f-  h)  +/(x), 
^^y=l^,f[x-^Q.h)--'?,^.f{x-\'h)-\-^,f(x) 

=f[x  +  Zh)  —  3/{x  -h  zh)-h  3f(x  -h  h)  -/{x), 

et  ainsi  de  suite. 

Si  Ton  fait ,  pour  plus  de  commodité , 

/(x  -h  h)  =  j,,      f(x  -j-  j.h)  =  y,, 

et  en  général 

/{x  -h   n/i)  =:  j», 
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les  équations  précédentes  deviendront 

^y  =  ji  —  r» 

^'r  =  72  —  a/x  -h  y, 

aV  =  73  —  37-,  +  Stx  —  7- 

On  trouvera  de  même ,  en  général , 

* 
n  n  (n — 1)  _, 

^y    =   Xn    —    -7h-«    -+-    -  • ^7n-a-  "^   «7i  ±  7' 

Pour  démontrer  rigoureusement  cette  formule,  on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  de  A'y ,  obtenue  par 
des  calculs  semblables  à  ceux  qui  précèdent ,  est  nécessai- 
rement une  fonction  linéaire  des  quantités /? ^i  ?  7'« ?••  •J'n't 
puis  on  déterminera  cette  même  fonction  à  Taide  du 
théorème  suivant. 

Théorème  i*"^.  Pour  déterminer  une  fonction  linéaire 
des  quantités  j^,j^,  jJK»'  •  •  •  JK»?  ^^  suffit  de  calculer  la  va- 
leur particulière  que  reçoit  cette  fonction  dans  le  cas  où 
Ton  suppose  y =a';  de  remplacer,  dans  cette  valeur  par- 
ticulière, a'  par  Tunité ,  a*  parj^  ;  de  développer  le  résul- 
tat obtenu  suivant  les  puissances  ascendantes  de^,  et  de 
substituer  dans  le  développement 

7  à  j'»  =   I, 

7i  à  jr\ 

7a  à  7», 

73  à  x^. 


yn     à     j", 

c'est-à-dire  de  remplacer  les  exposants  par  des  indices. 
Démonstration.  Soit  eu  eflbt 
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la  fonction  linéaire  dont  il  s'agit,  A,  B,  C,  etc.,  désignant 
des  quantités  constantes.  Si  Ton  fait  y  =  a',  on  trouvera 

y-y  =.  fï*+*\  etc., 

et  par  suite  la  fonction  u  obtiendra  la  valeur  particulière 
qui  suit 


«'(A  4-  Bfl*  -h  Cûf»^ -+-...)> 


et  pour  en  déduire  la  fonction  proposée  elle-même,  il 
suffira  évidemment  de  poser  a'  =  i ,  a*  =  j",  et  de  rempla- 
cer les  exposants  de  la  lettre  j  par  des  indices,  la  variable 
j^=y*(j:)étant  censée  correspondre  à  Tindice  o,  ou,  en 
d'autres  termes,  les  deux  expressions  jr^  et  y  étant  con- 
sidérées comme  synonymes. 

Au  moyen  du  théorème  qu'on  vient  d'établir ,  on  dé- 
terminera facilement  la  valeur  de  Ay-  en  fonction  de 

Xf  y  ^9  y^^'  •  •  •>  y  a' 

En  efiet,  £s!^y  devant  être  une  fonction  linéaire  de  ces 
mêmes  quantités,  on  pourra  déduire  sa  valeur  générale  de 
la  videur  particidière  correspondante  h.  y  =z  a^  ;  or,  en 
supposant  j^  =  a',  on  a  déjà  trouvé 

Si  dans  le  second  membre  de  cette  équation  on  remplace 
a^  par  l'unité ,  et  a^  pary ,  on  obtiendra  la  formule  sym- 
bolique 

^y  =  (j  —  »)"• 

Si  Ton  développe  le  second  membre  de  cette  formule 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  j",  et  que  Ton  rem- 
place dans  ce  développement  les  exposants  par  des  indices 
ely^  par  7,  on  trouvera,  pour  la  valeur  générale  de  A"/, 

n  n    [n — i)  , 

^  y  —  Jn J'n  -1  4-       ' ^  J«-  2  q=  nr^  ±  y  . 

I  I         ?. 
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Nous  venonsd'exprimer  A'y  en  fonction  de  y^  ^, ,  j^,. •  • 
On  peut  réciproquement  exprimer  y^  en  fonction  de 
y,  Ay^  ^"y?  etc.  On  y  parvient  de  la  manière  suivante  : 
On  tire  de  Téquation 

ou,  si  l'on  fait  j^  =  f{x)^ 

/(a:4- A)=/(x)  +  A./(a-). 

Cette  dernière  équation  subsiste ,  queDe  que  soit  la  fonc- 
tion fipc).  Si  l'on  y  met  successivement  à  la  place  def(x) 

/(x-hh),    /(ar-h2A),    /(x-hnh), 

on  obtiendra  les  suivantes  : 

f{x  4-  3/»)  =/(jc  -h  2À)  -f-  A./ (a:  -f-  ^A) , 

f{x  -f-  nh)  =if[x'^{n  —  i)  À]  -h  ^.f[x  4,  («  —  i)  À], 
ou,  ce  qui  revient  au  même , 


yn  =  yn-t  4-  A7„_ 


Si  dans  la  première  des  équations  précédentes  on  remet 
pour  j^i  sa  valeur  y  +  Ay^  on  trouvera 

jr^  z=jr^  4-  ATx  =r ^  -l-  Ajr  4-  A/  -f-  ^*y  =  y  -+■  ^àx  -\-  A*^. 
pemème,  si  l'on  remet  cette  valeur  de  j^j  dans  l'équation 

73    =    ra    4-    AJ», 

on  trouvera 

y3=y^-i-^y2=y  -1-  ^aj  4-  \^r  4-  ^r  4-  2AM^4-  A\r 

=  j  H-  3aj^  4-  3a^j4-  aV- 
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En  conlinuant  de  même  on  trouvera  généralement 

n  n(n — i)  n 

Pour  démontrer  rigoureusement  cette  formule ,  on  com- 
mencera par  observer  que  la  valeur  deyn  obtenue  par  des 
calculs  semblables  à  ceux  qui  précèdent  est  nécessaire^ 
ment  une  fonction  linéaire  des  quanti tésj^,  Ay,  A*y,  Ay-^ 
puis  l'on  déterminera  cette  même  fonction  à  l'aide  du 
théorème  suivant  : 

Théorème  2"*®.  Pour  déterminer  complètement  une 
fonction  linéaire  des  quantités  j^,  Ay,  A'y,  etc. ,  il  suffit 
de  calculer  la  valeur  particulière  que  reçoit  cette  fonction 
dans  le  cas  où  l'on  posej^  =  «',  de  remplacer  dans  cette 
valeur  particulière  a'  par  y^  a^  par  i  +  A,  de  déve- 
lopper le  résultat  obtenu  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  A,  et  de  substituer  dans  ce  développement,  à 
chaque  produit  de  la  forme  A"  Xj^^  la  difierence  finie  A"j. 

Démonstration.  Soit 

la  fonction  linéaire  dont  il  s'agit.  Sa  valeur  particulière 
correspondant  au  cas  où  l'on  suppose j^  =  a^  sera 

[A-f-  B(a^—  i)  4-  C  (a'^—  l)^..]a*. 

Si ,  dans  cette  valeur  particulière ,  on  remplace  a^  par  ) , 
«^  par  I  4-  A,  on  obtiendra  l'expression 

(A  +  Ba  H-  CA^-f-  ...)j  =  Aj  -h  BaX  /H-  Ca*  X  J..- 

et  si,  dans  cette  dernière,  on  considère  Ay,  ^'T'î  <^^^-' 
comme  représentant,  non  les  produits  de  A,  A*  par  j, 
mais  des  diflérences  finies  du  premier,  du  second  or- 
dre, etc.,  on  retrouvera  évidemment  la  fonction  linéaire 
proposée. 

Cherchons,  à  Taidc  de  ce  théorème,  la  valeur  générale 
de  jn  en  fonction  àv y,  Ar,  A^j  . ..  On  trouvera  d'abord, 
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en  faisant  j^  =  a"^. 

Si,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  on  rem- 
place a'  parj^,  a*  par  i  +  A,  on  obtiendra  la  formule 
symbolique 

» 

En  développant  cette  dernière  et  substituant  aux  pro- 
duits Aj^,  ù?y  les  différences  finies  qui  s'écrivent  de  la 
même  manière,  on  trouvera 

n  n  n  —  i  n 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Dans  la  dernière  leçon ,  nous  avons  démontré  les  deux  . 
équations 

y^  =f{x  4-  «A)  =  r  4-  -  AT  +  ...  -h  -  A»-*7  4-  A"  j  , 

et  nous  avons  remarqué  que  l'on  pouvait  présenter  ces 
deux  équations  sous  une  forme  symbolique  en  écrivant 

A«^  =  (r  —   l)%        yn  =  (l  -h  a)V. 

Nbus  allons  maintenant  donner  quelques  applications 
de  ces  mêmes  formules. 

Si  l'on  suppose  dans  la  première/  =:  x",  m  étant  un 
nombre  entier  inférieur  àw,  A'*.^:^  étant  alors  égal  à 
zéro,  on  trouvera 

(:p-f-«A)"  — -[^-|-(«—  i)A}"..    zp  -(x  +A)'"±:j;'»=:o. 
Si  Ton  suppose  au  contraire  j^  =  jr",  on  aura,  comme  ou 
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Ta  fait  voir  dans  la  dernière  leçon , 

A^.ar"  =r    1.2.3...  /lA", 

el  par  suite 


n 


[x  4- «A)" [.r-f-(/î —  \)K^  ...±a:*  =  i  .2.3.  ..iiÀV 


I 


Si  dans  les  formules  précédentes  on  fait  jt:  =  o ,  les  deiix 
membres  de  chacune  d^elles  deviennent  divisibles  par  A*" 
ou  /i",  et  Ton  en  tirera 

n  ,           .        n  (n — i)  .  . 

n^ (,!_-  i)--f--^ ^(«  — aV"  — etc.  =o, 

/î" (/i— i)»-!-- ^(/î— 2)«  — etc.  =  I.2.3.../I. 

I^a  dernière  de  celles-ci  sert  à  démontrer  le  théorème  de 
Wilson ,  savoir,  que  le  produit  i  .2.3 . . . tï  ,  augmenté  de 
l'unité  5  devient  divisible  par  /î  +  i  ?  toutes  les  fois  que 
w  +  I  est  un  nombre  premier.  Ainsi ,  par  exemple ,  le 
produit  1 .2.3.4  =  24,  augmenté  de  Tunité,  devient  di- 
visible par  5 .  Le  produit  i.2.3.4'5.6  =  720 ,  augmenté 
de  l'unité,  devient  divisible  par  7. 

La  démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  la  série 
que  je  viens  de  rapporter,  a  été  donnée  par  Lagrange 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  et  par  Euler  dans  ses  Opus- 
cules analytiques.  Ceux  qui  désireront  en  connaître  les 
détails  les  trouveront  dans  la  Théone  des  nombres  de 
Legendre,  à  la  tête  de  la  seconde  partie. 

Je  passe  maintenant  aux  applications  que  Ton  peut  faire 
de  la  formule 


f[x  -h  nh)  —y-\ — ^y  -h  -  ^ aV  -}- 


etc. 


Si  Ton  suppose  dans  cette  formule  nh  =/r,  x  =  a:o  et  que 
l'on  désigne  respectivement  par  y^, ,  ZVy^o,  A'j^,  etc. ,  ce  que 
deviennent/,  Aj^,   ^j^  etc. ,  en  vertu   de  l'hypothèse 
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:t  =  Xy ,  Oïl  aura 

^  '  1     A  I  2  A* 

Si  Ton  fait  dans  cette  dernière  x^  +  ^  =  X ,  on  trouvera 

/(X)=  ^„  +  îlp  ^»  +  (^ZlfîK^piZ:^  ^o  +  etc. 

Toutefois,  cette  dernière  équation  suppose  queX — Xo=k 
est  un  multiple  de  h. 

En  recourant  à  des  équations  du  genre  de  celles  que 
nous  avons  déjà  nommées  équations  symboliques,  on  peut 
retrouver  d'une  manière  très  élégante  et  trè*  simple  les 
deux  formules  fondamentales  du  calcul  aux  différences 
finies.  La  notation  D^,  indiquera,  comme  nous  l'avons 
déjà  admis ,  que  Ton  prend  la  dérivée  par  rapport  à  a: ,  et 
les  dérivées  successives  d'une  fonction  quelconque  j^. de  x 
seront  représentées  par  les  notations  D^-j^,  D^j-, .  , ,  D^y. 
On  aura  dès-lors ,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor,    • 

k  h* 

r   -{^    ^y  =  y^  -  D,J   H Di  J  H-  .  .  .  , 

I  1.2 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(i  4- a)j  =M  -f--j-D,-4--j-^DÎ...V. 

Cette  équation  symbolique  subsiste  quel  que  soit^,  ce  que 
l'on  exprime  en  écrivant 

I  -f-  jk  =  f  -f-  -  D,  H D;  -f-  etc., 

I  1.2 

ou  plus  simplement 

I  -h  A  =  ^^', 

De  cette  dernière  équation  symbolique  on  tire 

I    .  a  —  €         '—   I, 
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et  par  conséquent 

I  .2 

OU ,  ce  qui  revient  au  même ,  à  cause  des  équations 

x+\x  =/ix+k)=e^^y,  f{x+nh)  =  r.  =  ^^'y, 

♦  '^  I  .a 

c'est-à-dîre 

^n*U.^  =  j  -f.  «AT  +  -^^ ^  A*J  -h.     .  , 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

nin  —  I  ) 

r«  =  j  -f-  «Aj  H- -^ A»jr...4-A"7. 

Nota,  En  indiquant  par  D^-w,  D^m,  D^tt  les  dérivées 
d'une  fonction  m  =  F  (j:,y,  z),  prises  par  rapport  à 
x ,  j",  ^ .  .  . ,  la  formule  de  Taylor ,  étendue  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes ,  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

Nous  verrons  plus  tard  à  combien  d'heureuses  transfor- 
mations cette  formule  peut  conduire,  et  quels  immenses 
avantages  on  pourrait  retirer  de  l'emploi  habituel  des 
notations  D^,  D^,  D,   .... 
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PREMIERE  NOTE 


«UR  UNE  MÉTHODE  NOUVELLE  DlNTERPOLATION  ; 


Par  m.  Cauchy. 


Dans  les  applications  de  l'analyse  à  la  Géométrie ,  à  la 
Physique ,  à  l'Astronomie , . . .  deux  sortes  de  questions  se 
présentent  à  résoudre  :  il  s'agit,  i^  de  trouver  les  lois 
générales  des  figures  et  des  phénomènes ,  c'est-à-dire  la 
forme  générale  des  équations  qui  existent  entre  les  di- 
verses variables  ;  par  exemple ,  entre  les  coordonnées  des 
courbes  et  des  surfaces,  entre  les  vitesses,  le  temps,  les 
espaces  parcourus  par  les  mobiles,  etc..  ;  2°  de  fixer  en 
nombres  les  valeurs  des  paramètres  ou  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l'expression  de  ces  mêmes  lois , 
c'est-à-dire  les  valeurs  des  coefficients  inconnus  que  ren- 
ferment les  équations  trouvées.  Parmi  les  variables  on 
distingue  ordinairement,  comme  l'on  sait ,  celles  qui  peu- 
vent varier  indépendamment  les  unes  des  autres ,  et  que 
Ton  nomme  pour  cette  raison  variables  indépendantes, 
d'avec  celles  qui  s'en  déduisent  par  la  résolution  des  di- 
verses équations ,  et  qui  se  nomment  fonctions  des  varia- 
bles indépendantes.  Considérons  en  particulier  une  de 
T.  I.  ^33 
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ces  fonctions ,  et  supposons  qu^elle  se  déduise  des  variables 
indépendantes  par  une  équation  ou  formule  qui  renferme 
un  certain  nombre  de  coefficients.  Un  pareil  nombre 
d'observations  ou  d'expériences ,  dont  chacune  fournira 
une  valeur  particulière  de  la  fonction  correspondante  à 
un  système  particulier  de  valeurs  des  variables  indépen- 
dantes ,  suffira  pour  la  détermination  numérique  de  tous 
ces  coefficients  •,  et,  cette  détermination  faite,  on  pourra  ob- 
tenir sans  difficulté  de  nouvelles  valeurs  de  la  fonction  cor- 
respondantes à  de  nouveaux  systèmes  de  valeurs  des  varia- 
bles indépendantes ,  et  résoudre  ainsi  ce  qu'on  appelle  le 
problème  de  l'interpolation.  Par  exemple  ,  si  l'ordonnée 
d'une  courbe  se  trouve  exprimée  en  fonction  de  l'abscisse 
par  une  équation  qui  renferme  trois  paramètres ,  il  suffira 
de  connaître  trois  points  de  la  courbe,  c'est-à-dire  trois  va- 
leurs particulières  de  l'ordonnée  correspondantes  à  trois 
valeurs  particulières  de  l'abscisse,  pour  déterminer  les  trois 
paramètres-,  et,  cette  détermination  effectuée,  on  pourra 
sans  peine  tracer  la  courbe  par  points  en  calculant  les  co- 
ordonnées d'un  nonJ)re  aussi  grand  que  l'on  voudra  de 
nouveaux  points  situés  sur  les  arcs  de  cette  courbe  com- 
pris entre  les  points  donnés.  Ainsi ,  envisagé  dans  toute 
son  étendue,  le  problème  de  l'interpolation  consiste  à 
déterminer  les  coefficients  ou  constantes  arbitraires  que 
renferme  l'expression  des  lois  générales  des  figures  ou  des 
phénomènes ,  d'après  un  nombre  au  moins  égal  de  points 
donnés,  ou  d'observations,  ou  d'expériences.  Dans  ime 
foule  de  questions  les  constantes  arbitraires  entrent  au 
premier  degré  seulement  dans  les  équations  qui  les  ren- 
ferment. C'est  précisément  ce  qui  arrive  lorsqu'une  fonc- 
tion est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  d'une 
variable  indépendante,  ou  bien  encore  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d'un  même  arc.  Alors  il  s'agit  de 
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déterminer  les  coefficients  de  ceux  des  termes  de  la  série 
que  l'on  ne  peut  négliger  sans  avoir  à  craindre  qu'il  en 
résulte  une  erreur  sensible  dans  les  valeurs  de  la  fonction. 
Dans  le  petit  nombre  de  formules  qui  ont  été  proposées 
pour  cet  objet ,  on  doit  distinguer  une  formule  tirée  du 
calcul  des  différences  finies ,  mais  applicable  seulement 
au  cas  où  les  diverses  valeurs  de  la  variable  indépendante 
sont  équidifférentes  entre  elles,  et  la  formule  de  Lagrange 
applicable,  quelles  que  soient  ces  valeurs,  à  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable indépendante.  Toutefois  cette  dernière  formule 
elle-même  se  complique  de  plus  en  plus  à  mesure  que 
l'on  veut  conserver  dans  le  développement  de  la  fonction 
eii  série  un  plus  grand  nombre  de  termes  ^  et  ce  qu'il  y  a 
de  plus  fâcheux ,  c'est  que  les  valeurs  approchées  des  di- 
vers ordres  correspondantes  aux  divers  cas  où  l'on  conser- 
verait dans  la  série  un  seul  terme,  puis  deux  termes, 
puis  trois  termes, . . .  s'obtiennent  par  des  calculs  à  peu 
près  indépendants  les  uns  des  autres ,  en  sorte  que  chaque 
nouvelle  approximation,  loin  d'être  rendue  facile  par 
celles  qui  la  précèdent,  demande  au  contraire  plus  de 
temps  et  de  travail.  Frappé  de  ces  inconvénients,  et  con- 
duit par  mes  recherches  sur  la  dispersion  de  la  lumière  à 
m'occuper  de  nouveau  du  problème  de  l'interpolation, 
j'ai  eu  le  bonheur  de  rencontrer  pour  la  solution  de  ce 
problème  une  nouvelle  méthode  qui ,  sous  le  double  rap- 
port de  la  certitude  des  résultats  et  de  la  facilité  avec 
laquelle  on  les  obtient,  me  parait  avoir  sur  les  autres 
formules  des  avantages  tellement  incontestables,  que  je 
ne  doute  guère  qu'elle  ne  soit  bientôt  d'un  usage  général 
parmi  les  personnes  adonnées  à  la  culture  des  sciences 
physiques  et  mathématiques. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  formule,  je  suppose 
qu'une  fonction  de  x,  représentée  parj^,  soit  développa- 

33.. 
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ble  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis-^ 
sances  ascendantes  ou  descendantes  de  x ,  ou  bien  encore 
suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  multiples  de  x,  on 
même ,  pltts  généralement  ^  suivant  d'autres  fonctions  de 
X  que  je  représenterai  par 

en  sorte  qu^on  ait 

(l)  ' y  =  au  -h  bv  -h  cw  -h    ,  .  .  y 

a,  6,  c,...  désignant  des  coefficients  constants.  Qs^agit 
de  savoir,  i^  combien  de  termes  on  doit  conserver  dans 
le  second  membre  de  Técpiation  (i)  pour  obtenir  une  va- 
leur dey  suffisamment  approchée,  dont  la  différence  avec 
la  valeur  exacte  soit  insensible  et  comparable  aux  erreurs 
que  comportent  les  observations  ;  2^  de  fixer  en  nombres 
les  coefficients  des  termes  conservés,  ou,  ce  qui  revient 
au  même ,  de  trouver  la  valeur  approchée  dont  nous  ve- 
nons de  parler.  Les  données  du  problème  sont  un  nombre 
suffisamment  grand  de  valeurs  dey  représentées  par 

et  correspondantes  à  un  pareil  nombre  n  de  valeurs  de  x 
représentées  par  ^, ,  Xf^.^.x^^  par  conséquent  aussi  à 
un  pareil  nombre  de  valeurs  de  chacune  des  fonctions 
M,  i',  IV, . .  .  valeurs  que  je  représenterai  de  même  par 

pour  la  fonction  w,  par 

pour  la  fonction  p»,  etc.  Ainsi,  pour  résoudre  le  pro- 
blème ,  on  aura  entre  les  coefficients  inconnus  a,  i,  c,... 
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les  n  éq[uations  du  premier  degré 

ji  =  aui  -+-  ^Ci  4-  cw'i  -f-.  . ,, 
j,  =  fltt,  H-  6p,  4-  ctv.  H- .  . . , 

Xn    =    «"n    4-    ^«'n    4"    C^n    4" .  -  , 

qui ,  si  Ton  désigne  par  i  l'un  quelconque  des  nombres 
entiers 

se  trouveront  toutes  comprises  dans  la  formule  générale 

yi  =  aui  4-   bvi  4-  cwi  4t... 

On  effectuera  la  première  approximation  en  négligeant 
les  coefficients  J,  c, .  .  . ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 
réduisant  la  série  à  son  premier  terme.  Alors  la  valeur 
générale  approchée  de  y  sera 

et,  pour  déterminer  le  coefficients,  on  aura  le  système 
des  équations 

Les  diverses  valeurs  de  a ,  que  l'on  peut  déduire  de  ces 
équations  considérées  chacune  à  part ,  ou  combinées  entre 
elles,  seraient  toutes  précisément  égales  si  les  valeurs 
particulières  de  y,  que  nous  supposons  données  par  l'ob- 
servation, étaient  rigoureusement  exactes.  Mais  il  n'en 
est  pas  ainsi  dans  la  pratique,  où  les  observations  compor- 
tent des  erreurs  renfermées  entre  certaines  limites  ;  et 
alors  il  importe  de  combiner  entre  elles  ces  équations  de 
manière  que 5  dans  les  cas  les  plus  défavorables,  l'in- 
fluence exercée  sur  la  valeur  du  coefficient  a  par  les  er- 
reurs commises  sur  les  valeurs  de  j^,,  y,, .  .  . ,  j^„,  soit  la 
moindre  possible.  Or,  les  diverses  combinaisons  que  Ton 
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peut  faire  des  équations  (a)  pour  en  tirer  une  nouvelle 
équation  du  premier  degi*é  ,  par  rapport  à  a ,  fournissent 
toutes  des  valeurs  de  a  comprises  dan§  la  formule  général^ 

que  Fou  obtient  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équa-. 
tions  (2)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
des  facteurs  constants  Xr, ,  /c, . . . .  /r„.  Il  y  a  plus  ;  conmie  la 
valeur  de  a  déterminée  par  cette  équation  ne  varie  pas. 
quand  on  fait  varier  simultanément  les  facteurs  ft , ,  ft,, . . . ,  ivi 
dans  le  même  rapport,  il  est  clair  que  parmi  ces  fac- 
teurs, le  plus  grand  (abstraction  faite  du  signe)  peut  tou- 
jours être  censé  réduit  à  Tunité.  Remarquons  enfin  que , 
si  l'on  nomme 

^1 >     *a 1   •  •  •  5    *n  >  ; 

les  erreurs  respectivement  commises  dans  les  observations 
sur  les  valeurs  de 

X  ï  ^     X 2 >     •  •  •  j     Xn > 

la  formule  précédente  fournira  pour  a  une  valeur  appro- 
chée ,  dont  la  différence  avec  la  véritable  sera 

^i  gi  4-  ^ata    -h    .  .  .    -f-  kntji 

k,u^  -h  A'^Uj  -h.  .  .  -hKu„' 

U  faut  maintenant  choisir  h^^  k^^  . . .,  A„  de  telle  sorte 
que ,  dans  les  cas  les  plus  défavorables ,  la  valeur  numé- 
rique de  cette  différence  soit  la  moindre  possible. 
Représentons  par 

la  somme  des  diverses  valeurs  numériques  de  m,  ,  c'est-à- 
dire  ce  que  devient  le  polynôme 


UtZszu^nz  . . .  ZlZ  Un 
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quand  on  y  dispose  de  chaque  signe  dé  itianièi^e  à  rendre 
chaque  terme  positif.  Représentons  par  Se^  non  la  somme 
des  valeurs  numériques  e, ,  Cg, . . . ,  e„ ,  mais  ce  que  devient 
la  somme  Sm,  quand  oh  y  remplace  chaque  valeùh  de  i/, 
parla  valeur  correspondante  de  e,-.  Si  l'on  réduit  à  +  i 
ou  à  —  I  chacun  des  coefficients  fei,  ^2 ?  . . . ,  fc„,  en  choi- 
sissant les  signes  de  nianière  que ,  dans  le  dénominateur 
de  la  fraction 


'«•« 


kjU^  -h  k^u^  4-  ...  -H  knU„ 

tous  les  termes  soient  positifs,  cette  fraction   sei-a  ré- 
duite à 

Sa, 

et  elle  offrira  une  valeur  numérique  tout  au  plus  égale 

au  rapport 

E 


Sa,' 

si  Ton  désigne  par  E  la  somme  des  valeurs  numériques 
de  g,,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  numérique 
de  Se,-  dans  le  cas  le  plus  défavorable.  D'autre  part,  en 
attribuant  à  /C|,  Aj  . . .  ,  A„  des  valeurs  inhales  dont  la 
plus  grande  f  abstraction  faite  des  signes)  soit  Funité,  on 
obtiendra  pour  dénominateur  de  la  fraction  une  quantité 
dont  la  valeur  numérique  sera  évidemment  inférieure  à 
Sm,  ,  tandis  que  la  valeur  numérique  du  numérateur  pourra 
s'élever  jusqu'à  la  limite  E;  ce  qui  arrivera  effectivement 
si  les  erreurs  s,,  63,...,  e„,  sont  toutes  nulles,  à  l'ex- 
ception de  celle  qui  sera  multipliée  par  un  facteur  égal , 
au  signe  près,  à  l'unité.  Il  en  résulte  que  la  phiîs  grande 
erreur  à  craindsc  sur  la  valeur  de  a  déterminée  par  la 
formule 

a  zzr ■    r 
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sera  la  moindre  possible  si  Ton  pose  généralement 

^.  =  ±1, 
en  choisissant  les  signes  de  manière  que  dans  le  polynomç 

tous  les  termes  soient  positifs.  .Alors  cette  formula  dpn-? 
nera 

Syi  étant  ce  que  devient  la  scmune  Sui  quand  on  y  rem* 
place  chaque  valeur  de  ix,  par  la  valeur  correspondante  de 
ji^  et  l'équation^  =  au  deviendra 

Si  l'on  fait  pour  abréger 

on  aura  simplement 

Si  l'on  supposait  généralement  m = i ,  réquationj^=  aa, 
réduite  à 

exprimerait  que  la  valeur  de  y  est  constante  ]  et  comme 
on  aurait  alors 

u    1 

*  ~  SOI  ~  «  ' 
la  formule  y  =  ocSyi  donnerait 

n 
Donc  alors  on  devrait  prendre  pour  valeur  approchée  de 


V 
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y  la  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  observées  \ 
et  la  plus  grande  erreur  à  craindre  serait  plus  petite  pour 
cette  valeur  approchée  que  pour  toute  autre.  Cette  pro-i 
priété  des  moyennes  arithmétiques,  jointe  à  la  facilité 
avec  laquelle  on  les  calcule,  justifie  complètement  Tusage 
où  Ton  est  de  leur  accorder  la  préférence  dans  l'évalua- 
tion des  constantes  arbitraires  qui  peuvent  être  détermi- 
nées directement  par  l'observation. 

Soit  maintenant  ùky  le  reste  qui  doit  compléter  la  va-* 

leur  approchée  de  y  fournie  par  Téquation 

« 

en  sorte  qu'on  ait 

X  =  »Sxi  -+-  A^. 
Posons  de  même 

ç  —  »Svi  -f-  ap,     w  z=  «S«v,-  4-  àiVy  etc. 

On  tirera  de  Iji  formule  yi  =  au^ + ôm,  +  cw,  +  etc. ,  ^ 

SjTi  =  aSui  -+-  bSvi  -h   cSwi  -f-  etc.; 

puis  de  cette  dernière ,  multipliée  par  a ,  et  soustraite  de 
l'équation  y  =  «u  +  bu+  bw  +  etc. , 

(3)  Ay  :=  6ap  4-  càfv  -+-  etc. 

Soient  d'ailleurs  a, ,  Ay, ,  A^^, ,  Aw, , . . .  ce  que  de- 
viennent les  valeurs  de  a ,  Ay ,  Ai^ ,  Aw, . . .  tirées  des 
équations  qui  précèdent,  quand  on  y  remplace  x  par  Xi , 
{  étantl'undes  nombres  entiers  i,  2,...7ï.  Si  les  valeurs  de 

AJ,,       AJ,,...,       A^n 

sont  très  petites,  et  comparables  aux  erreurs  que  com- 
portent les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  à  une 
seconde  approximation ,  et  Ton  pourra  s'en  tenir  à  la  va- 
leur approchée  de  y  fournie  par  l'équation  /  =  ocSyi.  Si 
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le  contrafire  a  lieu,  il  suffira,  pour  obtenir  une  approxi- 
mation nouvelle ,   d'opérer  sur  la  formule  (3) ,   comme 
dans  la  première  approximation  Ton  a  opéré  sur  la  for-, 
mule  j^  ::sz  au  +  bv^  ^  cw -{■'  etc. 
Cela  posé,  désignons  par 

la  somme  des  valeurs  numériques  de  A^,  \  et  par 

S'aj,,     S'A«'i,etc., 

les  polynômes  dans  lesquels  se  change  la  somme  Sùku^ 
quand  on  y  remplace  chaque  valeur  de  A^^  par  la  valeur 
correspondante  de  ùkji  ou  de  Aw,,. . .;  soit  enfin 


S'ap,  * 

si  Ton  peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  dans  la  série (i) 
le  coefficient  c  du  troisième  terme  et  ceux  des  tenh^  sui- 
vants ,  on  devra  prendre  pour  valeur  approchée  de  ù^y 

Soit  A'j^  le  reste  du  second  ordre  qui  doit  compléter  cette 
valeur  approchée ,  et  faisons  en  conséquence 

Posons  de  même 

Ajv  z=  CS'^Wi  -f-  A*w,  etc.  : 

on  tirera  successivement  de  la  formule  (3) 

^Jri  =z  bM^i  -h  c^Wi  -h  etc., 
S'aj,  =  bS'M^i  -h  cS^^Wi  -f-  etc.  ; 

puis  cette  dernière ,  multipliée  par  S  et  retranchée  de  l'é- 
quation Ajr  =  bAi^  +  cAw  +  etc., 

à^jr   =:   cA*(V   -f-    etc. 
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Soient  d'ailleurs  6,,  A*j^,,  A'w,, . .  .,  ce  que  déviennent 
les  valeurs  de  6 ,  A*y,  A'iv, . . . ,  tirées  des  équations  qui 
précèdent,  quand  on  y  remplace  xpar  a:,,  z  étant  l'un  des 
nombres  entiers  i,  2, . .  .?z.  Si  les  valeurs  de 

sont  très  petites  et  comparables  aux  erreurs  que  com- 
portent les  observations,  il  sera  inutile  de  procéder  aune 
nouvelle  approximation ,  et  l'on  pourra  s'en  tenir  à  la  va- 
leur approchée  de,  Aj^  fournie  par  l'équation  Aj'=6S'Ay',-. 
Si  le  contraire  a  lieu,  il  suiBra,  pour  obtenir  une  troi- 
sième approximation ,  d'opérer  sur  la  formule  qui  donné 
A'j^,  comme  on  a  opéré  dans  la  première  approximation 
sur  la  formule  (i).  En  continuant  de  la  sorte ,  on  obtien- 
dra la  règle  suivante  : 

L'inconnue  jy,  fonction  de  la  variable  x,  étant  suppo- 
sée développable  en  une  série  convergente 

(I)  .    au  -h   ^f  -h  cw  -j-..., 

où  M ,  V,  IV, . . . ,  représentent  des  fonctions  données  de  la 
piême  variable ,  si  l'on  connaît  n  valeurs  particulières  de 
y  correspondantes  à  n  valeurs  particulières 


Xi  J  y    X  2  ,  •  •  •  J    X 


n 


de  X,  si  d'ailleurs  on  nomme  /l'un  quelconque  des  nom- 
bres entiers  1,2,....,/},  et  j^,- ,  m,-  ,  p»,-  , . . . . ,  ce  que  de- 
viennent j^,  II,  V, . .'. ,  quand  on  y  remplaèe  x  par  Xiy 
al^d',  pour  obtenir  la  valeur  générale  de  y  avec  u!&e  àp-^. 
proximation  suffisante,  on  déterminera  d'abord  le  coef- 
ficient a  à  l'aide  de  la  formule 

(II)  u  =  etSui, 

r         .  • 

dans  laquelle  Sui  désigne  la  somme  des  valeurs  numé-, 
riques  de  1/, ,  et  la  différence  du  premier  ordre  A^  a  l'aide 
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de  la  formule 

(in)  y  =  -S/,-  -h  A/. 

Si  les  valeurs  particulières  de  Ay,  représentées  par  Aj^, , 
Ay  1 , . . . ,  Ay„ ,  sont  comparables  aux  erreurs  d*observa- 
tion  ,  on  pourra  négliger  ùky  et  réduire  la  valeur  appro- 
chée dey  à 

Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  G  à  Taide  des 
formules 

(IV)  P  =  «Sp,-  4-  AP,     ap  =  CS'ap,-, 

S' Ai',  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  Ap',  ,  et 
la  différence  du  second  ordre  ^y  à  Taide  de  la  formule 

(V)  AJ    =   CS'A^    -+-    A*J. 

Si  les  valeurs  particulières  de  A*y,  représentées  par  A'y,, 
A'yi , . . . ,  A*j^„ ,  sont  comparables  aux  erreurs  d'observa- 
tion ,  on  pourra  négliger  b?y  et  réduire  en  conséquence 
la  valeur  approchée  dey  à  aSy,-  +  êS'Ay,. 

Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  y  par  Içs  for- 
mules 

S"A*w,  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  A'iv, , 
et  la  différence  du  troisième  ordre  ù^y  par  la  formule 

(VII)  A»j  =  yS'V/f  -f-  A^etc. 

Ainsi,  en  définitive, en  supposantes  coefficients  a,6,y,^., 
déterminés  par  le  système  de  ces  équations,  etc.^  onde-- 
vra  calculer  les  différences  des  divers  ordres  représen- 
tées par 

ou  plutôt  leurs  valeurs  particulières  correspondantes  aux 
valeiH*s  X, ,  0:29  •  •  •  ?  «s^^  de  Ja  variable  x^  jusqu'à  ce  que 
l'on  parvienne  à  une  différence  dont  les  valeurs  particu- 
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libres  soient  comparables  aux  erreurs  (inobservation.  Alors 
il  suffira  d'égaler  à  zéro  la  valeur  de  cette  différence  tirée 
du  système  des  équations  (III) ,  (V),  (Vil), .  . .  pour  ob- 
tenir avec  une  approximation  suffisante  la  valeur  de  y. 
Cette  valeur  générale  sera  donc 

y  =  «Sj,,     ou     y  =  ctSxi-hQS'àfi,     ou     etc., 

suivant  que  l'on  pourra,  sans  erreur  sensible,  réduire  la 
série  à  son  premier  terme ,  ou  à  ses  deux  premiers  termes. . . 
Donc ,  si  Ton  nomme  m  le  nombre  des  termes  conservés , 
le  problème  de  Finterpolation  sera  résolu  par  la  formule 

X  =  «S/i  -+-  ^S'àj,-  -h  yS"A»7,-  -+-  etc., 

le  second  membre  étant  prolongé  jusqu'au  terme  qui  ren- 
ferme A"*""'j^,. 

n  est  bon  d'observer  que  des  formules  précédentes  on 
tire  non-seulement 

S»,=  i  ;  SCi=o,   S'  ,=i;  Sy,  =  o,   S'y«==o,  S'Vi= '^etc-j 

mais  encore 

S^Pi  =.  b;   SArtP>/  rrr  o,   SA'w',  =  O,  S'A'cv,  =  O,  etc.  .  . , 

et 

S^Xi=o  ;  Sa»7,=o,  S' a»/,=o,  SaV«=o,  S'aVi=^o,  S*aV,==o,... 

Ces  dernières  formules  sont  autant  d'équations  de  condi- 
tion auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  particulières 
de  a ,  ê^y^. .  »j  ainsi  que  celles  des  différences  des  divers 
ordres  de  m,  *^,  w,  . . . ,  j^ ^  et  il  en  résulte  qu'on  ne  peut 
commettre  dans  le  calcul  de  ces  valeurs  particulières  au- 
cune erreur  de  chiffres  sans  en  être  averti  par  Je  seul  fait 
que  les  équations  de  condition  cessent  d'être  vérifiées. 

En  résumé,  les  avantages  des  nouvelles  formules  d'in- 
terpolation sont  les  suivants  : 

I®.  Elles  s'appliquent  aux  développements  en  séries, 
quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  différents  termes 
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se  déduisent  les  uns  des  autres ,  et  quelles  que  soient  les 
valeurs  équidifférentes  ou  non  de  la  variable  indépen- 
dante^ 

2^.  Les  nouvelles  formules  sont  d'une  application  très 
facile ,  surtout  quand  on  emploie  les  logarithmes  pour  le 
calcul  des  rapports  a ,  6 ,  y , .  •  •  ?  et  des  produits  de  ces  rap- 
ports par  les  sommes  des  diverses  valeurs  des  fonctions  ou 
de  leurs  différences.  Alors,  en  effet,  toutes  les  opérations 
se  réduisent  à  des  additions  ou  à  des  soustractions. 

3^.  A  l'aide  de  ces  formules  les  approximations  succes- 
sives s'exécutent  avec  une  facilité  de  plus  en  plus  grande, 
attendu  que  les  différences  des  divers  ordres  vont  gêné* 
ralement  en  diminuant  ; 

4°.  Ces  formules  permettent  d'introduire  à  la  fois  dans 
le  calcul  les  nombres  fournis  par  toutes  le^  observations 
données ,  et  d'augmenter  ainsi  l'exactitude  des  résultats 
en  faisant  concourir  à  ce  but  un  très  grand  nombre  d'ex- 
périences ^ 

5°.  Elles  offrent  encore  cet  avantage,  qu'à  chaque  ap- 
proximation nouvelle,  les  valeurs  qu'elles  fournissent 
pour  les  coeflScients  a ,  è ,  <?,...  sont  précisément  celles 
pour  lesquelles  la  plus  grande  erreur  à  craindre  est  la 
moindre  possible  ; 

6°.  Ces  formules  indiquent  d'elles-mêmes  le  moment 
où  le  calcul  doit  s'arrêter,  en  fournissant  alors  des  diffé- 
rences comparables  aux  erreurs  d'obsçrvalion  ; 

7°.  Enfin  les  quantités  qu'elles  déterminent  satisfont  à 
des  équations  de  condition  qui  ne  permettent  pas  de  com* 
mettre  la  plus  légère  faute  de  calcul ,  sans  que  l'on  s'en 
aperçoive  presque  immédiatement. 

On  trouvera  dans  les  nouveaux  Exercices  de  Mathé- 
matiques de  nombreuses  applications  de  ces  formules 
d'interpolation. 
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DEUXIEME  NOTE 


SUR    LA 

CONDITION   DE   CONVERGENCE 

DE  LA  SÉRIE  QUI  DOKKERAlT  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  LÀ  PLUS 
PETITE  RACINE  DE  l'ÉQUATION^  =  OrCOSJ^. 


Si  ce  volume ,  dont  j'aurais  voulu  faire  l'expression 
complète  de  la  science  actuelle ,  n'avait  pas  crû  au-delà  de 
toutes  mes  prévisions ,  j'aurais  placé  ici  une  exposition 
simple  et  facile  de  deux  des  plus  importants  travaux  de 
M.  Cauchy ,  ayant  pour  objet  la  résolution  des  équations 
littérales  ou  numériques  de  tous  les  degrés ,  et  des  équa- 
tions transcendantes.  Forcé  de  m'arrêter,  je  donnerai 
seulement  un  exemple  de  la  résolution  des  équations 
transcendantes  ^  cette  application  est  d'autant  plus  néces- 
saire, qu'elle  complétera  une  des  plus  belles  théories  ex- 
posées dans  ces  leçons. 

Nous  avons  dit  que  la  plus  petite  racine  j-^  de  l'équa- 
tion j^  =  X  cos  y  sera  développable  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  pour 
tout  module  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  répondent 
aux  équations  simultanées: 

/  ces/ 
•"     ,       — ^=  — sin^, 


ces/  X 
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dont  la  seconde  peut  être  réduite  à  cot  j^  =  —  J^?  ou  petit 
être  remplacée  par  la  formule 

cosj  -h  ^^^  sin  /  :=  Oé 

Quand  on  développe  sin  y  et  cosy,  cette  dernière  formule 
devient 

I  H —  -\ — --  -=-.,=  o. 

2  t3t    4  1  .2.3.4    ^ 

Or  si  Ton  nomine  Y  le  module  de  la  variable  réelle  ou 
imaginaire  y^  le  module  du  polynôme  qui  précède  ne 
pourra  pas  surpasser  la  somme  des  modules  de  ses  divers 
termes,  savoir 

Y"         I     Y<  I        Y« 

a         1.24         1 -2.3.4  ^ 

D'où  il  résulte  que  l'équation  cotj^  =  — y  n'admettra 
point  de  racines  réelles  ou  imaginaires  dont  les  modules 
soient  inférieurs  à  la  racine  positive  unique  de  l'équation 

Y»  I     Y4  I        Y« 


2      12  4      1.2.3.46 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  l'équation 

Y   .     —Y  Y        —Y 

1  =  o 


9 


qu'on  peut  encore  présenter  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes 

Y=:i-f--^,     2Y-I(Y  4-i)+l(Y-,)  =  o. 

D'ailleurs  cette  racine,  supérieure  à  l'unité,  en  vertu  de 

la  formule 

2 


Y=  I  4- 


e     — I 
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sera ,  en  vertu  de  la  formule 

2  î  .2     4  '  .2.0.4    " 

inférieure  à  la  racine  positive  de  l'équation 

Y»  I    Y4 


2         1.24 

c''est-à-dire  au  nombre  V — +2k  i.a  =  1,2100. . .  ^  et 
si  Ton  pose  dans  l'équation  2Y— 1( Y+i)+l(Y — 1)=  o, 
Y  =  1,2  +  i,  i  sera  renfermé  entre  les  limites  —  0,2 
et  0,1.  Gela  posé,  en  considérant  1,2  comme  une  pre- 
mière valeur  approchée  de  la  racine  positive  Y  de  cette 
dernière  équation ,  on  obtiendra  facilement ,  par  l'emploi 
de  la  formule  de  Taylor,  de  nouvelles  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées.  En  effet,  désignons  par  F  (Y)  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation ,  par  a  la  valeur  appro- 
chée de  la  racine  Y ,  et  par  a  + 1  sa  valeur  exacte ,  on 
aura 

F(Y)  =r  ¥(a  -+-  0  =  F  («)-h  iF'(fl  -+-  Oi); 

6  indiquant  un  nombre  inférieur  à  l'unité ,  et  les  valeurs 

deF'(Y),  FXa  +  61)  estant 

Dès-lors  l'équation  F  (Y)  =  o  donnera 

/  =  -il=i^-Ml!F(«), 

et  comme  on  aura  encore 

/i  =  i,2,  ¥(a)=z2a  —  \( j^  2^4 —  l(ii)  =  0,002 io5, 

T.i.  34 


Kii  vertu  de  cette  dernière  équation ,  noii-seulemenl  i 
négatif,  mais  de  pin»  sa  valeur  numérique  sera  inférii 
au  produit 

0.003105  i^-'-*-  =  o,(.o<i3^iti. 


Mo5 


supérieure  au  produit 
—  {1,2  —  t>,ooo3ai6)~' 


.(>32i: 


Donc,  en  poussant  l'approximation  jus(|u  auï  millionit?- 
mne,  on  aura 
1  =  —  0,000 3«i,  Y=  i,a  — o,ooo 3a [....=;  1,199658.... 
Cette  dernière  valeur  de  Y  représente  donc  une  limite  in- 
férieure que  ne  peuvent  pas  dépasser  les  modules  des  va- 
leur.s  de  Y  qui  vérifient  l'équation 

Mats  ces  modules  peuvent  atteindre  la  limite  dont  il  s'a- 
git ,  puisqu'on  satisfait  à  la  dernière  de  ces  équations  en 
—i=:i,n^6yS...V^ — I,  ou  en  pre- 
e  positive  de  l'équation 


supposant^  >= 
nant  pour  Y  la 


Y4 


5        ï.a  4        1.2.3.4  6 
Ce  n'est  pas  tout  ;  comme,  en  vertu  des  équations 
•  X=  arcosj,      cosj'  +/,sitij-  =  0, 


^ 


OEDXIEMÉ    NOTE./ 

OU  en  conclura 

ces  *jr      sin  *j^       CCS  ^y  +  sîn 


et  par  conséquent,  sî  ]'on  suppose  le  modiiîb^ 
ou  supérieur  au  nombre  i ,  199  678 . . . ,  le  moduïb-^. 
pondant  de  x  sera  égal  ou  supérieur  à 

V/Y' — 1  =:\/(i,  199678...)* —  '  =  0,662  742'--> 

qu'il  atteindra,  si  Ton  suppose j*  =  1,199  678-  • .  k — i. 
Donc  le  plus  petit  des  modules  de  *x  qui  répondent  aux 
équations j^  =  x  cosj^,  cot  j^  =  — y^  sera  0,662  ^^1 . .  . , 
et  par  conséquent  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
y  =  X  cosj^  sera  développable  en  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  pour  tout 
module  de  x  inférieur  an  nombre  0,66274^. . .,  et  Ton 
se  trouve  ainsi  ramené  immédiatement  à  un  résultat  au- 
quel M.  Laplace  est  parvenu  par  une  analyse  pénible  et 
des  calculs  assez  longs,  dans  ses  deux  Mémoires  sur  la 
convergence  de  la  série  qui  fournit  le  développement  du 
rayon  vecteur  d'une  planète  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  Texcentricité. 


FIN    Dli     PREMIER    VOLUME. 
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